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CAMILLE   JORDAN 


Les  premiers  jours  de  1922  auront  apporté  au  Journal  de  Matliè- 
nialiqucs  un  deuil  irréparable  :  Camille  Jordan  nous  a  été  enlevé, 
pendant  la  nuit  du  20  au  21  janvier,  par  un  subit  arrêt  du  cœur,  dans 
la  plénitude  de  ses  facultés.  Il  est  juste  qu'aujourd'hui  les  premières 
pages  de  ce  Journal, —  où  il  a  mis  tant  de  lui-même,  et  où  sa  mémoire 
restera  fidèlement  respectée, —  retracent  en  quelques  mots  l'existence, 
d'un  si  haut  exemple,  de  l'illustre  mathématicien. 

Jordan  (Marie-Ennemond-Camille)  est  né  le  5  janvier  i838,  à  la 
Croix-Rousse,  commune  depuis  incorporée  à  Lyon,  Il  était  le  fils 
d'Alexandre  Jordan,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  depuis  député 
à  l'Assemblée  nationale,  et  de  Joséphine  Puvis  de  Chavannes,  sœur 
du  peintre,  petit-ne\eu  de  Camille  Jordan,  l'orateur  et  l'homme 
politique  du  Conseil  des  Cinq-Cents  et  de  la  Restauration. 

Après  de  solides  études  au  Collège  d'Oullins  et  au  Lycée  de  Lyon, 
il  entre  à  l'Ecole  Polytechnique  en  i855,  il  en  sort  dans  le  corps  des 
Mines,  et  devient  ingénieur  des  Mines  à  Privas,  Chalon-sur-Saône, 
puis  à  Paris  (18G7).  Entre  temps,  il  soutient,  en  1861,  ses  Thèses  de 
Doctorat.  1878  le  voit  examinateur  à  l'Ecole  Polytechnique,  où  il 
devient  professeur  en  1876;  il  devait  le  demeurer  jusqu'à  sa  retraite 
en  1912.  Appelé  au  Collège  de  France  pour  suppléer  A.  Serret,  il  y 
reste  professeur  titulaire  de  i883  à  1912  :  ses  cours  dans  ces  deux 
grandes  Ecoles  ont  une  juste  célébrité. 

Jordan  a  remplacé  Chasles  à  l'Institut  de  France  en  1881;  il  fut 
vice-président  de  l'Académie  des  Sciences  en  1915,  président  en  1916. 
En  i885,  il  avait  succédé  à  Résal  dans  la  direction  du  Journal  de 
Mathématiques  :  tous  nos  lecteurs  connaissent  l'œuvre  qu'il  y  a 
accomplie. 

Journ.  de  Math,  (g'  série),  lome  I.  —  Fasc.  I,  1922.  '^ 
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Ses  travaux  mathématiques  sont  et  resteront  universellement 
connus.  Voici  en  quels  termes  M.  E.  Picard,  secrétaire  perpétuel  de 
TAcadémie  des  Sciences,  les  caractérisait  le  23  janvier  dernier  : 

«  Les  recherches  de  C.  Jordan  ont  eu  tout  particulièrement  pour 
but  d'approfondir  la  théorie  de  l'ordre  au  point  de  vue  de  la  Géo- 
métrie pure  et  de  l'Analyse.  Au  début  de  sa  cairière,  il  s'est  occupé 
des  polyèdres  dans  un  beau  Mémoire  consacré,  en  fait,  à  la  (îéoraétrie 
de  situation,  et  dans  un  autre  travail,  il  a  donné  la  condition  pour 
que  deux  surfaces  ou  portions  de  surfaces,  flexibles  et  extensibles  à 
volonté,  soient  applicables  Tune  sur  l'autre  sans  déchirure  ni  dupli- 
cature.  Ses  travaux  sur  la  symétrie  et  sur  les  groupes  de  mouvement 
ont  devancé  les  recherches  modernes  sur  les  groupes  de  transforma- 
tions, et  ont  clé  utilisés  par  les  théoriciens  de  la  cristallographie.  Ils 
poi  talent  déjà  la  marque  de  la  puissance  d'esprit  de  leur  auteur. 

»  Mais  c'est  surtout  dans  la  théorie  des  substitutions  et  des  équa- 
tions algébriques  que  Jordan  laisse  une  trace  profonde.  Dans  un 
Ouvrage  considérable  sur  les  Substitutions^  il  a  fait  une  étude  appro- 
fondie des  idées  de  Galois,  en  y  ajoutant  des  résultats  fondamentaux 
sur  les  groupes  primitifs,  les  groupes  transitifs  et  les  groupes 
composés,  dont  un  des  plus  importants  est  relatif  aux  facteurs  de 
com[)Osition  d'un  groupe.  Ces  éludes  ont  permis  à  Jordan  de  résoudre 
un  problème  posé  par  Abel,  celui  de  rechercher  les  équations  de  degré 
donné  résolubles  par  radicaux  et  de  reconnaître  si  une  équation  rentre 
ou  non  dans  cette  classe.  D'autres  travaux  se  rapj)ortent  aux  formes 
algi'briques  et  aux  groupes  linéaires  d'ordre  fini,  ce  qui  Fa  amené  à 
étudier  les  étpiations  diflerenliellcs  linéaires  à  intégrales  algébriques. 

»  Plus  récemment,  Jordan  a  élé  un  précurseur  dans  la  théorie  des 
fonctions  de  varial)les  réelles.  Il  a  introduit,  dans  celle  partie  de 
l'Analyse,  la  notion  capitale  de  fonction  à  variable  bornée.  INon  moins 
célèbres  sont  ses  études  sur  les  courbes,  univeiseilemonl  désignées  i^ous 
le  nom  de  lot/r/x-s  dr  Jordan,  (|ui  S(''parenl  le  plan  en  deux  régions 
distinctes.  On  lui  doit  aussi  d'importanles  propositions  sur  la  mesure 
des  ensembles,  «pii  ont  ouvert  la  voie  à  bien  des  recherches  modernes. 

»  Tous  les  travaux  de  Jordan  d«'nolenl  une  rare  profondeur 
d'esprit  cl  une  exii.iordinaire  puissance  d'absliaclion.  Il  rejouait  au 
milieu  des  discussions  les  plus  subtiles  sur  des  concepts  comme  ceux 
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de  groupes  ou  de  siibslilutioiis^  se  plaisant  à  aborder  les  questions 
dans  toute  leu^  généralité,  comme  s'il  craignait  que  quelque  particu- 
larité l'empêchât  de  voir  les  vraies  raisons  des  choses.  Jordan  a  été 
vraiment  un  grand  algébriste;  les  notions  fondamentales  qu'il  a  intro- 
duites en  Analyse  préserveront  son  nom  de  l'oubli.  » 

Jusqu'à  Ses  derniers  jours,  son  activité  scientifique  fut  toujours 
intense  :  en  1920,  au  Congrès  International  des  Mathématiciens,  à 
Strasbourg,  Congrès  dont  il  avait  été  nommé  par  acclamation  prési- 
dent d'honneur,  il  présentait  encore  un  important  Mémoire  sur  la 
classification  des  constellations.  Ce  travail  aura  été  sans  doute  le 
dernier  qu'il  ait  publié. 

Outre  ces  profondes  recherches,  Jordan  avait  écrit  des  ouvrages 
d'enseignement  supérieur  :  il  n'est  pas  un  mathématicien  au  monde 
qui  n'ait  étudié  Tune  des  nombreuses  éditions  de  son  Traité  d'Analyse, 
ouvrage  admirable  d'élégance  et  de  clarté,  où  les  vues  nouvelles 
illuminent  chaque  page. 

Toutes  les  Académies  et  Sociétés  savantes  du  monde  tinrent  à 
honneur  de  compter  Jordan  parmi  leurs  membres;  la  liste  de  ces 
Sociétés  remplirait  une  page  de  ce  Journal  !  Tous  les  témoignages  de 
sympathie  et  d'admiration  affluaient  vers  lui,  sans  cependant  provo- 
quer aucun  sentiment  d'un  orgueil  qui  aurait  été  de  sa  part  bien 
légitime,  mais  auquel  il  fut  toujours  étranger.  Sans  aucune  ambition 
autre  que  celle  de  la  Science  et  de  l'enseignement,  c'est  dans  la  vie  intime 
de  la  famille,  que  l'illustre  savant  sut  trouver  le  vrai  et  durable 
bonheur.  Il  s'était  marié  en  1862  avec  M"*"  Isabelle  Munet,  dont  il  eut 
huit  enfants,  six  fils  et  deux  filles;  vingt-cinq  petits-enfants  et  trois 
arrière-petits-fils  étaient  venus  accroître  cette  grande  et  belle  famille; 
le  dernier  né  datait  du  12  janvier  1922,  et  son  heureuse  naissance 
avait  été  une  joie  profonde  pour  Jordan.  Cependant,  des  deuils  cruels 
l'avaient  atteint  durement.  Il  avait  vu  disparaître  une  fille  en  19 12. 
D'autre  part,  on  devine  qu'à  une  telle  famille,  où  le  sentiment  du 
devoir  et  le  culte  de  la  Patrie  trouvaient  un  foyer  nombreux  et  ardent, 
la  guerre  qui  nous  fut  imposée  devait  faire  payer  un  trop  lourd  tribut  : 
trois  fils  et  l'aîné  de  ses  petits-fils  sont  tombés  au  champ  d'honneur 
pour  le  triomphe  de  la  liberté  !  Le  capitaine  d'artillerie  Charles 
Jordan,  tué  en  septembre  1914?  '^  capitaine  de  zouaves  Pierre  Jordan, 
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en  novembre  de  la  même  anm-e;  le  sergent  Louis  Jordan,  en  juin  igiS; 
Taspiranl  Camille  Jordan,  en  février  igi^j;  tous  les  quatre  dans  des 
circonstances  héroïques.  En  1918,  enfin,  Jordan  eut  la  douleur  de 
perdre  la  compagne  (|ui  avait  été  l'àme  de  son  foyer.  Dans  ses  convic- 
tions religieuses,  auxquelles  il  était  depuis  son  enfance  profondément 
attachi',  il  sut  trouver  un  réconfort  et  un  appui;  il  restait  entouré  de 
la  chaude  affection  des  siens,  s'occupant  d'ailleurs  beaucoup  des  études 
de  ses  petits-enfants,  ce  que  son  érudition,  étendue  dans  tous  les 
domaines,  lui  rendait  facile;  ses  lectures  étaient  innombrables,  et 
môme  les  classiques  grecs  et  latins,  dans  le  texte  original,  n'avaient 
pas  de  secrets  pour  lui. 

Tiop  brièvement,  j'ai  dit  ce  fju'a  été  la  vie  admirable  de  Jordan.  Ce 
que  je  n'ai  pas  dit,  et  ce  dont  tous  ceux  ([ui  l'ont  approché  dans  l'inti- 
mité pourront  témoigner,  c'est  Textrême  délicatesse  et  l'infinie  bonté 
avec  laquelle  il  savait  traiter  ses  amis.  N'attachant  pour  hii-même 
qu'un  [)ii\  médjocre  aux  honneurs,  il  ne  s'épargnait  nulle  peine  pour 
les  faire  obtenir,  à  leur  insu,  à  ceux  (ju'il  en'estimail  dignes;  etce  Irait, 
entre  mille  autres,  explique  la  profondeur  des  affections  qui  s'cHaient 
multipliées  autour  de  lui. 

Jusqu'en  ses  derniers  jours,  les  destinées  de  son  Journal,  du 
«  Journal  de  Jordan  »,  comme  la  voix  publique  le  dénomme  juste- 
ment, furent  pour  lui  l'objet  de  constantes  préoccupations.  Il  a  suivi 
ardemment,  et  puissamment  aidé,  les  eflorts  faits  pour  sauvegarder 
cette  œuvre  à  lajjuelle  il  s'était  tant  et  si  longtemps  consacré.  Tous 
ceux  ipii  lui  ont  aj)porté  ici  leur  concours  ont  contribué  à  lui  donner 
un  témoignage  de  reconnaissance  et  dé  sympathie  auquel  il  a  été  plus 
(|ue  sei^isible.  Moins  de  huit  jours  avant  sa  mort,  il  me  le  redisait 
encore,  en  soulignant  le  prix  (pi'il  y  attachait.  C'est  donc  en  croyant 
servir  sa  mémoire  (jue  nous  chercherons  à  conserver  au  Journal  de 
Mallt('ni(ili(jUf's  le  renom  illustre  qu'il  avait  su  lui  assurer. 

Henri  \  n  lat. 
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Siiffli  ideaU  priniarii  assolati  in   un  corpo  afgcbrico  ; 
Pek   LujGi  BlAACHl. 

(Pise.) 


1.  Sia  defiiiito  un  corpo  algebrico  /tr(6)  di  grado  /i,  mediante  un 
s  10  numéro  intero  generatorc  0,  radice  di  un'  equazione  irriducibile 

(A)  f{^)  =  ^■"+  a,  j;*"-'  H-  a^x"-'--^  .  .  .  H-  ««=  o, 

con  primo  coefficienle  «(,  =  1,  e  gli  altri  razionali  interi. 

Un  qualunque  idéale  A  del  corpo  contiene  infiniti  numeri  razionali 
(interi),  tutli  inullipli  del  più  piccolo  di  essi,  e  fra  quesli  numeri  vi  è 
sempre  la  nornia  NA  dell'  idéale.  Diremo  che  Tideale  A  è  primario 
assoluto  (*  )^  quando  NA  coïncide  col  più  piccolo  numéro  razionale 

(')  In  générale  si  dice  primario  un  itieale  quando  nessun  numéro  nalurale  >>  i 
divide  tulli  i  suoi  numeri.  Se  NA  è  il  |)iù  picrolo  razionale  in  A,  l'idéale  è  cer- 
tamenle  primario;  ma  non  sussisle  la  proprielà  inversa,  salve  nel  caso  dei  corpi 
quadralici,  ove  qualunque  idéale  primario  è  anche  assolutn. 

Journ.  de  Matli.  (8'  ^rie),  lorne  V.  —  Fasc.  I,   f^Ti..  ' 
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in  A.  Osserviamo  subito  clie,  fr  a  gli  ideali  primaiii  assoluli,  si  trovano 
tulti  gli  icJeali  prinii  P  cli  primo  grado,  petclic  allora  ?sP  =  p  dovc  p 
è  il  numéro  primo  nalurale  coordinalo  a  P,  ed  c  al  tempo  sles^o  il  più 
piccolo  numéro  razionale  in  P.  Si  vedià  poi  (n°5)  clie  ogni  idéale 
primario  assolulo,  decomposlo  in  ideali  piimi,  dà  luoj^^o  a  soli  ideali 
primi  di  primo  grado. 

In  qtiesta  nola  vogliamo  ricercare  gli  ideali  primarii  assoluti  A 
di  /c(0),  la  oui  norma  eguaglia  un  inlero  positivo  lissalo  m 

NA  =r  m. 

Per  qiiesta,  corne  pcr  tulte  le  ricerche  che  concernono  la  costru- 
zione  di  idcMli  in  ^'(Oj,  è  essenziale  ricorrcre  aile  coslanti  di  composi- 
ZLonc  di  una  base  intera  mlnlnia  del  corpo 


(0 


[OJ,,    Wj, 


f>>«], 


siccliè  ogni  allro  iiitcro  w  di  /i(0)  si  olliene,  in  modo  univoco,  dalla 
loiinola 

(  2  )  a)  ^  /<]  0)1  -+-  //2 ^2  -H  ■  •  ■  -t-  hn  ri)„, 

dove  i  coefficienli  A,  sono  raz'onali  inlcri.  In  particolare  si  pongono 

sollo  la  forma  (2)  gli  ; prodolli  cu^ojyr.  di  due  elemcnli  qua- 

lunqne  (diversi  od  eguali)  délia  base  (i),  e  noi  scriveremo  le  corris- 
pondenli  formole  cosi 


(I) 


>/Wa— ^//^Wy. 


Q.  n»(«  -4-  I)  .  .  ./,.,.  , 

uesli ; numeii  razioiiah  uitcri  y,^.  si  diranno  appunlo  le. 

costanli  di  composizionc  délia  base  (i)('). 

lu   générale,  asscgnala   la   base  (i),   pcr  trovare    un    qualunque 


(')  Os»ervo  qui  inci'lenlalrnenle  clie  le  costanli  -/\'^  si  pnssono  opportuna- 

mcnle  indicare  roi  siinholi  a  Ire  inciici  |     .    >  di  ChrisloflTei   nella   leoria    delle 

forme  (lifTeienziali  ({iiadiaticlie,  per  la  r;igioiie  sffïuenie.  Existe,    nel'o  spazio 
Euctideo  S„  a  n  dimensioni,  un  convenienle  sialema  di  coordiiiale  cmvilinee 
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idéale  A  di  norma  data 

NÂ— m, 

se  ne  cercherà  una  base 

[«1,    «2 ««], 

che  si  potrà  esprimere  solto  la  forma  ridolla 

Ia,  =  ai   Wi, 
«2  =  û'21  ^1  +  <^>   «2, 
\"/  ,«3  =  (73,  CO,  +  «3,  (O2+  «3  0)3, 


a„=  a„iw,-l-  a„2W2-i--  •  --i-  «'«,«-1  w«-i4-  ««w«- 

I  coeflicienti  a,-,  a,/,,  délia  soslituzione  lineare  a  destra  sono  liitli 
inteti  razionali;  quelli  a,,  a.^^  ...,  a„  délia  diagonale  principale  posi- 
tiv'i^  con  prodolto  eguale  alla  norina  assegnata 

menlre  i  secondarii  in  ciascuna  colonna  nella  /'"^  per  esempio 

(5")  «'/+i,i,     «/+2,n      ••••      «'f",/  (<■  =  I  ,  2,  .  . . .  n— l), 


(a,,  «25  •  •  ••  "/Oî  P^'"  '^  quali  il  t/5-  deilo  sp;izio  S,» 

f/i- 1=  2  h  il;  (  w  )  c/«,  duk 

ha  una  talo  forma  che  i  simboli  a  Ire  iiidici   I     .'   [  risultano  costanti^  precisa- 

menle  =  y'/^..  Se  con  .r,,  ^,,,  ...,  ^„  inlicljiiimo  coorilinnte  Cnrles'ane  in  S„, 
ciascuna  di  (|uesle  soddisfa  al  sislema,  complelamenle  inlegrabile,  di  ecjuazioni 
aile  derivale  parziali 


d'X      ■^  (  ik  )  dx    dx 

h(i  dui;      ^  (    /    )  Oui  dui;  ■ 


Oltre  la  :r  =  cost.  se  ne  hanno  subito  le  allre  n  soluzioni  indipendenli 

x,.=z  e"'ï'"'  "1  +  ^^P  "2+- •  •-+- ^\P "n         ( ^  =  1 ,  2 ,  . .  . ,  n) 

dove  [co','"\  0)','"',  .  .  .,  W'f']  sono  le  n  basi  degli  n  corpi  coiiiugati.  Ptl  Jacobiano 
I(j:,,  X2,  ....  x,i)  si  ha  subito 

I  (Xi,  Xi,     .  .  .  ,  X„)  —  XiXi  .  .  .  Xn  V''(D), 

dove  D  è  il  numéro  fondamentale  del  corpo,  e  queslo  Jacobiano  è  in  effelto  ^o. 
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possono  surrogarsi  ciascuno  con  un  qualunque  numéro  congruo 
(modo/).  Se  quesli  coefficienli  soddisfeianno  aile  condizioni  perché 
[a,,a2,  ...,  %„]  sia  refTctliva  base  di  un  idéale,  questo  sarà  peifetta- 
inenle  delerminato  dai  valori  scelli  per  af,a.2,  ...,  a„,  c  dai  minimi  resti 
posilivi  (moda,)  dei  numeri  (5). 

La  base  (i)  del  corpo  puô  variarsi  in  infinili  modi,  assoggeltandola 
ad  una  aibilraria  so^liluzione  aritnictica  uniinodulare.  Per  lo  scopo 
noslro  convicne  scegliei  la  (corne  senipre  c  possibile)  in  guisa  che  fra 
in  numeri  délia  base  (i)  figuri  il  n"  I,  e  sia  por  esempio  w,  =  i.  In  tal 
caso,  nelle  forniole  (I)  quelle  coslanli  di  coriiposizione  y/^  che  hanno 
A"  =  I  (g,/  =  i)  presenlano  i  valori 


(6) 


\   7n 
'    /Il 


=z  O 


per 


Con  questa  scella  [i,Wo,oj.,, 
coeflîcicnti  délia  (3) 


. ,  w„  I  délia  base,  nello  schéma  dei 


C'/i 


il  primo  elemenlo  a,  in  diagonale  dà  il  minimo  numéro  razionale  con- 
tenulo  nelP  idéale  e  gli  altii  «7^.,  a^,  ...,  a„  sono  lulli  divisoii  di  cr,. 


*1.  Scella  la  base  in  quesl'  ulliiuo  modo  più  seniplice  (w,  =  i), 
vogliasi  costruire  un  idéale  primario  assolulo  A;  con  NA  =  m.  Per 
(|uanlo  ora  si  (''  dcllo,  dovrenio  avore  nello  schéma  (7)  a,  =  /;?,  indi 
p.M-laC,) 


(1.=:  a,  — . 


e  lulli  gli  eleiiicnli  secondarii  nella  2*',  ^^  ...,  (//  —  1/"^  colonna. 
ridolli  modi,  polranno  rendeisi  —  o.  Sciivcrcmo  lo  schéma  sollo  la 
forma 


Çj       I       o 
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dove  $21  $3>  •  »  H„  saranno  numeri  razionali  interi  presi  (modm).  La 
base  dell'  idéale  A  avrà  pertanto  la  forma 

(8)  A—  [m,   CO2—  ^2,   W3  — ^5 '^in—Cn], 

e  saranno  ora  da  ricercare  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti,  a  cui 
debbono  soddisfaie  gli  fi  —  i  numeri  incogniti 

affinchè  il  modulo  (8)  sia  un  eiïettivo  idéale.  Per  questo  occorre  e 
basta  che  cirtscuno  degli  n  elemenli  délia  base  (8),  moitiplicalo  per 
un  qualunque  W/,,  dia  un  numéro  del  modulo  (8),  cioè  si  ponga  sotto 
la  forma 


1=1 


essendo  x^,x.y^  ...,  x„  convenienti  numeri  razionali  interi,  che  scri- 
viamo  anche 


(9)  .    nix^—^l,xi^^ 


1=1  l  =  i 


Pel  moltiplicatore  w,  =  i  queslo  non  implica  condizione  alcuna,  e 
mèdesimamenle  pei  prodolti 

m  w/..  =  m  £/,.  +  m  (  oo/,-  —  £a-  \ 
onde  bastera  esprimere  che  ogni  prodotto 

(  ûj,- —  £,)  0)/,      per     i,  k  =z  2,  3,   .  .  .,  n 

deve  porsi  sotlo  la  forma  (9). 
•Ma,  per  le  formule  (I)  di  composizione,  abbiamo 


(/' 


>/—  £/)Wa.=:^  7/A  ^>/ —  Çi''U,'. 


e  nel  confronto  colla  espressione  (9),  essendo  (o,=,i,  co^,  ...,  w„  indi- 
pendenti,   dobbiamo  eguagliare   i  coefficienti  corrispondenti  di  cia- 
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scana  o)/  dalle  due  parti  (/  =  i,  2,  . .  ,  /i);  questo  ci  dà  le  relazioni 


l  =  n 

mx 

/=2 


—  y^l,oc,-^-l)\\ 


Se  nella  prima  di  quesle  sostituiamo  per^Ta,  iCj,  ..,  j:„  i  valori  dati 
^alle  ultime,  rimangono,  quali  condizioni  per  le  incognile  ;2>~3t  •••>  ^n» 
le  seguenli  congruenze  quadratiche  rispetto  al  modulo  m 


l=n 


(10)  iiik^-iu^-'^^^ilhlk         (nio(lm) 


1  =  1 


a.  /.  =  2,  3 n). 

5.    Da  questa  semplice  analisi  è  già  lecito  intanlo  conciudere  : 

\//inchè  csistano  idcalî  primarii  assolai  i  A  con  NA  =  m,  è  ncces- 
sni'io  n  su/ficicnle  rhe.  nelle  n —  i  incognile 


......  I  II     i'i  —  '  )  /<  / 

(unnit;lla  soLuzioni  il  sislema  délie  con";ruenze    quadra- 

ticlie  (10).  Esisleranno  lanii  di  questi.  ideali  A  qiiante  soluzioni 
incongrue  a^rà  il  sislema  (10),  e  pcr  ogni  soluzione  si  avrà 
dalla  (8)  //  rorrispondeide  idéale  A  espresso  pcr  la  sua  base. 

Di  qui,  senza  ancora  enirare  nella  di«cussione  del  sislema  (10)  vedi 
nurneri  segmenli),  pos.-iaino  subilo  dedurrc  alcune  conscguenze  note- 
voli. 

Sia  A  un  idéale  primario  assoluto  con  ISA  =  ///,  e  siano  Ej,  ^3,  ...,  E„ 
i  corrispondcnli  valori  dclle  ;,  clic  soddi.-ft.'ianno  aile  (m>).  l'rendiamo 
un  qualunque  divisore  puro  ni^  di  /;?,  sia  i<[w,<^m.J  nicdcsimi 
valori  ]»cr  :.,  ;,,  ,..,  ;„  sodiii^feranno,  a  fortiori^  le  (10)  scritlc  ris- 
petto al  modulo  /;/,,  e  quindi  sarà 
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un  altro.  idéale  primario  assoluto,  che  avrà 

I  numeri  délia  base  (8)  di  A  sono  tutti  contcnuti  in  A,,  gli  ullinii 
n  —  I  corne  coinuni,  il  primo  m  corne  multiplo  di  m,;  dunque  A  è 
conlenulo  in  A, ,  ossia  divi&ibile  per  A , .  Ma  ora  se 

per  la  ragione  stessa  anche  l'idéale 

A,=  [7n2,    Clo—  ^2       ••■'    ^ii—ia\ 

è  primario  assoluto  ed  è  divisore  di  A.  Precisamente  dimostriamo  che 
si  ha 

Ar^A.A,, 


osservando  in  primo  luogo  che  i  due  ideali  a  sinistra  e  a  destra  hanno 

egual  norma 

NA  — m,         N(A,A,)  =  iNAi  NA.=:rmi7«,. 

In  secondo  luogo  poi  il  prodotto  A,  Aa  è  generato  dagli  n-  numeri 

niimi—m,  /«i(w,— |,),  m,{(^i—ii),  (w/— £/)(w/, —  |/,), 

che  sono  tutti  contenuli  in  A,  ed  è  per  ciô  A,  Ao  divisibile  per  A  ;  ma, 
avendo  la  stessa  norma,  coïncide  con  A. 

Applicando   ripetutamente    questo    risuUato,   si  vede  che  in  gé- 
nérale : 

Se  là  norma  m  delC  idéale  primario  assoluto 
A  r=  [m,  w,— £2,  •  •  • ,  w„  —  ^„) 
si  scinde,  in  un  qualunque  modo^  nel prodotto  di  r  faltori 

m  =1  m,  ruo.  ■  .  m,., 

corrispondentemente  r  idéale  A  si  puô  scindere  nel  prodotto  dcgli 
r  ideali  primarii  assoluti  A,,  A2,  ..  ,  A,.,  di  rispettive  norme  m,, 
m.,.  ...,  m,. 

Az=A,A,...A,, 
dove 

A,—  [m,,  o)j— I2,   .  .  .,  a)„—  t,,]. 
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In  parlicolare,  se  si  scinde  m  nei  suoi  faltori   primi  diversi  /?,, 

p^,  ...,  p^,  colla  formola 

m  =/?f  '  /??  ■  •  ■  pf'- 

si  lia  immedialainente  l'idéale  A  decomposto  in  ideali  primi  di  primo 
grado 

colla  formola  corrispondenle 

Gosi  è  confermata  l'asserzione  al  n**  1. 

i.  1  risullali  ora  ottenuli,  rispello  alla  deconiposizione  di  un  idéale 
primario  assoluto  nel  prodolto  di  allri  délia  slessa  specie,  possono  in 
çerto  modo  invertirsi,  sollo  la  condizione  che  appare  dair  enunciato 
seguente  : 

Se  pià  ideali  piimarii  assoiuti  liaiino  Le  nonne  prime  fia  loro 
due  a  due,  anclie  il  loro  prodollo  è  un  idéale  primario  assoluto. 

13asterà  dimostrare  la  proprietà  per  due  tali  ideali 

A, =  [/«,,  (02  — 1,.',  c,j3— £3'  ,  .  .  .,  co„  — ;„'  ], 

le  Cui  norme  m,, //«^  si  suppongano  prime  fra  loro.  Qui  (^,'',  ^.,'',  ...,H„") 
indica  una  soluzione  délie  congruenze  (10),  scrille  rispello  al  mo- 
dulo  m,,  e  similmenle  (i^  ,  •••,\,l')  ""^  soluzione  délie  medesime 
congruenzc  (10)  rispello  al  modulo  m..  Ma  allora,  essendo  /??,,  m., 
primi  fra  loro,  possiamo  delerminare  n  —  i  allri  numeri  Ho,  ^3,  ...,  H„ 
che  soddisliiio  aile  congruenze  simullanec 

e  allora  quesli  numeri  soddisferanno  aile  medesime  congruenze  (10) 
rispello  a  ciascuno  dei  moduli  //?,,  m.,  e  per  ciô  anche  risp-tlo  al  loro 
minimo  mulliplo  comunc  ///  =  m^m^.  Per  quanto  si  è  vislo  sopra,  il 
|)r()dollo  A,  A,  è  l'ide.ilc  primario  assoluto 
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Del  resto  la  proprietà  ora  seg-nalata  discende  da  questa  piii  g^one- 
rale  : 

^t'  A,,  A,  sono  due  ideali  qualunquc^  contenenli  rispcllivamenlc 
corne  minimi  nuineri  razionali  i  numeri  m,,  m.^,  primi  fra  loro,  nclT 
idéale  prodoito  A,  A.  //  minimo  numéro  razionale  contenulo  è  il 
pj'odotlo  niinK. 

Intanto  nl^m.y  è  cerlamente  contenuto  in  A,Ao;  d'altra  parle,  il 
minimo  numéro  razionale  m  contenuto  in  A  è  contenuto  tanto  in  A, 
clie  in  A2,  indi  multiplo  di  m^  e  di  Wo,  per  ci<')  anche  del  loro  pro- 
doito. 

5.  Si  è  visto  che  l'esistenza  di  ideali  primarii  assoluti  nel  corpo  A(0), 
con  norma  assegnata  =  /??,  è  subordinata  alla  risolubililà  del  sistema 
di  congruenze  (10)  (incdw)  nelle  n  —  i  incognile  ^o,  ^3,  . . .,  E„.  Si 
vedrà  ora  che,  sottouna  condizione  la  quale  verra  subito  specificata,  il 
sistema  (10)  pué  sostituirsi  con  una  sola  congruenza  di  grado  n  in  una 
sola  incognita  H,  e  questa  è  semplicemente  la  y(^)  ^o(mod  m),  che 
risulta  dall' equazione  fondamentale  (A)  cangiandohi  in  congruenza 
(mod  ni). 

Prima  perô  ci  convjîfcie  scrivere  le  (10)  solto  una  forma  più  siinme- 
trica,  che  viene  suggerita  del  confronte  colle  formole  (I)  di  composi- 
zione.  Oltre  ai  numeri  ^o,  ^3,  ...,  "^n  s'introduca  un  n"^^  numéro  H,,  e 
in  corrispondenza  ad  co,e^i,  facciamo 

|i ^  I  {moàm). 

Cosi  le  (10)  potranno  scriversi  per  tutti  i  valori  i,  2,  ...,  /?  degli 
indici  /,  A-  sotto  la  forma 

(1*)  lih^^^ytli         (mod  m) 

(/,  A- =  1,0.,  .  .  .,  n), 

e  queste  risultano  dalle  (I)  riducendole  a  congruenze  (mod/y«),  col 
sostituire  agli  interi  algebrici  w^  i  numeri  interi  razionali  ^,. 

Siccome  ^,^^1  (mod/;/),  le  congruenze  (F*)  aggiunle  aile  (10) 
(quelle  con  iok  =^  i)  sono  identité,  a  causa  délie  formole  (6). 

Journ.  de  Math.  (8"  férié),  tome  V.  —  Fasc.  I,  1922.  ^ 


JO  LUIGI     BIANCIII. 

Si  osservi  ancora  che  pure  avenclo  fatlo  uso,  nella  dediizione 
délie  (I*)  dalle  (I),  délia  base  speciab  con  to,  =  i,  la  relazione  indicala 
vale  comunque  cangiando  la  base  [to,,  toj,  ...,  oj„]  con  una  sostitu- 
zione  arilnielica  unimodulare,  qiiando  la  stessa  sosliliizione  si  operi 

sopra  ;;, ,  ^2)  •  •  •  >  ^h- 

Per  nna  qualunqiie  base  [w,,  co.,  ...,  co„],  affinchè  esislano  ideall 
priinarii  assoIiUi  di  norma  =/>/,  è  necessario  che  il  sistema  di  con- 
gruenze  quadratiche  (1*)  aniniella  soluzloni  (E,,  Ho,  ...,  ^„)  non  tutte 
nulle  (modm). 

Ed  ora,  per  ridurre  il  sistema  (l'  )  ad  una  sola  congruenza,  ricorre- 
remo  alla  nozioue  di  indice  C  del  numéro  generatore  G.  (Dedekind). 
Queslo  indice  C  è  il  numéro  razionale  inlero 

^-\/-D-' 

dove  <:/(  0)  indica  il  discriminanlc  del  numéro  G  e  D  il  numéro  fonda- 
mentale del  corpo. 

Ci(')  prcmesso,  noi  faremo  lipolesi  che  : 

/>a  norma  m  drlU  idéale  primario  assoluto  A  da  coslruirsi  sia  un 
numéro  primo  colC  indice  C  di  G. 

Il  numéro  slcsso  C  si  présenta  anche,  soHo  altra  forma,  corne 
modulo  délia  sosliluzione  lineare  che  esprime  i  numeri 

I,     e,     QK     ...,     0''-', 

form;*Ui  la  base  delT  ardine  o  anello  di   numcii    i\(G)  por  la  base 
[oj,,  oj^.,  ...,  (o„j.  Scrivianio  (juesla  sosliluzione 

I  =C||    0),  4-  c,,    (1)2-+- ■..-+-  C]„    f.)„, 

0       =C2,  a),-+-C22  (1J2 -+-...  H- Ci,,  &)„, 

(m)  ■    0-       =C;,,   o),H-c,î    0)2  4- .  .  . -h  C;,„    0J„, 


B"    '  — c„,,&j, -t-  c„.,wj-i-  .  . .  t-  c„, ,/.)„, 


(love  i  coeflicienli  r,^  sono  razionali  iiileii. 

Il  dcicrminanic   jr.,;,  |,   die  è  di  verso  da   zéro    per  riniduciliililà 
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dellu  (A),  si  puô  supporre  positive  ('),  ed  eguaglia  appunto  l'indice  C 
del  numéro  0 

C  =  |c,,l. 

B.  Per  semplifîcare  le  deduzioni  seguenli,  supponianio,  come 
al  n*^  1,  che  la  base  sia  scella  con  to,  =  i,  ond«  inlanlo  pei  coeflicienli 
délia  prima  orizzontalc  nelle  (i  t)  avremo 

(12)  Cn  —  l,  Ci,—  Ci3=...=zCui=0. 

Osserviamo  che,  conosciuli  i  coefficienti 

C21,        C22,         •  •  •  )        ^2rt 

délia  seconda  orizzontalc,  quelli  délie  rimanenli  si  esprimeranrio  per 
qiiesti  e  per  le  costanti  di  composizione  y^^  in  modo  perfettamente 
determinato.  Cosi  per  quelli  dclla  terza  orizzontalc,  avendosi 


6^=2  c2,Gj,y.  co^w/,— y^  y/i  c,,c2A  w/, 

£  A  /,  A.  / 


i  A  /,  A./ 

risulta 


similmente 


v=Sri 


,.(/) 


C-iiC.^/,,  .. 


Conviene  poi  osservare  che  al  quadro  (11)  possiamo  aggiungere 
una  (/*  4-  i)"^"  orizzontalc 

ed  a  causa  délia  identilà/(0)  =  o,  avremo 

(i3)  c„+i,,4-rt/C„,,+  «2C„_i,/4-.  .  .+  a„Ci,,=  o 

{i=zi,  2,  ..  .,  rt). 

Ora  al  posto  délie  n  —  i  incognite  l^,  ^.,,  ...,  ^„,  coU'  aggiunta  al 
solito  di  ^,^E^  F  (modm),  introduciamo  la  nuova  incognita 

>  =  C2,  il  -+-  C22  4-2  + .  •  •  +  c,,,  i„         (  mod  ///  ), 
(*)  Basla,  iii  caso  contrario,  cangiare  di  segno  una  délie  o),. 
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e  di  quesla  formiamo  le  successive  potenze,  lenendo  conto  délie  for- 
inole  (I*)  e  délie  osservazioni  precedenti.  \e  dedurremo  le  con- 
gruenzc  corrispondenli  aile  formole  (i  i)  : 


4""'=  c„,i'i+  Cni'ii-h. .  .+  c„„^>, 


le  quali  si  ottengono  dalle  (i  i)  corne  le  (I*)  dalle  (I)  e  cioè  conver- 
tendole  in  congruenze  (mod//z  )  col  sostituire  aile  co,-  le  ^,  ('). 
Costruendo  ancora  ç'\  avremo 

ç"=  c„^i,i^i  +  c„+,,2Ç2  +  . . .+  c„+,,„;„         (mod  /;/), 

dopo  di  clie  dalle  identité  (i3)  risulla  : 

Uincognita  H  devc  essere  radiée  délia  congruenza 
'('^*)    /(4')  =  -:"+«i;'"''+«2^"-'  +  ...-+-a„_,^  +  a„=o         (mod/»), 

che  si  forma  daW  eqiiazione  fondamentale  (A)  cangiando  quesla 
in  congruenza  (mod  w). 

Non  pu()  dunque  esistere  alcun  idéale  primario  assoluto  di 
norma  =  //?,  se  non  ha  radici  la  congruenza  (A*)  ;  e  questo  vale  anche 
se  m  non  è  primo  con  C,  poichè  dell'  ulteriore  ipolesi  non  si  è  fin  qui 
l'atlo  uso.  Ma  supponendola  ora  soddisfatta,  mostriamo  corne  si 
inverte  il  risullato  précédente,  e  la  condizione  trovata  necessaria 
risulta  anche  suflicienlc. 

7.  Uisolvendo  il  sistenia  délie  n  equazioni  lineari  (n),  rispelto  ad 
co,,  co^,  ...,  to„,  otteniamo 

(H)  Ccu.r=Ca■+C,,.9-^...^-C,,,.6"-'         (/.  =  !, 2,  ...,  «), 

avendo  indicato  con  C,;,  il  complemento  algebrico  dell'  elemento  c,vt 
ncl  dctcriniiiaiilc  C. 

(')  La  prima  délie  (11*)  é  idcnlica,  a  causa  délie  (r.?)  e  di  ci  ir;  i  (mod  m). 
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E  similmenle  dalle  corrispondenti  congruenze  (ii*)  avremo  risol- 
vendo 

(B*)     Ci>=C,;,+  a/,ï  +  ...  +  C„,/,^"-'     (modm)         {k  =  i,2,  ....,  n). 

Siccome  C  è  primo  col  modulo  fu,  queste  fissano  i  valori  di 
^,,  ^2)  "1  ^H  appena  fissato  quello  di  ^.  Di  più^  in  riguardo  alla  ç,, 
siccome  dalle  (12)  [ô  anche  dalle  (B)]  segue 

e  la  (B*)  per  A-  =  i  dà 

G(|i — i)Eiso         (mod/«), 

da  cui  ^,^1  (modm). 

Ora  è  facile  dimostrare  clie,  se  ^  è  una  radice  délia  congruenza 

f{i)~o         (modm), 

le  ^hi  cosi  calcolate  univocamente  dalle  (B*),  verranno  a  soddisfare 
aile  congruenze  quadratiche  (I*). 

Difatti,  siccome  le  formole  di  composizione  (I)  sono  conseguenze 
délie  (B)  e  dell'  essere  0  radice  di/(6)  =  o,  cosi  pure  dalle  (B*)  e  dal 
fatto  che  ^  soddisfa  alla  /(i)^5o(mod  w)  discendono  ora  le  con- 
gruenze quadratiche  (I*). 

Abbiamo  dunque  : 

Se  a  numéro  m  è  primo  coW  indice  G  del  numéro  0,  esistono  nel 
corpo  k(h)  tanti  ideali  primarii  assoluti  colla  norma  =  m^  quante 
radici  diverse  {incongrue^  possiede  la  congruenza 

/(ï)  =  o         (modm); 

e  per  ciascuna  taie  radice  ^,  si  ha  V idéale  A  corrispondente  espresso 
per  la  sua  base  colla  for  mola 

(l4)  A  =  [/?i,   032— ^î>    •  •  •>    ««—  4'J' 

dove  i  numeri  ^o,  ^3,  ...,  ^^  si  calcolano  univocamente  (mod  m)  dalle 
,     coîigruenze  {^*). 

Si  pu6  anche  individuare  l'idéale  A,  invece  che  per  la  base,  per  due 
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suoi  numeri  di  cui  sia  il  massimo'comun  divisoro.  Dalle  formole 

.       '  '  ^  ,  (  mod  /»  ), 

^  Eii  C21  -h  Cj»Ç2    +  .  .  •  -H  Ci,,  Ç,j 

soUraendo  risulta 

con  q  intero  razionale,e  per  la  (i4)  queslo  è  un  numéro  dell' idéale  A. 
Ora  dimostriamo  : 

U idéale  A  è  il  nias.siino  coiriua  divisore  dei  due  niuneri  m ,  0 —  :, 
o  esprimendo  in  simholi , 

Per  questo  dovremo  provare  che  i  due  ideall  A  e  (m.  0  —  ç)  si  con- 
tengono  i'tin  l'altro.  Che  il  seconde  sia  contenuto  nel  primo  è  évi- 
dente, perché  vi  sono  contenuti  i  due  numeri  generatori  m,  0  —  ç.  In 
secondo  luogo  dalle  (B),  (B*),  soUraendo,  abbiamo 


C(c)A  — 4^'  =7' 


C2/,. -4-  C3,..  - — =-  + . . .  +  C„j,      ,_;      J  (/>  -  ; ), 


B 


dove  q  é  un  numéro   razionale   intero,  e  a  destra   il   moltiplicalore 
(li  0  —  i  é  un  inlero  a  di  /i(0),  onde  da-lla  formola 

G  (  w  /, —  i,,)  z:^  q  m  -\-  ix{0  —  l) 

risullc^  che.C(a)^  — Ha)  è  un  numéro  dell'  idéale  (///,  0  —  ;).  Siccome 

poi  G  è  primo  con  /;?,  possiamo  prendcre  duo  interi  razionali  /,  //  lali 

clie  sia 

G  /  :=  1  -{-  niu . 

e  neir  idéale  {m,  0  —  ^)  sarà  pure  conlenulo  il  numéro 

G/('.)/,— ;/,)  =  0)/,— 4/,+  u{(3ik—lj,)ni, 

quindi  anche 

^>/.  —  h  —d{  (.)/,  —  Ik  )  —  «  (  «  yt—  ÇA-  )  /" 

come  dilTcrenza  di  due  numeri  dell'  idéale. 

Dunquo  tulli  gli  //  numeri  dclla  base  (i/î)  di   A  si   irovano  nelP 
i<lrale  {m,  0  —  ^)  cd  A  stesso  è  conlenulo  in  (/y/,  0  —  H),  e  si  conclude 
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appunlo 

p^  =  [m,0  —  l). 

8,  Seconde  i  risultati  al  n°  5,  gli  elementi  coi  quali  si  compongono 
gli  ideali  primarii  assoluti  sono  esclusivamente  gli  ideali  primi  di 
primo  grado.  Si  sa  che  : 

In  ogni  corpo  a/gcbrico  esislono  infinili  idcal'i  pritin  di  primo 
grado. 

La  proposizione  si  slabilisce  in  générale  col  sussidio  deirarilmetica 
analitica  (').  Qui  vogliano  dimoslrarla,  almeno  in  un  caso  particolare 
ma  assai  esteso,  come  si  vedrà,  con  mezzi  puramente  aritmetici.  Il 
caso  che  vogliamo  trattare  è  il  seguente  :  supponiamo  clie  a  numéro 
gencraiprc  del  corpo  A(6)  possa  scegliersi  un''  unità.  Taie  circos- 
tanza  si  verifîca  sempre,  in  particolare,  quando  fra  gli  /;  corpi  coniu- 

gali 

A-"),     A-i^),      ...,     Â-f") 

uno  almeno  è  reale.  (^uesto  dériva  dal  teorema  fondamenlale  di 
Dirichlet  perl'esistenza  délie  unità,  come  segue.  Attribuiamo  il  corpo 
reale  k  al  primo  gruppo  A  del  teorema  di  Dirichlet,  e  tutti  i  rimanenti 
al  secondo  gruppo  B.  Esiste  in  /•  (0),  pel  teorema  ricordato,  un' 
unità  £  il  cui  modiïlo  è^i,  mentre  tutti  i  modulidei  coniugati  (appar- 
lenenti  al  gruppo  B)  sono  invece  <^  r .  In  quesle  condizioni,  il  numéro  £ 
non  pu(')  eguagliare  alcuno  dei  suoi  coniugati,  ed  è  quindi  di  grado  u 
(primitivo),  ossia  un  numéro  generatore  del  corpo  come  si  voleva. 

Scelto  dunque  a  numéro  generatore  0  del  corpo  un'  unità,  avendosi 
NO  =  ±i,  il  valore  assoluto  delT  ultimo  coetficiente  a„,  nell'  equa- 
zione  fondamentale  (A),  sarà  =  i,  scriviamo 

(  id)  J\-i')  =  -f"  +  «i^r"-'  --1-  a.,x""--\-  .  .  .-+-  a„_,.r  ±:  i. 

Ora  din  ostriamo  : 

Scelto  un  ciualunque  numéro  razionale  intero  (^positivo)  a,  si puo 
trovare  un  numéro  primo  p,  che  non  divida  [J.,  e  pel  quale  la  con- 
gruenza  f{^)^^o  (mod/))  sia  solubile. 

(')    \*  Wi'UEi!,  I.cliibucli  iler  Algcbra,  \V  Aulli.ge,  II''  Bd.  ^  107,  S"  737. 
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Pongasi  nella  (i5)  per  x  un  intero  arbitrario  multiplo  di  u. 

x^q\i.         (^  inlero  arbilrario). 

11  numéro  intero  che  ne  risulta  • 

(i6)  N=:/(7/j.)  =  7"F-"+«i'7""'/J-"~' +  ••  •  +  ««-i^;jt±  I 

sarà  diverso  da  zéro  [per  la  irriducibililà  dellay'(^)],  e  diverse  anche 
da  ±  I,  se  pure  escludiamo  per  q  quegli  evenluali  valori  (in  numéro 
fi  ni  to)  che  rendessero /'(^a)  =  ±  i .  Cosi  il  numéro  N  avrà  almeno 
un  divisore  primo  ^,  che  non  dividerà  ix,  risultando  dalla  (i6) 

N^±i  (modjjL), 

e  per  questo  numéro  primo/?  la  congruenza 

(17)       '  /(l)^o         (mod/>) 

avrà  almeno  la  radicc  ç  =  ^ui.  c.  d.  d. 

In  questo  risnltato  poniamo  tj.  =  C,  essendo  G  Tindicedi  0,  e  la  (17) 
avrà  una  radiée  H,  mentre  il  modulo  p  è  primo  con  C.  A  questa 
radice  ^  corrisponderà  (n°  7)  un  idéale  P  primo  e  di  primo  grado, 
divisore  di  p  (NP=/?).  Ma  ora  si  vede  subito  che  di  quesli  numeri 
primi  p,  che  non  dividono  C  e  pei  quali  è  solubile  la  congruenza  (i7\ 
se  ne  dànno  infiniti.  E  difatti,  per  quanti  di  tali  numeri  primi  si  sieno 
già  trovati,  diciamo 

se  nel  teorcma  diiiioslralo  poniamo 

no  troveremo  uno  nuovo  /?,  che  non  divide  C  ed  è  diverso  da 
P\iPii  "'tP,'  L'inlinità  degli  ideali  primi  di  primo  grado  in  A(0) 
risulta  cosi  manifesta. 

î).  Terminiamo  la  présente  Noia  colla  ricerca  dcl  caratlevc  qua- 
dratico  di  un  qualunque  intero  w  del  corpo  A(6)  rispetto  ad  un  idéale 
primo  P  di  printo  grado  che  non  entra  in  w,  e  nemmcno  nel  numéro 
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primo  2  (').  Col  sirabolo  di  Dirichlet    -j^    indichiamo  l'unità  positiva 

o  negativa,  secondo  che  co  è  residuo  quadralico  o  non  rcsiduoTmod  P), 
cioè  secondo  che  è  solubile,  ovvero  iiisolubile  la  congriienza 

(i8)  ~  x^^w         (modP). 

Dimostriamo  che  il  calcolo  del  simbolo  ^    si  richice  a  quello  di  un 

simbolo  di  Legendre  (  -  )  '  dove  p  è  il  numéro  primo  (dispari)  norma 
di  P.  ^  _ 

Nel  caso  attualc  NP  =  p  formano  già  un  sistema  completo  di  resti 
(mod  P)  iyj  numeri  razionali 

o,      I,      2,      ...j     yj  — I, 

poichè  un  numéro  fazionale  /•  che  sia  ^^o  (modP)  è  necessariamente 
mulliplo  del  più  piccolo/?,  cioè  è  anche  /-^eeo  (niod/?).  Per  esaminare 
se  la  congruenza  (i8)  è  solubile,  si  puô  già  supporre  co  sostituito  col 
numéro  razionale  r^  o(mod/?),  a  cui  co  è  congruo  (niodP),  ed  anche 
pcl  valore  delF  incognita  x  si  puô  assumere  un  numéro  razionale  ^. 

Secondo  le  osservazioni  superiori,  la  congruenza  (i8)  équivale  cosi 
perfettamente  ail'  altra  di  arilmetica  razionale 

£-=/•  (mod/j); 

ne  segue  :  Se  r  è  un  nuiïtero  razionale  (no/t  divisibile  per  p)  si  ha 


(19) 


p] 


Ciô  premesso,  sia  dato  un  qualunque  in(ero  co  in  A(ô) 
e  prendiamo  la  base  di  P  sotlo  la  forma  del  n°  5 

P=[p,   Mi  —  >2,     .  .  .  ,    W„  —  Ç„  ]  . 

Per    calcolare       -p       basterà    determinare    il    numéro    razionale 

(^)  Se  P  divide  2,  qualunque  iiitero  co  è  suo  residuo  quadralico. 

Journ.  de  Math.  (8'  série),  torne  \.  —  Fasc.  I,  19J2.  ' 
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/•  ^(ji  (modP),  ed  applicare  quindi  la  (19).  Ora,  dovendosi  avère 

dove  Ji't,  X.,,  ...,  x„  sono  interi  razionali,  ne  deduci?.mo 

indi  *■ 

/•  =  /*,  +  /i2ii+  li^.iU-^  .  • .+  /<„£„. 

Cosi  resta  slabilità  la  fomiola 

(-)  L p J  =  (— =^; j. 

che  efTeltua  la  riduzionc  del  sinibolo  h^    ad  un  simboio  di  Legendre. 

Nel  caso  del  roipo  quadratico  di  Gauss  h{\j—  i J,  quando  per  P  si 
assuma  un  fallore  primo  com|)lesso  -  del  numéro  primo  p^^i  (mod4), 
la  ('2o)  divenla  una  ben  nota  formola  di  Diricldet. 
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Mécanismes   transformables  ou  déjur niables!  Couples 
de  surfaces  applicables  qtii  s'en  déduisent  ; 

Par  m.   Bertrand  GAMBIEU. 


1.  M,  Biicard  a  indiqué  dans  les  Nouvelles  Annales  (1920) 
quelques  exemples  de  mécanismes  déformables  que  je  vais  géné- 
raliser. 

Soient  un  premier  ensemble  de  m  points  A,,  A^,  ...,  A,„  et  un 
second  ensemble  de  p  points  B,,  Bo,  ...,  B,,.  Nous  ne  regardons  pî  s 
comme  distinctes  deux  configurations  de  ce  double  ensemble  se  rame- 
nant Tune  à  l'autre  par  un  déplacement  ou  une  symétrie.  Supposons 
chaque  point  A,  relié  à  chaque  point  By  par  une  tige  rectiligne  indé- 
formable, inextensible  :  nous  avons  un  mécanisme  de  mp  tiges 
à  /??-+-/) nœuds  d'articulation.  Sur  chaque  tige  A/y  faisons  une  marque 
permettant  de  la  reconnaître  :  inscrivons  par  exemple  A,,;  démontons 
ce  mécanisme.  Il  résulte  de  la  discussion  simple,  déjà  faite  par 
M.  Bricard,  que  nous  ne  pourrons,  en  général,  remonter  ce  méca- 
nisme que  dans  la  configuration  primitive  (ou  symétrique).  Cela  tient 
à  ce  que,  si  nous  cherchons  à  déterminer  ni,  points  A/  et  p  points  By 
par  la  donnée  des  distances  A,;,  nous  avons  un  système  de  mp  équa- 
tions à  2(/;îh-/?)  — 3  ou  3  (m -h /?)  — 6  inconnues,  suivant  que  l'on 
opère  dans  le  plan  ou  l'espace,  défalcation  faite  des  paramètres  de 
déplacement  d'ensemble.  Or 

(  mp  —  2  (  m  +  /)  )  H-  3  =  (  «î  —  2  )  (/;  —  2  )  —  i , 
(i)  { 

(  nip  —  3  (  /?î  -4-  /? )  H-  6  =r  (  /?«  —  3  )  (/?  —  3  )  —  3. 

En  supposant  m^p  et  />=3  dans  le  plan  ou  /?^/i, dans  l'espace,  nous 
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avons  un  nombre  d'équations  supérieur  au  nombre  d'inconnues.  Ces 
conditions  sont  sûrement  remplies  si  nous  supposons  ///  et  p  très 
grands,  pôuvanl  même  devenir  infinis. 

Si  donc  on  choisit  au  hasard  la  valeur  /,y  de  la  distance  A^B,,  le 
système  d'équations  est  incompatible.  La  construction  préalable  du 
mécanisme  précédent  nous  donne  des  valeurs  /,y  assurant  la  compati- 
bilité du  système  :  le  cas  normal  correspond  à  un  système  unique  de 
solutions;  le  mécanisme  est  alors  strictement  indéformable.  Il  peut 
arriver  que  ces  équations  aient  un  nombre  fini,  supérieur  à  l'u/iilé, 
de  solutions;  le  mécanisme  qsX.  iransformabie,  on  peut  passer  d'une 
'config-uration  à  une  autre  par  un  démontage^  mais  non  par  une  suite 
de  déformations  continues.  Enfin  il  peut  arriver  qu'il  y-ait  une  infuiilé 
de  solutions  à  un  ou  plusieurs  paramètres,  le  mécanisme  est  défor- 
mable. 

On  peut  imaginer  une  combinaison  des  deux  derniers  cas  :  deu?i^ 
séries  continues  de  déformations  peuvent  fort  bien  exister  pour  un 
même  mécanisme,  sans  que  l'on  puisse  passer  d'une  configuration  de 
la  première  série  à  une  de  la  seconde  série  autrement  que  par  un 
démontage  :  nous  en  donnerons  des  exemples.  On  peut  imaginer  un 
cas  un  peu  plus  spécial;  aux  notions  purement  géométriques  de 
conliguration,  transformation,  déformation,  adjoignons  la  notion 
cinématique  de  vitesse.  Dans  le  cas  de  déformation  continue,  suivons 
chaque  point  avec  sa  vitesse  :  deux  séries  de  déformations  S  et  S, 
peuvent  fort  bien  admettre  une  conliguration  commune  H,  telle  que, 
pour  pouvoir  passer  d'une  configuration  déterminée  S  à  une  conligu- 
ration déterminée  S,,  il  soit  nécessaire  de  passer  par  la  configuration! 
avec  vitesse  nulle  pour  tous  les  points  au  moinent  où  VembrancJie- 
nwnt  "L  esl  réalisé.  Un  schéma  très  simple  fera  comprendre  ceci  :  on 
[)eut  imaginer  deux  courbes  planes  ou  gauches  S  et  S,  sans  point 
commun,  cela  correspondrait  à  deux  séries  de  configurations  d'un 
même  mécanisme  déformable  ne  pouvant  se  succéder  que  grâce  à  un 
démontage;  si  les  courbes  S  et  S,  ont  un  point  commun  i,  où  elles  ne 
sont  pas  tangentes,  on  peut  iiiinginer  qu'un  point  décrive  la  première 
courbe,  arrive  en  i^  avec  une  vitesse  nulle  et  soit  aiguillé,  sans  choc, 
sur  la  seconde  courbe.  Nous  trouverons  des  exemples  de  tels  méca- 
nismes. 
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2.  On  peut  faire  grandir  m  el  p  indéfiniment.  Les  points  A,  seront 
répartis  sur  une  courbe  ou  même  une  surface;  de  même  les  points  By. 
Les  raisonnements  précédenls  et  leurs  conclusions  subsistent  ;  on 
pourrait  a  priori  croire  que  la  détermination  est  plus  difficile  que  si  m 
el  p  sont  linis  :  c'est  le  contraire  qui  a  lieu. 

Au  point  de  vue  analytique,  le  nouveau  problème  se  pose  ainsi  : 
deux  courbes  (a)  et  (A),  lieux  des  points  a  et  A  respectivement,  se 
correspondent  ponctuellement;  -de  même  deux  autres  courbes  (b) 
et  (B).  Quels  que  soient  les  points  a  et  b  choisis  sur  (a)  ou  (b),  on  a 

ab  =  \B. 

Appelons  (a^,a.,,a.^)  les  coordonnées  rectangulaires  de  a,  (A,,  Aj,  A3) 
celles  de  A,  nous  avons  ainsi  six  fonctions  d'un  paramètre  a;  de  même 
(/>,,  b.,,  b-i)  et  (B,,  Bj,  B3)  sont  six  fonctions  d'un  second  paramètre  ^ 
et  l'on  a 

Suivant  que  les  douze  fonctions,  solutions  de  (2),  contiendront  ou 
non  un  paramètre  t  distinct  de  a  et  ^,  une  solution  de  (2)  fournira  un 
mécanisme  déformable  ou  simplement  transformable. 

Sur  la  courbe  (a)  d'un  tel  mécanisme,  marquons  m  points;  sur  la 
courbe  (^), /?  points  :  nous  retrouvons  un  mécanisme  à  nombre  fini 
de  points;  m  et  p  sont  donc  arbitraires.  Si  donc  nous  cherchons  les 
mécanismes  à  nombre  fini  de  points,  nous  devrons  d'abord  trouver 
ceux  qui  dérivent  des  mécanismes  de  courbes,  puis  peut-être  d'autres. 
C'est  do]ic  la  recherche  des  mécanismes  à  nombre  fini  de  points  qui 
sera  la  plus  délicate,  la  méthode  difTérentielle  ne  pouvant  s'appliquer 
à  ceux-là;  il  serait  précisément  intéressant  de  chercher  s'il  existe  des 
mécanismes  à  nombre  fini  de  points  non  dérivés  des  mécanismes  de 
courbes. 

Dans  le  cas  de  mécanismes  plans,  il  suffit  de  supposer  les  quatre 
fonctions  d'indice  3  nulles  identiquement  et  l'on  trouve  uniquement, 
en  ne  tenant  ])as  compte  du  résultat  évident  où  l'une  des  courbes  se 
réduit  à  un  point,  deux  exemples  qui  se  déduisent  d'ailleurs  des  méca- 
nismes de  l'espace  à  trois  dimensions  :  l'un  est  un  mécanisme  transfor- 
mable constitué  par  deux  coniques  homofocales  quelconques,  l'autre 
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est  mi  mécanisme  déformable  constilué  par  deux  droites  rectangu- 
laires.. Je  u'éludie  ce  dernier  que  pour  montrer  comment  le  méca- 
nisme si  élégant  de  M.  Bricard,  constitué  de  deux  inverseurs  de 
Peaucellier  avec  un  losange  commun,  en  dérive. 

Soit  a  un  point  de  O.a;,  d'abscisse  x  {fig.  i);  nous  lui  faisons  cor- 


Fig.  .. 


csj)ondre  le  point  A,  situé  aussi  sur  Ox  d'abscisse  X,  par  la  relation 

où  II  esl  une  conslanic  arbitraire  ^o.  De  même  au  point  h  de  O)'. 
d'ordonnée  j^,  correspondra  le  point  B  d'ordonnée  \  par  la  relation 

\'<  =  y'-~li, 

on    a   manifeslcMicnt  r^/A  — AB.   Marquons  donc  deux   points  A,  A 
symétriques  par  rap|)ort  à  (  )  sur  Ox,  deux  points  B',  B'  symétriques 
par  rapport  à  (  )  sur  (  )y.  La  figure  A'A"  B  B"  est  un  losange  et  nous 
retrouvons  les  deux  inverseurs  accouplés 

A  (A' A'  HIV)     et     IHA'A"B'B") 
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qui,  avec  la  lig'e  siipplémeiilaire  AJî,  fonneiil  le  mécanisme  de 
M.  Biicard  ;  la  seule  diiréreiice  c'est  que  M.  Bi  icard  li\e  A  cl  li,  tandis 
qu'ici  j'oblige  les  diagonales  du  losange  à  rester  sur  deux  direclions 
rectangulaires  fixes.  Nous  retrouvons  l'opposition  du  particulier  au 
général;  ce  mécanisme  si  ingénieux  de  M.  Bricard  aurait  pu  nous 
échapper,  et  c'eût  été  dommage,  si  nous  n'avions  considéré  que  le 
mécanisme  des  deux  droites  rectangulaires  dont  il  dérive. 

5.  Indiquons  maintenant  la  méthode  de  résolution  de  l'identité  (2). 
Une  double  dérivation  par  rapport  à  a  puis  (3  donne 

(3)  a\b',  +  a',b',  +  a',b',-^,B\-Ji,B',~A',B',=  o. 

L'identité  (3)  est  d'un  type  bien  connu  :  fixons  ^,  j'ai  une  relation 
linéaire  et  homogène  entre  les  a'  et  A';  |3  variant  de  —  ce  à  +  30  si  les 
relations  obtenues  ainsi  ne  se  réduisent  pas  à  moins  de  six,  on  voit  que 
a  et  A  sont  deux  points  fixes,  (b)  et(B)  deux  courbes  arbitraires.  Ce 
cas  est  banal;  d'ailleurs,  à  notre  point  de  vue,  nous  devons  supposer 
que  les  deux  courbes  (a)  et  (b)  sont  à  nombre  inlini  de  points  toutes 
deux.  On  supposera  donc  que  les  relations  distinctes  sont  en 
nombre  /i^5;  en  posant  /— 6  —  A,  les  A  relations  distinctes  per- 
mettent d'exprimer  a\,  ...,  A',  au  moyen.de/arbitraires  w/,  u.^,  ...,  i(/. 
Substituant  dans  (3),  nous  égalerons  à  zéro  les  coeflicients  de 
M,,  ...,  Ui  et  obtenons  ainsi  /  relations  linéaires  et  homogènes 
en  b\,  ...-,  Bj.  Comme  on  peut  intervertir  les  rôles  de  (a)  et  (Z^),  on 
peut  supposer  A*^/;  donc  nous  étudierons  successivement 

A^i:  5,  /=:  I, 

A- =  4,  1=2, 

k  =  Z,         1  =  3. 

On  se  rappellera  d'ailleurs  qu'un  déplacement  d'ensemble  sur  (cz,  b) 
d'une  part,  sur  (A,  B)  de  l'autre,  est  permis.  L'identité  (3)  ayant  été 
résolue,  des  intégrations  donnent  a,,  ...,  A,,  et  le  premier  membre 
de  (2),  s'il  n'est  pas  identiquement  nul,  se  réduit  à  une  expression 
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Nous  n'aurons  plus  qu'à  chercher  s'il  est  possible  de  réduire  F(a) 
et  ^(p)  à  une  même  constante  numérique. 

La  discussion  complète  est  assez  longue,  mais  le  résullal  final  est 
très  simple  : 

Il  existe  dans  Vespace  à  trois  dimensions  un  mécanisme  trans- 
formable^ mais  non  déformable,  et  un  seul;  il  se  compose  de  deux 
quadriqucs  Jiomofocales,  dont  Vune  peut  être  un  plan. 

Il  existe  des  mécanismes  déformables  :  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'un  mécanisme  formé  de  deux  courbes  soit  défor- 
mable est  que  l'une  d'elles  soit  une  conique  (ou  une  droite)  ou  bien 
que  les  deux  courbes  soient  planes  dans  deux  plans  rectangulaires. 
Le  mécanisme  formé  des  deux  courbes  planes  pourra.,  si  Von  pré- 
fère., être  regardé  comme  formé  de  deux  plans  rectangulaires. 

A.  Supposons  A  =  5  ;  les  rapports  mutuels  des  a'  et  A'  étant  fixes, 
les  points  a  et  A  décrivent  chacun  une  droite  ;  on  écrira  donc 

(4)  ai=r  «2=  Ai  =  A2=o.         A3  — mo'j, 

OÙ  m  est  une  constante,  nulle  ou  non;  on  en  déduit 

i   l/'..  =  m  11'  , 

(5)  ■'  " 

(  Agzirmaj,  ^.,  =: /nB;j  +  y^ 

conformément  à  la  méthode  générale,  et  usant  de  certains  déplace- 
ments, puis 

(6)  b]  +  lj\  +  {m- —  i)  V>1  —  Jij  —  B^  zz:  al  {lyi- —  1)  4-  ia-^p  — />-  =  C, 

ou  G  et/7  sont  des  constantes.  Si  l'on  n'a  pas  à  la  fois  m'-—  i  et  /jnuls, 
r/;,  est  une  constante,  les  points  a  et  A  sont  fixes,  cas  déjà  étudié  et 
écarté.  Comme  il  est  indillércnl  d'adopter  /;«  =  +  !  ou  m  =  —  1 , 
puisqu'on  peut  prendre  le  symélri(|ue  de  (;\,  B)  par  rapport  à  xOy^ 
on  a  //i  =  I ,  /j  =  o  : 

(7)  A3=a3,         /.,^li3,         b\  +  b\  =  \\\  +  là\. 

Le  point  adécrit  l'ave  des  z\  le  point  A  coïncide  a\oc  «;  le  point  b 
décrit  une  courbe  gauche  (juelconque  ;  en  faisant  tourner  cetlo  courbe 
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autour  de  O z,  elle  eng'endre  une  surface  de  révolulioti,  la  conrbe  (B) 
est  quelconque  sur  cette  surface,  la  correspondance  entre  (b)  et  (B) 
étant  effectuée  par  les  parallèles.  On  peut  dire,  si  l'on  veut,  que  Paxe 
d^iiie  surface  de  révolulion  et  cette  surface  constituent  un  méca- 
nis?7iedëformableQ)  :  adoptons  les  coordonnées  semi-polaires  (/•,  0,  s); 
Taxe  restera  inaltéré  et  un  point  de  la  surface  reste  sur  son  parallèle, 
0  étant  remplacé  par  0  =f((i,  z),  où  f  est  une  fonction  arbitraire  de 
deux  variables,  caractérisant  la  déformation.  J'appellerai  ce  méca- 
nisme type  1. 

5.  Supposons  A  —  4-  On  pourra  écrire  (les  /,  m,  L,  M  étant  des 
constantes  et  u,  v  deux  paramètres  arbitraires) 

!a\  ^^  liU  -\-  m ,  «',         A',  =:  L,  //  +  M ,  c, 
rt',  =  l^u  -\-  Artj  (',  A  o  =  L2  '/  H-  M2  r, 

a'y=z  t-^u -+- ni^ç,  A'j  :=  L3  «  -H  M3  r; 

de  la  sorte,  entre  (a\,  a[,  a[)  existe  au  moins  une  relation  linéaire  et 
homogène.  J'aurai  donc  à  distinguer  plusieurs  cas,  suivant  que  les 
nombres  de  relations  entre 

(a'i,  «'.,  a;)      et      (A',,  A',,  A;  ) 

sont  respectivement 

(3,  i),     (2,  2),     (1,  2),     (1,  i). 

Si  l'on  adopte  la  première  hypothèse,  on  a  le  droit  d'écrire,  sans 
rien  particulariser, 

«1  r=  ^2=  «3=  A,j=  o,  B,r=:B2  =  0, 


le  point  a  est  fixe,  la  courbe  (b)  est  arbitraire;  le  point  B  décrit  une 

(')  Ce  mécanisme  peut  être  considéré  comme  formé  de  l'espace  lout  enlier  et 
d'une  droite.  Chaque  point  de  l'espace  est  soumis  à  une  transformation  consis- 
tant en  une  rotation  arbitraire  autour  de  la  droite  :  la  transformation  dépend 
donc  d'une  fonction  arbitraire  de  trois  variables.  Il  \  a  peut-être  intérêt  à  ne 
considérer  qu'une  surface  de  révolution  et  son  axe. 

Journ.  de  Math.  (8°  série),  tome  V.  —  Fasc.  I,   19^12.  4 
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droite,  axe  du  cercle  décrit  par  le  point  A.  Ce  sera  le  type  II  ;  je  le 
conserve  parce  que,  dans  le  couple  (A,  B),  j'ai  efTectivement  deux 
courbes;  c'est  un  mécanisme  de  foi  niable  avec  cmhrancJtmiipnl. 

Dans  la  seconde  hypothèse,  a  et  A  décrivent  chacun  une  droite  :  on 
est  amené  à  écrire 

/«,  =  «,=  A,  =  A2=:o,  /y3=  83^=0, 

(10)  !  A^  =  a^+C, 

On  obtient  ////  mèranhine  dèfonnablo.  à  un  paramètre  (type  III), 
constittié par  une  courbe  plane  arbitraire  (b)  et  une  droite  (a)  nor- 
male au  plan  de  cette  courbe  (').  On  peut  se  donner  arbitrairement 
la  courbe  {b)  et  les  trajectoires  des  divers  points  de  (b)  au  cours  de  la 
déformation  quand  C  varie;  on  peut,  au  contraire,  se  donner  les 
diverses  positions  de  {b)  et  une  trajectoire.  ()n  peut  remarquer  qu'ici 

Fie.   2. 


il  y  a  une  réciprocité  curieuse  entre  les  deux  séries  de  courbes  :  posi- 
tions de  (/>)  et  trajectoires  des  points  de  //;  on  peut  échanger  leurs 
rôles,  romiiic  on  le  voit  {//,:.'.  •*.),  tM»  considérant  le  quadrilatère  formé 


-\  (' )  Ce  mécanisme  peul,  si  l'on  préfère,  être  regardé  comme  constitué  par  une 
ciroileel  un  plan  perpriidiculaire  à  la  <hoile;  à  ce  titre,  ce  n'est  (1111111  cas  parli- 
culi(M-  du  type  I,  quand  la  surface  de  révolution  se  réduit  à  un  plan. 
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par  deux  positions  (b)  et  (B)  et  deux  trajectoires  l  et  /,  l'égalité 

Ob^—oV=0\i'  —  ÔB 
pouvant  s'écrire 

O  b' -  Oïi' =  OV -  OH  . 

Il  est  très  remarquable  que  ce  mécanisme  ait  fourni  au  géomètre 
Peterson  une  classe  particulière  de  surfaces  applicables  les  unes  sur  les 
autres.  Si,  dans  ce  mécanisme  III,  on  suppose  que  la  courbe  plane  est 
un  cercle  admettant  la  droite  pour  axe,  on  retrouve  le  mécanisme  II 
et  Ton  voit  qu'au  cours  de  la  déformation  on  peut  obtenir  successive- 
mant  tous  les  cercles  concentriques  au  premier  dans  son  plan  et,  en 
particulier,  le  réduire  à  son  centre  :  cette  configuration  est  celle  qui 
constitue  embranchement  pour  le  mécanisme  II,  car  le  système  formé 
par  un  point  et  une  courbe  peut  être  déforipé,  le  point  restant  toujours 
point  et  la  courbe  se  déformant  à  volonté;  ce  genre  de  déformation 
est  celui  que  nous  avons  indiqué  au  début  pour  le  rejeter  aussitôt. 

(y.  Nous  prenons  alors  A"  ==4  et  la  tioisième  hypothèse  ;  une  relation 
entre  a\,  ci'.^,'a[,  deux  entre  X\,  A'^,  A'^.  On  peut  supposer  a,  =  o, 
A,  =  Aa^  o;  il  existe  une  relation  entre  A.,,  a'.,  et  a'.^  de  la  forme 
A3  = /i^a'j -h  Aa'j,  que  l'on  peut  intégrer  et  ramener  par  rotation 
de  (a,  b)  autour  de  Oz  et  glissement  de  (A,  B)  le  long  de  O2 
à  A3  =  Aa^(/i  :^  o).  On  en  déduit  b^  =  hJi^-h  m,  b.^=  n.  J'indique 
les  expressions  générales  des  coordonnées  des  points  des  diverses 
courbes  : 


(a) 

0 

a. 

«3 

(A) 

0 

0 

fia-i 

(^) 

6, 

n 

//  B3  -+-  m 

(B) 

B, 

B. 

Ba 

Il  est  visible  que  je  peux  remplacer  ce  Tableau  par 

(M') 


(a) 

0 

«2 —  n 

V/3  +  P 

(A) 

0 

0 

/las-h  q 

(^) 

0 

0 

/«B.,+  m  +  p 

"(B) 

B. 

B, 

B,+  q 

OÙ  m,  n,  p,  q,  h  sont  des  constantes.  On  peut  déterminer/;  et  q  paj- 
c/:=hp,  ni  +  p  =:  /iq  ^=-  h^ p. 
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Si  donc  /i*  7^  I ,  on  aura 

m  m  h 

P^Tl T'  ^ 


et  un  simple  changement  de  notations  nous  donne  le  Tableau 
(a)  o      rtj     <73  (A)  o       o      ha^ 


<"^^  j  {h)         b,      o     h-,  (B)         B.     B,     ^ 


Si  h"^  =  I,  d'où  simplement  //  =  +  i  comme  plus  haut,  on  aura 

(>3) 


(a)  o      rt.2     «3  (A)  o       o  «3 

(b)  b,      o      63  (B)         B,     B.,     b;~m 


Adoptons  le  Tableau  (12),  on  obtient 
(i/i)  a\^al{^  — in  =  "&]+' Y^\+  |i(i  - /z^)  _  ^,2  ^  c. 

Nous  avons  un  mécanisme  IV  dont  les  deux  x^ontigurations  sont  à 
étudier  séparément  :  la  courbe  (a)  est  une  conique  quelconque 
à  centre  et  la  courbe  (6)  une  courbe  plane  quelconque  dans  un  plan 
principal  de  (a)  ('),  c'est-à-dire  dans  un  plan  perpendiculaire  au 
plan  de  (a)  mené  par  un  axe  de  (a)  ;  cette  configuration  étant  donnée, 
C  et  h  sont  déterminés;  on  trouve. pour  (A)  une  di^oite  correspondant 
suivant  la  loi  bien  déterminée  par  (12)  à  la  conique  (a),  et  pour  (B) 
une  courbe  arbitraire  située  sur  une  surface  de  révolution  d'axe  A, 
bien  déterminée,  car  on  a  trouvé 

Cette  configuration  est  celle  qui  caractérise  le  type  1;  nous  pouvons, 
au  contraire,  parlir  de  la  seconde  configuration  donnée  arbitraire- 
ment :  une  droite  (A)  et  une  courbe  (B)  sont  données  arbitrairement; 
on  pourra  prendre  (A)  pour  ():?  et  se  donner  arbitrairement  le  point 

(')  On  peut  tîiicore  considérer  le  mécanisme  IV  comme  conslilué  par  une 
conique  cl  son  plan  principal  d'une  pari,  el  d'autre  part  par  une  droite  et  tout 
l'espace. 
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de  (A)  qui  sera  origine  du  système  de  coordonnées;  ensuite  on 
prendra  C  et  //  arbitrairement,  on  obtiendra  alors  pour  (a)  la  conique 

rt,  =  o,         al -h  al  {i  —  h^)z=zC 

située  dans  le  plan  y  Oz,  ayant  pour  centre  O,  et  une  grandeur  arbi- 
traire. La  courbe  (b),  elle  aussi,  une  fois  donnés  C,  h  et  la  position 
de  O,  est  bien  déterminée  par  les  équations 

b,^o,         b3=hB„         ^^z=Bf  4-B^ +  B|(i-//-^)  — C. 

Le  système  (a),  (^)  est  un  cas  particulier  d'un  mécanisme  défor- 
mable  à  trois  paramètres  que  nous  trouverons  plus  bas,  constitué  par 
deux  courbes  planes  dans  deux  plans  rectangulaires;  quand  l'une  est 
une  conique  et  Tau  Ire  une  courbe  située  dans  un  plan  principal  de 
cette  conique,  la  déformation  à  trois  paramètres  que  nous  indiquerons 
conserve  la  définition  de  l'ensemble  de  ces  deux  courbes,  la  conique 
étant  reniplaçable  par  une  autre  arbitraire  (àcentre,  ou  parabole, 
ou  droite).  Si  précisément  nous  transformons  la  conique  («)  en  une 
droite,  nous  trouvons  une  configuration  embranchement  qui  permet 
{voir  type  1)  de  remplacer  la  courbe  {b )  restée  plane  par  une  courbe 
quelconque  située  sur  une  surface  de  révolution  dont  la  droite  est 
l'axe;  les  configurations  ainsi  obtenues  sont  précisément  celles  que 
nous  rencontrons  ici  en  étudiant  les  deux  parties  («)  (^)  et  (A)  (B). 
(>eci  évite  donc  de  procéder  à  un  démontage  pour  passer  de  la 
conique  (a)  et  courbe  plane  {b)  dans  le  plan  principal  à  la  droite  (A) 
et  courbe  (B).  Ou  remarquera  que,  si  la  conique  (a)  se  déforme,  la 
surface  de  révolution  décrite  par(B)  en  tournant  autour  de  (A)  ne 
change  pas. 

Le  Tableau  (  1 3)  donne  une  parabole  et  une  courbe  plane  dans  le 
plan  principal  :  cela  n'est  pas  distinct  de  ce  qui  précède,  d'a-près  le 
changement  possible  de  (a)  en  une  conique  arbitraire. 

7.  Soit  maintenant  A  =  4  une  seule  relation  linéaire  entre  «',,  à,,  a!^ 
seuls,  entre  A'^,  A'^,  A',  seuls,  d'où  a^  =  A.,^  —  o.  On  a  ensuite,  les  h 
étant  constants,  » 

(   A',  =  //,«',  4-  h'.o'., 
(•5)  '      ,  /    ;  {l,jH-h\h',^o). 
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Des  considérations  si'nples  d'homo^i  jphie  dans  un  plan  montrent 
que  l'on  peut  réduire  par  des  rotations  autour  de  O:;  de  chaque  partie 
(a),  (b)  et  (A),  (B)  le  système  (i5)  à  la  forme  canonique 

On  en  déduit  comme  plus  haut 

si  h\^\y  on  peut  supposer  m  =  o;  si  li\^i,  on  peut  supposer  11=0. 
Prenons  d'abord  m  =  /^  =  o.  On  a  donc  les  courbes 

!(«)         a^     a^      o  (A)         //jc/,     A.2«2      0 

(A)      (.,    *,    h  (B)        I;      I;     "*. 

avec 

(«8)     a\{^--  lr])^al{^-hl)  =  b\[^^-i^  +  bl{J^^-^^  +Bl-bl^C. 

La  courbe  (a)  est  une  conique  à  centre  arbitraire,  la  courbe  (6) 
une  courbe  arbitraire,  plane  ou  gauche  (').  La  courbe  (A)  est  une 
conique 

(.9)  Alli^^M<i_^=C. 

Les  cairés  des  demi-axes  de  (a)  sont  : 

ceux  de  (A), 

On  a 

donc  les  coniques  (a)  et  (A)  sont  homofocales.  Remarquons  que  Ton 

(')  Le  mécanisme  V  pourra  être  considéré  comme  formé  d'une  C()ni(|iie  el  de 
tout  l'espace. 


lire  de  là 
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yj          v'y^—  (-]                             ^J 

a               a                             3 

.^1 


il  existe  donc  un  seul  paramètr'e  de  déformalion  C;  nous  avons  un 
mécanisme  dèformahle  conslilaé  d'une  conique  {a)  arbitraire  et 
d'une  courbe  (6)  arbitraire.  Ce  sera  notre  type  V. 
Quand  G  est  donné,  on  obtient 


A,  = -! a,,  A.=  ^LïL-, — .a,,  ^^=o, 

a  p 

(20)  l    B^=^::^=.l),,  B,—      ,       ^        ^b^, 

/>tC  irlC 


^2         Q^l,-l    _ 


G       ^" 


Si  ^,  n'est  pas  constamment  nul,  c'est-à-dire  si  la  courbe  {b)  n'est 
pas  plane  et  située  dans  le  plan  principal  a?  =  o  de  la  conique  (a),  on 
voit  que,  si  C  tend  vers  a-,  la  conique  (A)  devient  une  droite,  mais 
que  la  courbe  (B)  s'éloigne  à  l'infini.  On  ne  trouve  pas  de  position 
d'ennbranchement;  mais  si  la  double  condition  était  réalisée,  on 
retomberait  sur  le  ty[)e  FV  déjà  donné,  sur  lequel  il  est  inutile  de 
revenir. 

Dans  le  cas  où  A,  =  i ,  //!  ^  i ,  on  aura  le  Tableau 

Mrt).       r/j     «2      o  (A)  a,         fi^a.j,      o 

^^'^  /  U>)         b,     b,     b,  (B)         b,-m      ^       B3 

avec 
(22)     al{i  —  hl)-2mai  =  blfj^  —A  -hBl  -  6^  —  2m6,  +  m^=  C; 

ici  la  conique  (a)  est  une  parabole,  (A)  aussi.  On  peut,  par  une  trans- 
lation d'ensemble  de  tout  le  système  parallèlement  à   0^7,  pourvu 

que  m  soit  ^  o,  supposer  (^  =  o;  le  paramètre  de  (a)  est  p  =     _  i  i' 

I      A  2 

celui  de  (A)  est  p'  =  jj'  .On  en  déduit 


p-  /' 


'-  y/- 
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Le  paramètre  de  déformation  est  donc  m;  la  parabole  {a)  se  trans- 
forme en  une  parabole  de  grandeur  arlntraire;  donc  tout  ce  qui  a  été 
dit  subsiste   sans   modification.   Remarquons  que   w   nul  donnerait 
a.,  —  const.,  on  retomberait  sur  un  cas  déjà  étudié  (type  I). 
Si  l'on  suppose  //,  =  li-^  =  i,  on  a  le  Tableau 

{a)  Oi     a,     o  (A)  a,  a^  o 

(A)         bi     hi     b-i  (B)         b^—ni     b^— n     B3 


on  trouve 


2  m  a,  4-  2  «  «2  ■=  ^j;  --  t?^  +  2  m.6,  -4-  2  «  62  =  C  ; 


mais  alors  on  a  encore  pour  courbe  (a)  une  droite  et  l'on  retombe  sni- 
un  cas  déjà  étudié. 

Un  cas  particulièrement  intéressant  est  celui  où  les  deux  courl)es 
(a)  et  [b)  sont  deux  coniques  quelconques  situées  dans  des  plans 
quelconques  :  au  cours  de  la  déformation,  on  peut  convertir  («)  en 
une  coni([ue  de  même  dislance  focale,  (/>)  devenant  courbe  gaîTclie; 
mais  on  peut  avoir  une  seconde  série  de  déformations  où  c'est  (h)  qui. 
reste  conique,  avec  conservation  de  la  distance  focale,  (a)  devenant 
courbe  gaucbe.  La  configui^ation  (a),  (b),  toutes  deux  coniques, 
desient  ainsi  configuiation  embrauchemcnt. 

Dans  ce  cas  particulier,  prenons  même  celui,  encore  plus  spécial, 
où  (a)  et  (A)  sont  deux  coniques  homofocales  du  même  plan;  leurs 
équations  seront 


(23) 


(  )n  a  d'abord 


«^1 

al 

-+- 

— =. 

x' 

^2 

fA 

f>\ 

,3-— G, 


=   1,  63=0. 


A  i  =  a, ,  ,\ .,  =  a.  ^-^— 


\ .,  =  a.^ -z: »  A 3  =r  o, 


\ 


de  soilf  (jue  A  engendre  la  conique  bomofocalc  à  (<?) 

\  -  A  * 

—1! h  '       =^i 
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On  a  aisément 


hiy.  1^^  _       /a,  3 


(2|) 


B;  =  C 


In  l>l 


a-— C        32  — C 


le  point  (B|,  Bo,  B^)  décrit  donc  une  certaine  ]ji(jnaf]ialiqne  gauche. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  {a)  et  (7>)  soient  deux  ellipses 
homofocales  réelles,  (A)  étant  intérieure  à  {a).  Si^  varie  de  o  à  C,, 
l'ellipse  (a)  se  déforme  et  balaie  toute  la  l'égion  inlérieui"e  à  la  cou- 
ronne limitée  par  (a)  et  {b),  et  pour  C  =  C,  la  courbe  (A)  n'est  autre 
c{ue  {h)  et  la  biquadratique  (B)  est  devenue  la  conique  («).  Le  méca- 
nisme (<7),  (^)  considéré  uniquement  dans  le  plan  est  un  mécanisme 
strictement  transformable  mais  non  déformable  :  un  démontage 
permet  d'échanger  (a)  avec  (^),  et  inversement;  considéré  dans 
l'espace,  il  est  déformable  (avec  embranchement). 
Nous  avons  épuisé  le  cas  k  =  /\. 

8.  Dans  le  cas  où  k  =  3,  nous  avons  trois  relations  : 

(?.5)      /,(f\  4-  /nid'^  +  ma'.^-ir  1-,A';  +  M,ÂV+  N/A'.,r=  0         {i^=  1 ,  2.  3). 
^  - 

Si  le  déterminant 

\   Il  '  nii     Hi  I 

n'est  pas  nid,  on  pouri'a  résoudre  en  a,,  a\,  a',  et  il  n'y  aura  pas  de 
relation  linéaire  entre  A',,  Al,  A^  tous  seuls.  Si  au  contraire 

I   l,     »h     rii   I 

est  iud,on  obtient'une  relation  linéaire, ou  plusieurs,  entre  A'î',  A',,  A'.. 
Nous  allons  donc  distinguer  plusieurs  cas,  suivant  qu'il  existe  li'ois, 
deux,  un(.'  ou  zéro  relations  entre  A',,  A'^,  A',. 

Soit  d'abord  le  premier  cas  :  trois  relations  entre  A',,  A'^,  A',.  ()n 
en  déduit 

A  I  =  A .,  c=  A  :,  =  /;,  =r  b.,  r=  b-^  =  O. 

Ce  cas  est  peu  intéiessanl  :  la  courlje  {a)  est  une  courbe  sphérique  et 
la  courbe  {h)  se  réduit  au  centre  de  la  sphère;  sous  cette  forme  ou  a 

Journ.  de  Math.  (i)«  série),  loiiie  I.  —  Fasc.  I,   192J.  ^ 
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un  mécanisme,  déjà  renconlré  el  écarlé,  ou  du  moins  un  cas  parlicu- 
licr  de  ce  mécanisme.  Ici  on  peut  déformer  à  volonté  (a)  sur  la  sphère. 
Mais  pour  passer  à  la  configuration  (A),  (B),  où  cette  fois  (A)  est  un 
point,  le  centre  de  la  sphère  par  exemple,  il  faut  démontei'  le  méca- 
nisme, toutes  les  têtes  d'articulation  situées  sur  la  sphère  passent  au 
centre  et  inversement. 

Supposons  donc  qu'il  existe  deux   relations    linéaires   entre   \\, 
Aj,  A\  ;  la  forme  canonique  des  relations  entre  les  A  et  a  sera 

(26)  Ai=:A2=o,         a^—hk^         (h^o); 

on  en  déduit  ' 

Si  h^  =^1,  on  peut  supposer  m  —  o. 
On  trouve  alors  le  Tableau 

(A)  o       „     ^ 

(B)  li,     li,    B,. 


(«) 

«1 

ct-i      a 

iv)- 

[  (0) 

0 

B 

et 

(28) 

a] 

+  a\ 

+ 

< 

'-^) 

B^  +  BH-iÎ5('-~)=C; 


ici  la  courbe  (J))  est  l'axe  des  z  et  le  point  a  est  siniplenicnt  assujetti 
à  se  trouver  sur  une  quadrique  de  révolution  autour  de  Oj.  On  a 
ainsi  un  cas  très  particulier  du  mécanisme  I  susceptible  d'une  défor- 
mation continue  avec  une  fonction  de  deux  variables;  le  couple  (A),  (B) 
est  précisément  le  même,  mais  en  sens  inverse.  Or  pour  passer  de  {ci), 
([uadrique  de  révolution,  à  son  axe  (A),  on  peut  éviter  un  démon- 
tage. 

En  eiïet,  on  peut,  soit  que  l'on  conserve  simplemenl  une  courbe 
I racée  sur  la  quadri(|ue  de  révolution,  soit  que  l'on  conserve  (ouïe  la 
quadri(jue,  réduire  par  déformation  continue  la  courbe  ou  la  qua- 
drique à  la  méridienne  eonlenue  dans  le  plan  xOz,  s'il  s'agil 
de  UA  ),(//).(  )ii  ;i  alors  rembi'anclicinciil 

\   {b)  00     ti. 
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avec 

(3o)  aî  +  aUi—  j-r\  =C. 

Or  considérons  la  déformalion,  déjà  signalée,  qui  sera  obtenue  un 
peu  plus  loin, 

qui  fait  passer,  avec  les  deux  paramètres  arbitraires  h'  et  C,  de  (29) 
à  la  nouvelle  configuration 

/o   ,  i  (A)  A,      o      A3 

(02)  < 

(   (B)  o      B,     B3, 

h'  et  G'  variant  d'une  façon  continue,  on  a  pour  C'=  o,  h'  =  1  préci- 
sément ('-^9),  puis  pour  C  =  C,  //'=  h  la  configuration  nouvelle 

i  (A)  00^ 

(33)  I  \    '  h 

(  (B)  o     B,     B3 

avec 


(34)  Bl  +  BU,-j-\^C. 

* 
Or,  dans  l'état  (33)  qui  nous  sert  de  nouvel  embranchement,  on  peut 
faire  tourner  les  divers  points  de  la  conique  (B)  autour  de  l'axe  O^ 
de  façon  à  retrouver  la  seconde  partie  (A),  (B)  du  Tableau  (27).  On 
a  ainsi  échangé,  d'une  façon  continue,  avec  deux  embranchements,  la 
quadrique  de  révolution  et  son  axe. 

Ce  type  VI,  coiisliliié  par  une  quadrique  de  révolution  et  son 
axe,  est  donc  un  cas  particulier  du  type  I,  conçu  de  façon  à  obtenir 
pour  ce  mécanisme  I,  quand  la  surface  de  révolution  est  du  second 
degré,  deux  séries  de  configurations  déformables  d'une  façon  continue 
séparément,  reliées  l'une  à  l'autre  par  embranchement. 

Le  cas  h  =  1  donne  le  Tableau 

(35) 


(«) 

(Il 

Cf. y 

f'3 

(A) 

0 

0 

«.i 

(^) 

0 

0 

^3 

(B) 

B, 

B, 

^3  +  m 

(«)         /■/,     cu_     o 

(A) 

o 

o 

A 

ib)          o      o      b-i 

(B) 

H, 

r,, 

o 

a\  +  al  =  A^  +  C, 

Rf+B^^/A^  +C. 
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avec 

(36)  a)  4-  a:^  +  2//?^3=  Bf  -H  B^  -i-  'iinVi^—  m^^  C. 

Rien  n'est  changé,  sauf  que  la  quadrique  de  révolution  est  un  para- 
boloïde  si  m  ^  o,  un  cylindre  de  révolution  si  m  =  o. 

9.  Supposons  maintenant  qu'il  existe  toujours  deux  relations 
linéaires  entre  A'j,  A'^,  A',,  d'où  A,  =  A^  =  o  comme  précédemment, 
et  que  la  quantité  (A)  entrant  dans  (2G)  soit  nulle.  Nous  obtenons, 
suivant  la  méthode  générale, 

(37) 

(38) 

Dans  le  Tableau  (37),  chaque  partie  («),  (h)  ou  (A),  (B)  repro- 
duit purement  et  simplement  le  mécanisme  111;  mais  nous  obtenons 
ici  une  nouvelle  propriété  de  ce  mécanisme,  constitué  par  une  courbe 
plane  G  (ou  un  plan)  et  une  droite  D  perpendiculaire  au  plan.  Nous 
n'avions  signalé  que  les  déformations  continues  à  un  paramètre  faisant 
glisser  chaque  point  de  D  le  long  de  D  suivant  une  loi  simple  et  défor- 
mant G  dans  son  plan.  Si,  laissant  D  et  G  inaltérées,  nous  considérons 
ce  mécanisme  comme  cas  particulier  de  I,  nous  pouvons  faire  tourner 
chaque  point  de  G  autour  de  D  de  façon  à  transformer  G  en  une 
droite  D'  menée  arbitrairement  dans  P  par  le  pied  de  D. 

Mais  alors  le  mécanisme  se  réduit  à  deux  droites  D  et  D'  jouant 
même  rôle  :  donc,  on  peut  cette  fois  faire  tourner  D  autour  de  D'  de 
façon  à  transformer  D  en  une  certaine  courbe  plane  G'  (ou  un  plan) 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  D'  :  alors  cette  nouvelle  configuration 
est  celle  (jui  est  indiquée  sous  nom  (A),  (B)  dans  le  Tableau  (37), 
et  l'on  peut  appliquerla  déformation  III  à  celte  nouvelle  configuration. 
Nous  avons,  somme  toute,  le  même  ordre  d'idées  que  pour  le  type  \  1, 
dont  ce  nouveau  est  aussi  type  particulier  :  on  a  réuni  ici  à  la  fois  I, 
111  et  VI,  et  c'est  la  notion  (rembranchement  qui  nous  permet  do  réunir 
toutes  ces  formes  ;  je  ne  donnerai  pas  de  nom  nouveau  à  ce  mécanisme 
(jui  n'est  pas  distinct  de  III;  nous  avons  reconnu  simplement  que  III 
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admet  deux  séries  de  configurations  distinctes  liées  par  embranche- 
ment. 

10.  Nous  devons  maintenant  étudier  A  =3,  en  supposant  une 
relation  entre  A',,  A!,,  A',,  seuls  d'où  A^  =  o.  Les  quantités  a',,  a'^,  «', 
|)euvent  être  liées  par  deux  relations  indépendantes  de  A', ,  A',,  ce  serait 
le  cas  du  paragraphe  précédent;  elles  peuvent  être  liées  par  une  rela- 
tion indépendante  de  A',,  A!,  ou  bien  une  telle  relation  n'existe  pas. 
Soit  donc  le  premier  cas,  on  a 

A:i  =.  rt;,  =  o,  A',  =r  la\ 

avec  /  7^  o,  sinon  oji  retomberait  sur  un  cas  étudié.  Suivant  la  méthode 
générale,  on  aura,  ûl^  -^\  ou  —  i ,  le  Tableau 


(  (a)         «1     aj      o  (A)         /a, 

l 


^"'^^  )  {b)         b,      o      b,  (B)  ^' 


avec 


iX-]+\lz=al  +  al  —  C,  A,— /«,, 

(/jo)  b, 

'  ]ni  +  Bl  =  h^,  +  bl  +  C,        I^'  =  y- 

Le  mécanisme  VU  esl  conslilué  de  deux  courbes  planes  arbi- 
traires dans  deux  plans  rectan^uLaires^  sa  déformation  dépend  de 
trois  paramètres. 

Les  paramètres  sont  les  quantités  C  et  h  qui  figurent  explicitement 
dans  les  formules  (4o)  plus  la  position  de  l'origine  sur  la  droite  d'in- 
tersection des  deux  plans,  quantité  ne  figurant  plus  explicitement  dans 
les  formules  (4o),  mais  qu'il  ne  faut  pas  oublier  (').  Si  C  tend  vers 
zéro  et  /  vers  l'unité,  la  déformation  (4o)  fait  tendre  (A)  vers  (a)  et 
(B)  vers  (b).  Ce  mécanisme  a  déjà  été  signalé  nombreuses  fois,  quand, 

(')  Le  mécanisme  peut  être  regardé  comme  formé  de  deux  plans  rectangu- 
laires, auquel  cas  le  choix  particulier  de  l'origine  sur  leur  intersection  est 
indillérent,  si  nous  négligeons  les  déplacements.  Mais  si  l'on  trace  une  courbe 
.sur  l'un  des  plans,  la  position  de  l'origine  intervient  nécessairement  comme 
paramètre.  C'est,  pour  une  raison  analogue  qu'une  sphère  de  rayon  connu  dépend 
en  Mécanique  de  six  paramètres,  mais  de  trois  seulement  en  Géométrie. 
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par  suite  d'une  forme  spéciale  de  l'une  des  courbes  (a),  (b),  ce  méca- 
nisme est  doué  d'embranchements;  c'est  ce  qui  arrive  si  (a)  est  une 
conique  et  (b)  une  courbe  plane  située  dans  l'un  des  deux  plans  prin- 
cipaux de  (a),  mécanisme  IV,  ou  encore  dans  l'hypothèse  plus  parti- 
culière où  (b)  se  réduit  à  l'un  des  axes  de  (a),  mécanisme  YI. 
La  transformation  à  trois  paramètres  /,  .x^,  G, 

appliquée  à  une  conique  d'axe  Ox  dans  le  plan  0.rjK  le  transforme  en 
une  conique  de  grandeur  arbitraire  du  même  plaîi  Oxy,  ayant  toujours 
pour  axe  Ox-,  ou  même  en  deux  droites  parallèles  à  Ox  et  équidi^tantes 
de  Ox,  ou  même  simplement  en  Ox  :  nous  nous  sommes  servis  de  ces 
résultats. 

Un  cas  particulièrement  intéressant  est  à  signaler  :  supposons  que 
(a)  soit  une  ellipse  et  (b)  l'hyperbole  focale  de  (<7)  :  on  peut  réduire 
par  déformation  continue  (a)  et  (b)  à  leur  axe  transverse  commun.  En 
effet,  on  a,  en  posant  y-  =  a^  —  ^-  et  supposant  a  >  [ÎJ, 


(42) 


-T  +  ^  —  '  ^-  O' 
a?         p- 


Nous  écrirons,  comme  pour  le  mécanisme  V,  formules (20), 


d'où 


A?  _Al 


(•'^  5^:"^3rfc=''  \]  +  Al  =  o\  +  al~C, 


formules  qui  rentrent  bien  dans  le  type  (4^)).  Nous  avons  ensuite 
en  éliminant  b^  et  A.,  (Mitre  (  \i)  et  (/|5),  on  trouve  ré(|uation 
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qui,  si  [i- —  C --^  o,  peut  être  mise  sous  la  forme 

(',6')  ^-^T^-'  =  o 

et  ceci  prouve  que  les  deux  coniques  (A)  et  (B)  sont  encore  focales. 
Si  donc  on  suppose  maintenant  [3^  =  C,  les  formules  (43),  (4^^)?  (4^J) 
se  réduisent  à 

/  '  Va 

(47)  ■  \  ^ 

^  V 

et  le  résultat  est  obtenu.  On  remarquera  que  ce  calcul  fournit  précisé- 
ment, dans  la  théorie  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  les 
deux  systèmes,  les  cyclides  de  Dupin  (?'o//"  Dahboux,  Théorie  des 
surfaces,  t.  I,  2'' édition,  p.  i85  et  suiv.).  C'est  un  résultat  curieux 
sur  l'analogie  de  problèmes  en  apparence  éloignés.  Il  résulte  de  laque, 
un  premier  couple  de  coniques  focales  pouvant  être  réduit  par  défor- 
mation à  un  système  de  deux  droites  coïncidantes,  et  de  même  un 
second  couple  arbitraire  par  rapport  au  premier,  on  peut  passer  du 
premier  couple  au  second  par  une  déformation  continue  :  et,  en  effet, 
notre  déformation  VII  permet  de  passer  du  premier  couple  au  second. 
Les  considérations  qui  précèdent  sont  celles  qui  ont  fait  découvrir  à 
M.  Bricard,  dans  l'article  déjà  cité,  le  mécanisme  si  élégant  constitué 
de  deux  coniques  focales.  Ce  mécanisme  donne  la  solution  complète 
de  l'équation 

(^'1   —    '>i)-+.{(^i~    l>i)-+    (''3—    ^>3)-=   («4—   b;)- 

rencontrée  dans  la  recherche  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes 
dans  les  deux  systèmes.  Cette  équation  exprime,  comme  le  remarque 
Darboux  pour  la  résoudre  géométriquement,  que  chaque  sphère  de 
centre  (a,,  a^,  a.,)  et  rayon  a.,  est  tangente  à  chaque  sphère  de  centre 
(/>,,  b.,,  b^)  et  rayon  />,.  On  a  deux  séries  de  sphères  à  un  paramètre; 
la  transformation  de  Sophus  Lie  les  transforme  en  deux  séries  de 
droites  à  un  paramètre,  telles  que  deux  droites  quelconques  prises 
dans  l'une  et  l'autre  série  soient  sécantes  :  on  obtient  ainsi  une  qua- 
drique.  Cette  remarque,  due  aussi  à  M.  Bricard,  eût  permis  de  trouver 
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encore  le  résullat  qui  précède  ;  il  est  intéressant  de  constater  Tanalogie 
de  problèmes  de  formes  si  diverses. 

Si  l'on  avait  supposé  /  =  h-  i,  nous  aurions  eu  le  Tableau 

(a)  o,      r/g      o  (A) 

(48)  ] 

'  (b)         bi      o      b^  (B)         6,4-—      o      B 

car,  au  lieu  de  prendre  A,  =  rt,,  B,  =  Z>, +  /;/,  on  peut,  en  faisant 
glisser  (A)  (B)  le  long  de  Ojj,  obtenir  les  formules  (4^)?  on  doit 

avoir 

{a^—  ^1  )'--+-  «;+  bl=:  («1—  bi~  m)- -^  A.; -+-  B| 

et  nous  écrirons  celte  formule  sous  la  forme 


d'où 
(49) 


B,  +  ^y+a?  +  /;^=U,-B,-  '^]  +Â^-i-B^, 


\  al  -h  2  7)1  c/j  —  C  =  A ^ , 
/   B\  +  2mH,—  C  =  bl 


et  par  adjonction  de  A^  ou  h]  au  second  membre  de  la  première  ou 
seconde  équation  (49)5  on  a  pour  forme  canonique  de  cette  défor- 
mation 

X\-\- A;=lai'^ )+«-  — C,  \i  —  Oi 

(5o) 

'   //? +6^=:('B,+  ^y+B^-C,  6,=rB,—  ^ 

Les  formules  (5o)  montrent  une  réciprocité  entre  les  deu^x  configu- 
rations (A),  (B)  et  (a),  (h);  la  courbe  plane  (a)  peut  s'échanger,  au 
|)oint  de  vue  des  formules,  avec  la  courbe  (B)  et  (A)  avec  (b). 

Nous  avons  (încoro  trois  paramètres,  m,  Cet  la  position  de  l'origiu'c 
Mil'  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  rectangulaires  qui  con- 
licuucut  !(■>  deux  courbes;  pour  C  ^^^  a??,  =  o,  on  a  la  transformation 
i(l('uti({U('. 

Il  est  utile  de  voir  (ju'ou  peut  trouver  un  bctil  et  unique  système  de 
luiinulcs  canoniques  rassemblant  ces  deiix  déformations  en  apparence 
(li>lincles  appli((ué,>  à  iiu  ensemble  de  deux  courbes  planes  (a),  {f>) 
situées  dans  deux  plaus  rectangulaires.  Kn  faisant  intervenir  un  point 


/ 
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d'abscisse  x^  sur  la  droite  Ox,  on  peut  écrire  au  lieu  des  formules  (^q) 

1    A,  — ,ro=r  l(rn  —  x-o), 

B,  —  xo—  —^ — ; 
posons 

on  aura 

1     A,=:  /(7i+  1-1, 

(52)  6, -L 

il  en  résulte  que  l'on  aura  finalement  le  Tableau  équivalant  à  (Sg) 
pour  notre  but  : 

1{a)         (Il  «2,0  i'^)         /«i+L     Aj      o 

(6)         0,  o      &;,  (B)  -L-^       o       B3 

Cette  fois,  de  même  que  l'on  a 

.   A,=  /r/,  -i-  L, 
on  a 

^,— /Bi+z' 

et  l'on  écrira  donc 

(ai-B,/— Lf +a^+  bl  =  {/ay  +  L-  B,)'+A^+B^, 
d'où 

i  A^  =  aï  (i— /^)  +  «|—  2Lai  (1  +  /)  — G, 
i   />;^  =Bf(i  — /^) -hB2-2LBi(i  + /)  — C; 

en  ajoutant  aux  deux  membres  de  chaque  équation  (54)  A^  ou  O'],  on 
trouve  la  forme  canonique  définitive 

I  Af +- A^  =  («1  —  L)--t- (7|  —  C,         Aj  — /rtiH-L, 

qui  contient  trois  constantes  arbitraires  /,  L,  G.  Pour  obtenir  le  type 
canonique  (4o),  il  suffit  de  supposer  L  nul.  Pour  obtenir  le  type  cano- 
nique (5o),  il  suffit  de  supposer  /  =  i.  Ceci  montre  bien  qu'il  n'y  a  pas 
à  considérer  ces  deux  déformations  comme  distinctes,  bien  que  l'on 

Journ.  de  Math.  (8"#éiie),  tome  V.  —  Fasc.  I,  1922.  '-' 
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puisse  avoir  avantage  à  conserver  chaque  type  (4o)  ou  (5o)  isolément 
comme  forme  réduite. 

11.  Nous  devons  maintenant  considérer  A  =  3.  A3  =  o  et  supposer 
que  a\,  «,,  à^  ne  soient  liées  par  aucune  relation  indépendante  de  A', 
et  A',.  Par  des  déplacements  d'ensemble  effectués  sur  (a),  (^)  d'une 
part,  (A),  (B)  de  l'autre,  nous  obtenons  la  forme  canonique 

I  Aj^o,         Al  33 /a,  A2=:/na2' 

où  /,  m,  /, ,  m^  sont  des  constantes  (/m  ^  o).  . 

Si  /'T^i,  on  peut  supposer  /,  =  o;  si  ni'-^i^  on  peut  de  mêmi 
supposer  m,  =  o.  Supposons  donc  d'abord  /"^^  i,  m^^  \^  nous  aurons 
le  Tableau 


(57) 

\  («) 
1   {b) 

«1 
/B, 

«2            «3 

/«Bj      o 

' 

(A) 
(B) 

/a, 
B, 

/?Jrt2          0 
B2            B3 

avec 

(58)     «H. 

-in- 

-haiii 

—  m-)  +•  al 

=  Bf(.. 

-^^)-t- 

lî 

i('- 

-m'-)  +  Bl—C 

Le  point  (a,,  «2,  «3  )  décrit  une  quadrique  à  centre  Q  et  le  point  /> 
un  plan  principal  de  (^;  le  point  (B,,  B.,,  B3)  décrit  la  même  qua- 
drique Q.  La  connaissance  de  Q  détermine  sans  ambiguïté  /%  /;/-; 
ayant  choisi  un  des  quatre  systèmes  possibles  pour/,  m,  le  point  a  de  Q 
est  remplacé  par  un  point  A  du  plan  [)rincipal  considéré  (la,,  ma.,^  o); 
le  point  B  de  Q  est  remplacé  suivant  la  même  loi  par  un  point  h  du 
même  plan  principal  et  l'on  a  ab  =  AB.  Ce  mécanisme,  siwplcmrnl 
li-ansforindhic,  constitué  par  une  quadrique  et  un  plan  principal, 
n'est  (ju'iiu  cas  particulier  de  celui  que  nous  indiquerons  plus  bas  en 
dernier  lieu.  Dans  ce  Tableau  (57),  si  /  ou  m  devient  égal  à  l'unité,  ou 
a  un  cylindre  du  second  degré  et  un  plan  principal  mené  par  l'axe. 
Si  /  =  m  ^  I,  dans  le  Tableau  (57),  le  mécanisme  n'existe  plus  à  notre 
point  (!<■  \Mr.  <iir  il  se  compose  de  deux  plans  parallèles  que  l'on 
('•change  par  niir  symétrie  par  rapport  au  plan  équidistant.  Dans  Ç^")) 
t'i  (  )8  ),  si  Ton  suppose  (^.  =  0,  on  a  un  cône  du  second  degré  et  un 
plan  principal. 


1 


MÉCANISMES    TRANSFORMABLES    OU    DÉFORMABLES.  /j  3 

Si  l'on  suppose,  dans  (56),  /=  i,  /,  ^  o,  on  trouve  un  paraboloïdo 
et  un  plan  principal  ou  un  cylindre  parabolique  et  son  plan  principal, 
mécanisme  rentrant  toujours  comme  cas  particulier  dans  celui  qui 
clôturera  cette  étude.  Si  l  =  i,  m^i,  on  peut  supposer  ni,^=-o  et 
l'on  a  toujours  le  cylindre  parabolique  et  son  plan  principal. 

12.  Nous  allons  enfin  trouver  le  dernier  type,  type  VIII,  méca- 
nisme simplement  transformable,  composé  de  deux  quadriques 
homofocales. 

Il  existe,  par  hypothèse,  trois  relations  linéaires  homogènes 

!.\',  =  /«',  +  m  «2  +  //  a', , 
A 2  :=  /i a\  +  /»]  a'.,  -t~  n^a'.^^ 
A3  ^  4 a',  4-  /«., r/j  H-  n^a'i-, 

de  déterminant  \l  /n  n\  non  nul.  Dans  une  rotation  d'ensemble  du 
système  (a)  (b)  autour  de  l'origine,  le  point  (à,,  a.,,  a.^)  et  le  point 
(a,,  <^/', ,  rtj)  subissent  la  même  transformation  de  coordonnées,  de 
sorte  que  l'homographie  particulière  établie  entre  les  points  (A'j ,  A', ,  A'^) 
et  («', ,  a',,  a[)  peut  être  ramenée  par  une  rotation  léelle  convenable  à 
la  forme  canonique 

(60)  A\:=la\,         A',=  mr/,,  A'.^^=na.^ 

avec  Imn  ^  o.  On  en  déduira  comme  précédemment 

\  A,=  /a,,  A^=  ma.,,  Aj^/jcts, 

/     /^l  =:  /B,  -t-  /, ,  62  =  «l  Ho-t-  /"il  63  :=  «  Bj  -f    «,. 

Si  /-  :^  I ,  on  peut  supposer  /,  =  o  et,  de  même,  si  m-^  i  ou  n/^  ^  i , 
on  aura  le  droit  d'écrire  m,  =  o  ou  /z,  =  o. 

Si  donc  on  suppose  /"  7^  i ,  m'-  =/=  i,  lï^  ^\,  on  aura  simplement 

h.i^=  Uii,  A^r=:  ma.,,  A3  =  nUs , 

^,  =r/B,,         b^  =L /?iBo,         />3=«B,, 
(62) 

a]  {i  —  /^)  +  a;  (i  —  m^)  -^  al  {i  —  n-) 
Hiii-l-')  -t-B^(i  — m2)  + 132(1  _/,2)^C. 

le  point  a  et  le  point  B  décrivent  une  même  quadrique  Q  à  centre; 
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soient  a-,  [3%  y-  les  carrés  des  demi-axes,  on  a 

(63)  «^=_^  ^2^_^  .^2^_^ 

Le  point  A  et  le  point  b  décrivent  une  même  quadrique  Q'  ccaxiale 
à  Q;  a',  [il',  y'  désignant  les  quantités  analogues  à  a,  |3,  y,  on  a 

("4)  «    —  7;'  r*    —  2'  /     — ÏJ 

donc 

(65)  a'  3'     '  / 

(  ,  a  ^  ■/ 

ce  qui  prouve  que  les  deux  quadriques  Q  et  Q'  sont  homofocales. 

La  donnée  de  Q  et  Q'  fixe  /,  m,  n  (au  signe  près)  par  les  for- 
mules (65);  l'une  des  huit  combinaisons  adoptées,  la  relation  qui  lie 
les  points  correspondants  a  de  Q  et  A  de  ()'(ou  B  de  Q  et  ^de  Q')  est 
ce  que  Ton  ap])elle  souvent  une  affLiiité,  cas  très  particulier  de  l'homo- 
graphie dans  l'espace,  et  Ton  a  «6  =  AB  quels  que  soient  a  sur  Q  et  h 
sur  Q'.  Cette  proposition  a  déjà  été  signalée  par  Ivory.  On  remarquera, 
en  vertu  de  (62),  que  l'on  a 

K\^K\  +  \l^a\+-a\  +  al-C.        el         B^  +  B^  +  B^  =  6f  +  6,^ -h  6* -h  C. 

9i  l'on  suppose  l-  =  i,  et,  par  suite,  /  =:  i ,  sans  rien  restreindre,  on 
ne  pourra  annuler  /,  et,  comme  plus  haut,  on  pourra  supposer 


(66) 


d'où  Ton  déduit 

(67  )  „l(,—  ,ni)^al{i  —  n\)  —  2  /,  a, 

=  ^i'i{l-m■')-hBl{}  —  n■)  —  2l^B^  =  C, 

a  ou  B  décrivent  le  même  paraboloïde  ()  et  b  ou  A  le  même  para- 
boloïde  Q'  homofocal  à  C);  tout  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  se  répète 
identiquement,  la  donnée  simultanée  de  Q  et  Q' détermine /,  complète- 


A,=  rt,  H — 1, 

2 

A2=  1)1  a  2, 

A3=  noy. 

2 

h^  =  /«Bj, 

/.,  =  «B;,: 
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ment  et  m,  /i  au  signe  près;  l'un  des  quatre  systèmes  étant  choisi,  A  elb 
dérivent  sur  Q'  des  points  a  et  B  de  Q  par  la  même  transformation 
homographique  ;  la  propriété  des  paraboloïdes  peut  se  déduire  par 
passage  à  la  limite  de  celle  relative  aux  quadriques  à  centre  unique. 
Si  l'on  suppose  /  =  i,  m  =  i  el  n^ ^  i,  on  aura  de  même 


(68) 


6i=B,+  ^,  ^^^B.,+  ^,  b,=  nB, 


,    et 

(69)       «|(r  —  n^)  —  2/,  cjt,  —  2mirt2^^  1^1  (i  —  «')  —  2/, B,  —  2m,  Bj^^r  G; 

cette  fois  on  a  affaire  à  deux  cylindres  paraboliques  liomofocaux;  on 
peut  même  supposer,  sans  restriction,  m^  =  o. 

Le  cas  /  =  m  =  /i  =  I  ne  conduit  à  rien,  sauf  une  symétrie  efTectuée 
sur  un  couple  de  deux  plans  parallèles. 

Pour  être  tout  à  fait  complet,  il  faut  signaler  que,  dans  le  cas  des 
formules  (62),  quadriques  à  centre,  si  l'on  suppose  n  =  i  avec  C  ^  o, 
on  tombe  sur  deux  cylindres  homofocaux  à  centres;  la  transformation 
se  faisant  en  transformant  les  sections  droites  de  même  cote,  on  a, 
somme  toute,  le  mécanisme  plan  transformable  (si  l'on  ne  sort  pas  du 
plan)  constitué  par  deux  coniques  homofocales,  signalé  dès  le  début 
de  l'étude  (§2);  j'ai  montré  au  paragraphe  7  qu'un  tel  mécanisme, 
pris  dans  l'espace,  est  déformable  à  un  paramètre.  Supposer  à  la  fois 
l  ^^  m  =^  i  dans  (62)  ne  donne  que  l'un  des  cas  rejetés  a  priori^  se 
ramenant  à  un  déplacement  en  symétrie. 

Dans  les  formules  (62),  si  l'on  suppose  C  =  o,  on  a  affaire  à  deux 
cônes  homofocaux. 

Si  donc  on  rassemble  les  résultats  de  ce  paragraphe  et  du  précédent, 
nous  voyons  que  l'on  a  affaire  au  mécanisme  simplement  transfor- 
mable constitué  par  une  quadrique  arbitraire  et  une  quadrique 
liomofocale  à  la  première;  la  seconde  quadrique  peut  se  réduire  en 
particulier  à  un  plan  principal  de  la  première^  ou  même  à  son  axe 
de  révolution^  si  la  première  est  de  i^évolution. 

Il  n'est  pas  inutile  de  faire  quelques  remarques  sur  ces  mécanismes, 
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qui  sont  d'ailleurs,  sur  les  huit  types  obtenus,  le  seul  exemple  de  méca- 
nisme transformable  et  non  déformable. 

Je  vais  raisonner  pour  simplifier  sur  une  quadrique  Q  à  centre 


(70)  ■  ■        '-T  4-  '^   H ;  — 1  =  0 


■il 


du  genre  ellipsoïde  si  «,  b,  c  sont  réels  tous  trois,  du  genre  hyperbo- 
loïde  si  un  ou  deux  de  ces  nombres  est  imaginaire  pure.  A  un  point  m 
de  Q  j'associe  sur  la  quadrique 


(70                                         ^ 

Y^       7J 

le  point  M  par  les  formules 

c-^'  ^               ■^  =  x- 

y       Y 

zT-ïï' 

Si  je  suppose 

(73)                      A2=«^-b/.. 

B-'=b-'+l 

on  a  aisément 

0  =  c'  +  }., 


(  74  )  OM2  =  X 2  +  Y2  +  Z*  =  a:2  -^  +  y'  ^  -+-  --  ^  ==  ^*+  r--f-  ^--+-  /  =  O m'  -+-  À . 
^^    '  a-       ^     b-  c-  ^ 

Si  m'  et  M'  sont  deux  autres  points  associés,  on  a  aussi 

(-5)     OM''=Om"--^'/.,         Om.OM'.— OM.O/«'r=-(^^'-4-j/-4-c-'), 

le  produit  Om  .OM'  étant  un  produit  vectoriel  scalaire. 
Si  donc  nous  considérons  le  triangle  OmM',  on  a 

(76)  m M'2  —Om^-h  OM'-—  '>. Om . OM' 

et  il  résulte  immédiatement  de  là  que  m' M'  est  égal  à  /;/M'^  et  ceci 
démontre  géométriquement  l'existence  du  mécanisme  transformable 
puisque  7//' M  =  niM'. 

Supposons  Q 'fixe  et  A  variable  :  si  le  point  m  reste  fixe  sur  la  qua- 
drique Q,  le  point  M  correspondant  décrit  une  biquadrique  gauche 
dont  les  équations  sont  immédiates  : 

,      ,  X*— .r»        Y2— )î        7J—Z* 

(77)  ""ff"  "  ~îr~  "  "T"' 

a^  h-  r-' 
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OÙ  ./;,  jK,  r  sont  les  coordonnées  fixes  de  m  cl  X,  Y,  Z  les  coordonnées 
courantes.  On  voit  immédiatement  que  cette  biquadratique  est  l'inter- 
section des  deux  quadriqncs  homofocalos  à  Q  qui  passent  en  m.  En 
effet,  soient  cr  H-  X,  b'-  -\-  A,  c^  +  X  les  carrés  des  axes  de  l'une  de  ces 
deux  quadriques,  on  a  ])ar  hypothèse 

X-  y-  z- 

a-  b-  c- 

(78) 

■  _j£i_  +  _2:_  +  _i_ 

et  en  retranchant,  puisque  A  ^  o, 

(79) 


a-{a'-i-'/.)        b-\b-+l)        c-{c'+l) 

Si  donc,  dans  (77),  nous  multiplions  chaque  rapport  haut  et  bas 

r  I  I  .  .  .  ,     . 

par—; — r,  rr — r-j  -; — r-  resnecli vemcnt,  ct SI uous  aiou tous,  on  ODlicnt 
ï        a^  -t-A    b^  -\-  A    c-  +  A         1  '  j  ' 

x--=  V^  Z^ 

(00)  — ; r   H-  -TT r  -\ ; :r   —1  =  0, 

^       '  «-+A  ô^+A  C^+A 

OÙ  A  ('$1  l'une  des  deux  racines  non  nulles  de  (78),  ce  qui  démontre 
la  proposition. 

Ceci  donne  une  propriété  intéressante,:  supposons  Q  et  Q'  ellip- 
soïdes homofocaux,  coupons-les  par  un  hyperboloïde  H  à  une  nappe, 
par  exemple,  homofocal;  les  courbes  d'intersection  C  et  C  de  H  avec 
Q  et  Q'  sont  donc  deux  courbes  correspondantes  sur  Q  et  Q'  et  alors 
elles  forment  un  mécanisme  transformable  situé  sur  la  quadrique  H. 

Nous  avons  donc  un  théorème  de  géométrie  à  deux  dimensions  sur 
une  quadrique  Q  qiTelconque  :  considérons  deux  lignes  de  courbure 
quelconques  C  et  C  de  ()  :  elles  forment  un  mécanisme  transformable. 
Au  poinl  de  vue  de  la  réalité,  qui  est  évident,  il  faut,  s'il  s'agit  de  deux 
quadriques  liomofocales  Q  et  Q',  qu'elles  soient  non  sécantes,  c'est-à- 
dire  du  même  type  s'il  s'agit  de  quadriques  à  centre.  De  même,  sur 
une  quadrique,  on  prendra  deux  lignes  de  courbure  du  même  système 
(non  sécantes),  la  correspondance  entre  ces  courbes  s'effectue  par  les 
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m 

lignes  de  courbure  du  système  opposé;  il  y  a  là  une  espèce  de  récipro- 
cité curieuse  à  confronter  avec  celle  qu'a  fourni  le  mécanisme  111. 
Dans  le  cas  d'une  sphère  il  faudra  prendre,  si  l'on  reste  sur  la  sphère, 
deux  familles  de  coniques  spliériques  homofocales  ;  j'ai  rencontré  ce 
mécanisme  comme  base  pour  construire  deux  surfaces  de  translation 
applicables  Tune  sur  l'autre,  avec  conservation  du  réseau  de  transla- 
tion. Dans  le  cas  de  la  sphère,  on  obtient  même  un  système  défor- 
mable,  et  non  plus  simplement  transformable,  en  considérant  deux 
grands  cercles  orthogonaux. 

15.  De  cette  discussion  complète,  nous  avons  déduit  un  résultat 
simple  que  je  rappelle  : 

//  existe  dans  l'espace  à  trois  dimensions  un  mécanisnie  trans- 
formable,  mais  non  déformable,  et  un  seul;  il  se  compose  de  deux 
quadriques  homofocales,  dont  V une  peut  être  un  plan. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  mécanisme  soit 
dèformable  est  quil  comprenne  comme  première  partie  une  conique 
{ou  une  droite)^  ou  bien  qu'il  se  compose  de  deux  courbes  planes 
dans  deux  plans  rectangulaires. 

La  notion  d'embranchement  sert  à  relier  plusieurs  types  distincts. 
Je  vais  récapituler  les  divers  types  déformables  :  il  sera  entendu  que 
chacun  est  constitué  par  une  première  courbe  (a)  et  une  seconde 
courbe  (/^),  {b)  pouvant  être  accidentellement  une  surface,  et  que  (a) 
et  (/>)  se  déforment  d'une  façon  contijiue,  de  sorte  que  je  n'indique 
pas  la  nature  de  (A)  et  (B)  dans  les  types  qui  suivent,  (A)  n'étant 
qu'une  forme  de  {a)  et  (B)  de  {b)\  j'indiquerai  ensuite  les  embran- 
chements. Je  dresse  donc  le  Tableau  : 

Numéro 

du  lype.  Courlie  (a).  Courbe  (i>). 

I Droite  D.  Surface  de  révolulioii  autour  de  D. 

,,,  .v     •      r^  (     Courbe  plane  dans  un  plan  per- 

111- •-, Droite  D.  A-      X   ■       •  u 

(         pendiculairo  a  I)., 

V Conique.  Courbe  arbitraire. 

/  Courbe  plane  arbitraire  dan»  un 

Vil (Jourbe  plane  arbitraire».  plan    perpendiculaire    au   plan 

(         de  la  preuiière. 
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J'ai  montré  que  le  type  IIl  admet  un  embranchement  permettant  de 
convertir  la  droite  D  en  courbe  plane  et  la  courbe  plane  associée  à  D 
en  une  droite.  Le  type  IT  est  un  cas  particulier  de  III  lorsque  la  courbe 
est  un  cercle  dont  D  est  l'axe;  le  type  IV  est  un  cas  particulier  soit 
de  V,  soit  de  VII,  et  en  réduisant,  par  la  déformation  Y  ou  VII,  la 
conique  à  une  droite,  on  trouve  une  configuration  formant  embran- 
chement entre  IV  et  I.  Le  type  VI  est  un  cas  particulier  de  l,  ou  encore 
de  IV,  si  nous  réduisons  la  quadrique  à  sa  méridienne. 

On  pourra  remar(|uer  ([u'il  y  a  un  mécanisme  qui,  en  apparence,  ne 
figure  pas  dans  la  discussion  :  nous  avons  remarqué  que  le  méca- 
nisme V  deviendrait  plus  intéressant  encore  s'il  était  constitué  non  pas 
d'une  conique  et  d'u]ie  courbe  arbitraire,  mais  de  deux  coniques  (a), 
{b)  d'ailleurs  arbitraires.  Déformons-îe  de  façon  à  ce  que  (a)  devienne 
une  conique  (A)  de  même  distance  focale,  et  que  {b)  devienne  une 
biquadratiquc  gauche  (B).  Partons  au  contraire  de  (a),  (b)  en  chan- 
geant (b)  en  une  conique  (/>')  de  même  distance  focale  et  (a)  en  une 
bi({uadratique  gauclie  («').  Le  mécanisme  (A),  (B)  peut  être  trans- 
formé q\\  le  mécanisme^(r/'),  {b').  La  conique  (A)  se  trouve  trans- 
formée en  biquadratiquc,  la  biquadratique  gauche  (B)  en  conique  :  mais 
on  s'aperçoit  aisément  que  cette  transformation  rentre  dans  la  transfor- 
mation plus  étendue  échangeant  une  quadrique  Q  avec  un  plan 
principal  V  \voir  §11)1.  Dans  P  traçons  deux  coniques  arbitraires, 
l'une  sera  appelée  (A),  l'autre  (^),  la  transformation  ponctuelle  entre 
Q  et  P  transforme  (A)  en  biquadraticjue  (a)  et  (b)  en  biquadratique  (B)  : 
nous  avons  ainsi  obtenu  le  mécanisme  (A),  (B)  et  son  transformé 
(«),  {b).  Ce  mécanisme  est  en  réalité  déformable,  avec  une  configura- 
tion d'embranchement  formé  de  deux  coniques. 

On  peut  remarquer  encore  que  la  considération  d'un  triangle  Oab 
prenant  une  nouvelle  forme  OAB  telle  que 

(  OA^'  +  OB2=Oa2-+-O^S 
(  8 1  ) 

peut  suffire  à  engendrer  presque  tous  les  types;  il  s'agit  d'un  produit 
scalaire  dans  la  seconde  égalité  (8i). 

W.  Les  limites  de  réalité  sont  faciles  à  obtenir;  je  n'y  insiste  pas. 

Journ.  de  Math.  (9"  série),  tome  I.  —  Fasc.  I,  192?..  7 
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Je  préfère  donner  une  application  intéressante  à  la  géométrie  des 
surfaces  à  courbure  totale  constante,  positive  ou  négative.  Sur  la 
sphère  nous  avons  trouvé,  en  vertu  du  type  YIII,  un  mécanisme  trans- 
formable constitué  de  deux  coniques  sphériques  homofocales  :  nous 
nous  bornons  pour  la  réalité  à  deux  coniques  non  sécantes,  que  nous 
pouvons  considérer  comme  ellipses  relatives  à  deux  points  F  et  F'  de 
la  sphère;  la  correspondance  entre  les  points  des  deux  ellipses  se  fait 
par  les  hyperboles  spliériques  de  foyers  F  et  F';  a  et  6  étant  deux 
points  pris  au  hasard  sut  la  première  et  seconde  ellipse,  A  et  B  étant 
les  points  correspondants  sur  la  seconde  et  première  respectivement, 
on  a  ab  =  AB,  l'égalité  se  rapportant  aux  distances  rectiligncs,  mais 
pouvant,  sur  la  sphère,  être  remplacée  par  l'égalité  des  arcs  de  grand 
cercle  ah  et  AB  ;  donc,  si  l'on-  préfère,  l'égalité  se  rapportera  aux 
distances  géodésiques.  Nous  avons  ainsi  sur  la  sphère  un  mécanisme 
transformable  constitué  par  les  deux  coniques  et  les  géodésiques 
reliant  les  points  d'une  conique  aux  points  de  l'autre;  ceci  subsistera 
dans  une  déformation  de  hi  sphère,  et  par  une  homothétie  d'origine  O 
él  de  rapport  ij  nous  pouvons  étendre  ceci  à  toute  surface  à  courbure 
totale  constante,  positive  ou  négative.  Dans  une  projection  stéréogra- 
phique,  suivie  d'une  inversion  plane,  on  pourra  réduire  le  ds^  delà 
sphère  x"^  +/^  -^  z-  -\-  a^  =  o  et  par  suite  aussi  celui  d'une  surface  à 

courbure  totale  négative  à  la  forme  ds^  = ^^  et  l'image  du  méca- 
nisme dans  le  plan  Oxy  se  composera  de  deux  quartiques  bicirculaires, 
convenablement  choisies  :  il  suffît  de  reprendre  les  raisonnements 
exposes  par  Darboux  {Théorie  des  surfaces,  t.  3,  p.  4i5). 

Sur  la  sphère  nous  avons,  d'autre  part,  un  mécanisme  déformable 
constitué  par  deux  grands  cercles  orthogonaux  d'équations  respec- 
tives 


(82) 


s   =r  o,  ;r'-hj  —  I, 


on  fait  correspondre  à  un  point  {x,y^  o)  du  premier  le  point  qui  a 
pour  abscisse  Ax-,  où  X  est  une  constante  arbitraire,   et  au  point 

(rr, ,  o,  r,  )  du  second  le  point  d'abscisse  ^-  Le  paramètre  de  déforma- 
tion est  X. 
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Ce  mécanisme  sera  remplacé,  sur  une  surface  à  courbure  totale 
constante,  positive  ou  négative,  par  deux  géodésiques  orthogonales 
quelconques.  Avec  le  ds'^  caractéristique  des  surfaces  à  courbure  néga- 
tive — — 5-^>  on  aura  pour  image  deux  cercles  orthogonaux  entre 

eux  et  à  Taxe  des  x. 

On  pourrait  chercher  à  réaliser  sur  d'autres  surfaces  des  méca- 
nismes analogues  constitués  par  des  géodésiques  de  longueur  constante 
reliant  une  série  de  points  A/  à  une  série  de  points  B,  de  la  surface; 
dans  une  transformation  ou  déformation,  chaque  distance  géodésique 
comptée  sur  la  surface  doit  rester  constante.  Sur  les  surfaces  à  courbure 
totale  constante,  nous  avons  donné  des  exemples,  distincts  de  ceux, 
peu  intéressants,  qui  seraient  obtenus  par  une  simple  application  de 
la  surface  sur  elle-même  (dans  le  cas  de  la  sphère,  déplacement  ou 
symétrie). 
« 

15.  Une  autre  application  intéressante  donne  soit  un  couple  de 
surfaces  applicables,  soit  une  famille  continue  de  déformées  d'une 
surface,  comme  le  montre Darboux ( y/ieori'e f/e^  surfaces,  t.  1,  2* éd., 
p.  181)  d'après  Peterson.  En  modifiant  les  notations  de  Darboux  ef 
adoptant  celles  de  ce  travail,  nous  avons  deux  surfaces  S  et  S,  définies 
par  les  formules 

X  =A6i —    /  A'oida, 

(83) 


m 


où  a,,  «0,  «3,  A,,  A2,  A3  sont  les  six  fonctions  de  a  et  /->,,  b-i,  hi,  B,, 
Ba,  B3  les  six  fonctions  de  ^  déjà  rencontrées  et  A  une  nouvelle  fonc- 
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tion  arbitraire  de  a.  (  )n  trouve  pour  ds-  de  S 

(85)         ds''-=KHdb\-{-db\-t-clbl) 

-Y"ikdk[{bi—  a^)db,^^  {bo—a.>)db.+  {b^— a^)  db-^] 
+  [{b,—  a,y+{b,—  a.^-'--^{b,-a,Y'[dk\ 

Si  les  courbes  («  ),  {h)  constituent  avec  (A),  (B)  un  de  nos  méca- 
nismes transformables  ou  déformables,  le  coefficient  de  t/A-  et  A  d\ 
sera  le  même  en  passant  à  S,,  et  il  suffira  de  chercher  si  l'on  peut 
obtenir  la  relation  complémentaire 

(8(i)  db]+db\-^dbl=dï^\  +  dï^l+dhl,  e 

et  alors  les  deux  surfaces  auront  même  ds"^ -^  la  relation  (86)  rompt  la 
symétrie  entre  les  deux  courbes  («),  (A)  d'une  part  et  (b),  (B)de 
l'autre;  nous  devrons  donc  passer  en  revue  les  types  l  à  VJII,  avec  la 
précaution,  pour  chacun  d'eux,  de  débaptiser  au  besoin  (a)  et  (b)  en 
échang^eant  leurs  noms.  Quelques  remarques  simples  permellront  de 
se  borner  aux  essais  strictement  indispensables.  Si  (a),  (b)  subissent 
une  translation  d'ensemble,  S  reste  inaltérée;  si  Tensemble  (a),  (b) 
est  déplacé  autour  de  l'origine,  S  subit  ce  même  déplacement.  Donc 
on  peut,  comme  précédemment,  infliger  à  l'ensemble  (a),  (//)  le  dépla- 
cement le  plus  général  ;  si  («)  est  un  point,  donc  si  a^  =  a.,  =  a^  =  o, 
S  est  un  cône;  si  (/>>)  est  un  point,  donc  si  b^  —  b.^  =  b.^  :^  o,  S  est  une 
courbe.  Donc  nous  pouvons  écarter  le  cas  où  le  mécanisme  comprend 
une  courbe  réduite  à  un  point  (type  11  ou  divers  autres  types  signalés 
sans  numérotage).  D'autre  part,  si  un  mécanisme  comprend  une  droite, 
on  ne  pourra  utiliser  la  droite  que  comme  courbe  (r/),  et  non  comme 
courbe  {b).  En  efl'et,  si  {b)  est  une  droite,  soit  b^  =  b.^  =  o,  X  et  ^ 
ne  dépendent  que  de  a,  donc  S  est  un  cylindre,  donc,  nous  pouvons 
écarter  ces  solutions  banales. 

l'assons  en  revue  les  types  :  pour  I,  il  y  a  une  droile  (|ni  est  donc  (a), 
on  aurait  ensuilc 

bi-h  bi  =  \^■-i-]^l,      dbi  -hdbl  —  div-î-{-diii, 

ce  qui  donne  simplement  une  rotation  autour  de  O:;,  donc  on  n'a  rien. 
Le  type  II  contenant  une  couibe  point  est  à  rejeter.  Le  tvjx*  III  a  élé 
utilisé  par  Peterson,  et  Darboux  a  exposé  (pichjues  résultats  simples 
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relatifs  aux  qUadriques.  J'ai  moi-même  montré,  au  Duiletin  des 
Sciences  mathématiques ,  1921,  comment  on  en  déduit  trois  types  de 
surfaces  ayant  même  forme  de  ds"^  qu'une  quadrique  arl)itraire,  tels 
que  deux  surfaces  réelles  de  type  différent  ne  puissent  se  recouvrir 
physiquement. 

Le  type  IV  et  le  type  Y  nous  donneront  des  surfaces  intéressantes, 
que  j'étudierai  un  peu  plus  bas.  Le  type  YI  est  à  rejeter,  car  l'une  des 
deux  courbes  (^)  ou  (B)  est  une  droite,  quelle  que  soit  la  façon  de 
nommer  les  courbes.  Les  types  Yll  et  YIII  sont  aussi  à  rejeter.  Pre- 
nons, en  eiïet,  le  type  YII  :  en  raison  de  la  symétrie  qu'y  jouent  («) 
et  (6),  peu  importe  le  nom  (a)  ou  {b)  donné  à  l'une  des  deux  courbes 
planes.  Adoptons  le  Tableau  (Sg);  on  doit  écrire 


(87) 
Posons 


d^\  -^  dWl  =  db'\  +  dbl, 
BJ    H-  B2    =  b\    +  bl  -\-  C, 

B,     _    ^  . 


il/i—  ^=-3:',  ^3  =  /,  B,=  ;, 


on  a  à  intégrer 

dz-  =  dx'-  +  df'^ 


(88)  i     .,  ,  ,      p 

En  éliminant  z^  on  a 

{y  dx  —  X  dy)-  +  (^{dx"^  +  dj-)  =^  o, 
et,  en  regardant^  comme  fonction  de  x, 


(89)  y--^y-^\^-CK^i-^y"=o. 

L'équation  (89)  est  une  équation  de  Glairaut  :  l'intégrale  générale 
est  une  droite  tangente  au  cercle  de  centre  G  et  rayon  sj — G,  mais 
alors  (b)  est  une  droite,  donc  ceci  est  à  rejeter.  L'intégrale  singulière 
de  (89), 

ne  donne  pas  une  solution  de  (88).  Si,  pour  le  même  type  YÏT,  on 
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prenait  le  Tableau  (4^),  on  aurait 

t'3=B'3  OU  b3=B,-K 

et,  en  remplaçant  dans  (49)»  on  voit  que  (B)  serait  une  droite.  Donc 
tout  cela  est  à  rejeter. 

Reste  le  type  VIII  :  il  faut  trouver  sur  les  deux  quadriques  homofo- 
cales  deux  courbes  correspondantes  dont  les  arcs  infiniment  petits 
correspondants  ont  même  longueur;  si  nous  adoptons  les  coordonnées 
elliptiques  p,  p, ,  pa  dans  l'espace,  pa  =  o  et  Ç)2=  pi  étant  les  équations 
des  deux  quadriques  Q  et  Q',  aux  points  correspondants  des  deux  sur- 
faces les  coordonnées  p  et  p,  ont  la  même  valeur,  d'après  ce  qui  a  été 
expliqué.  Prenons  le  ds-  dans  ce  système  de  coordonnées  et  nous 
trouvons  immédiatement  l'équation 

dp^ dp] _^ 

^9°^  («_p)(6-p)(e-p)        («_p,)(6_p,)(c-p,)       ""' 

qui  est  précisément  l'équation  des  asymptotiques  de  l'une  ou  l'autre 

quadrique,  —  -h  j-  -+- i  =  o  étant  l'équation  de  l'une  d'elles.  Ce 

résultat  est  à  peu  près  évident  a  priori,  car  nous  avons  vu  que  les 
équations  de  la  correspondance  reviennent  à  une  affinité  :  une  droite 
se  transformant  en  droite,  les  génératrices  rectilignes  de  Q  se  trans- 
focment  dans  les  génératrices  rectilignes  de  Q'  et  un  segment  de  géné- 
ratrice de  Q  conserve  la  même  longueur  en  passant  de  Q  à  une  qua- 
drique homofocale  voisine,  puis  à  une  autre,  puis  à  Q',  car  ce  segment 
est  normal  aux  trajectoires  de  ses  extrémités.  Les  courbes  (^)  et  (B) 
étant  des  droites,  nous  n'obtenons  rien. 

Nous  n'aurons  donc  à  étudier  que  le  type  IV  et  le  type  V,  qui  avec 
le  type  111  (Peterson-Darboux)  fourniront  toutes  les  surfaces  de 
même  ds^  susceptibles  d'être  obtenues  ici.  Je  rappelle  que,  sur  ces 
surfaces,  les  courbes  a  et  ^  sont  conjuguées;  les  courbes  [3  =  consl. 
sont  les  courbes  do  contact  de  cônes  circonscrits,  les  courbes  a  =  consl. 
sont  les  courbes  de  contact  de  cylindres  circonscrits. 


16.  Je  prends  le  mécanisme  III  qui  donne  les  surfaces  de  Peterson- 
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Darboux  : 

X  =  Abi,  /X,=  AB,, 

Y=Ab,,  _   )  Y,  =AB2, 

j 
Z  =  /  «3  dk,  /  Zi  =  /  A3  dX, 

avec  les  conditions 

I  Bl  -hBl  =b\  +b\—C, 

(90  B7  +  B;^  =  67+6;^ 

(  A^  =  a^  +G. 

Sur  ces  surfaces,  les  courbes  a  =  const.  et  (3  =  const,  forment  un 
système  conjugué  pour  une  double  raison  comme  conséquence  du 
théorème  de  M.  Kœnigs.  La  méthode  de  Peterson  consiste  à  calculer 
B,  et  Bo,  quand  Z>,  et  b^  sont  données,  en  écrivant 


(92) 


B,z=pcos9,         B2=psini 
p^  =  b\  +  b\—C, 


^{b,b',-b,b\y~C{b\'-^bT) 

^2  -i-  6|  —  G 


Je  vais  indiquer  quelques  conditions  nécessaires  pour  que  les  défor- 
mées d'une  surface  S  algébrique  de  ce  type  soient  toutes  algébriques 
quand  C  varie;  je  fournirai  des  solutions  élégantes  de  cette  espèce. 
Mais  les  solutions  de  ce  problème  précis  devant  être  probablement  en 
assez  petit  nombre,  je  donnerai  le  moyen  d'obtenir,  quand  C  prend 
une  valeur  convenablement  choisie,  une  surface  S,  algébrique  en 
même  temps  que  S,  de  sorte  que  nous  aurons  cette  fois  deux  échantil- 
lons seulement  algébriques  dans  la  famille;  pour  ce  problème  moins 
précis,  nous  trouverons  immédiatement  des  solutions  en  nombre  illi- 
mité. 

Pour  traiter  le  premier  problème,  nous  aurons  d'abord  à  déterminer 
ûjg  et  A  en  fonction  d'un  paramètre  a  de  façon  que 

/  a-i  dA  et  /  \Jal  +  G  û?A 

soient  fonctions  algébriques  de  A.  Une- solution  très  étendue  s'obtient 
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en  supposant  A  =  ^('^4)^  où  P  désigne  un  polynôme  entier;  on  aura 

P(«^)  =  P(A^-G)  =  Q(A^), 

où  Q  désigne  un  autre  polynôme  entier.  Le  cas  le  plus  simple  sera 

A  =  a^  — K, 
d'où 

fa,  dA  =  I  (A  +  K)i  r  As^/A  =  ^  (A  +  K  +  C)^. 

Nous  avons  ensuite  à  écrire  que  cos6  et  sinO  sont  algébriques;  je  con- 
sidère la  courbe  plane  (b^,  b.,)  comme  enveloppe  de  la  droite 

(q3)  ^sinw  —  rcosoj=/). 

Désignant  par  p'  la  dérivée  -^>  r  la  distance  du  point  (h,,  h.,)  à 
l'origine,  s  l'arc,  R  le  rayon  de  courbure,  on  a 

bi=      p  sîn  fj)  +  p'cosM,  r-  =  p^-{- p'-., 

h.T,z=z  —  yo  cosw  + /j'sin  w,  ?»=/?+/>", 


f  b,b',-b,b\=p{p  +  p"). 

On  en  déduit 


dsJp^ — C 

(9'''>)  •  ^''=     ,/_c     > 

formule  qui  ne  fait  plus  intervenir  que  des  éléments  géométriques. 

La  fonction  c'^  doit  être  fonction  algébrique  des  coordonnées  A,,  h.,. 
Considérons  une  racine  de  l'équation  /- — C  =  o,  soient  J'a,  s^,  p[, 
Ro,  (Oq  les  valeurs  numériques  en  ce  point  des  éléments  /■,  s,  —  Le 

résidu  de  -7-  pour  /•  =  7\  est 


\^pI  —  ''u  ^  i'!l!±.  ^,.  ^ , 

2  /■„  -r- 
ds 

et  ceci  se  réduit  à  -.  car 

?. 
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En  inlégrant,  on  aura 


0  =^ioo(5— ,ç„)  +  r(.v-5o), 


(,9-.V,0^<I>(.^-5,), 


où  F  et  <T>  sont  fonctions  régulières  de  v  pour  5  =  s^.  Une  circulation 
faite  autour  du  point  racine  de  r^ — C  augmente  log(.ç—  ç,,)  de  2/- 
et  0  de  £Tr,  tango  ne  varie  pas.  Pour  que  e'*^  soit  algébrique,  il  faudra 
donc  simplement  que  les  périodes  cycliques  de  l'intégrale  (93)  soient 
commensurables  avec  tt.  On  voit  aisément  qu'une  condition  néces- 
saire, mais  non  suffisanle  en  général^  est  que  Tare  s  soit  lui-même 
algébrique,  autrement  dit  que  la  courbe  (/>,,  h.,)  soit"  développée 
d'une  autre  courbe  algébrique.  Car  nous  pouvons,  si  C  est  très  grand, 

poser  (]  =  -pY'  0^1  1^  sera  infiniment  petit,  et  développer 

où  0,,  Oo,  ...  sont  certaines  fonctions  de  5  ,  . 


(96) 


e'9  =  1  +  /( K5  +  k^ô,  +  ...)  —  -  ( K .V  4- .  . . )2  + 

=  1  +  nV5 -5-+  i\\^  1  ^1—    TT 


et  alors  les  coefficients  du  développement  (qO)  doivent  être  algé- 
briques; finalement  5,  0,,  Oo,  ...  doivent  être  algébriques.  Nous  allons 
constater  que,  si  la  courbe  (/>,,  Z/o)  est  développée  de  conique,  langO 
est  effectivement  algébrique.  Ecrivons  donc 

(9-)  6,  =  acos^(p,  h  1-7=  h  ■ixxv^ (s^ 

de  façon  à  avoir,  si  a-=f=  h^  une  développée  d'ellipse,  et  si  «  =  h  une 
hypocycloide  à  quatre  rebroussements. 
On  trouve  sans  peine 


,,       3coso  sincp  v/a- 6'^cos*©  sin-Q  —  C(a-cos''^o  +  6-sin-o)    , 

(98)         d^  — ' ^-^ ; -^ , .   .   r. n — —do, 

^  a-cos*'cp -t- 6-sin''9  —  C 

Journ.  de  Math.  (9*  série),  tome  I.  —  Kasc.  1,  192a,  ^ 
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et,  en  posant  cos  2-^  =  w, 
dB 


(99) 


—  du\ja--b\\  —  w^)  —  2C[a2(i  +  «)  +  Z?Hi  — </)] 


«^(H-«)3-i-  62(i_«)3_  8G 


Le  calcul  est  valable  pour  a==b  ou  a  ^  h.  Si  C  est  négatif,  pour  la 
réalité,  aucune  condition  n'est  imposée  à  o,  donc  u  peut  varier  de  —  i 
à  -^  I  ;  si  C  >»  o,  il  faudra  que  C  soit  inférieur  au  maximum  de 


d'où  résulte  aisément 


a- 6*  cos- 9  sin-cp 
a^  cos*  9  -4-  b'''  sin-(p 


et  alors  il  y  a  deux  valeurs  de  cp  comprises  entre  o  et  -  annulant  le 

radical  de  la  formule  (98),  donc  deux  valeurs  de  u  comprises  entre 
—  I  et  +1  annulant  le  radical  de  la  formule  (99)  et  limitant  entre 
elles  la  variation  de  u.  De  toutes  façons,  le  radical  de  la  formule  (99) 
a  deux  racines  réelles  w^,,  u^  telles  que 


et 


Si  nous  écrivons 


«u<—i  <+!<«!     si     C<0 

a- h 


I  < '/o<  "i<-+- I      si     o<C< 


{a  +  by 


a  —  Uo         ,  1/^1-+ Ko 

Ui  —  u  H-  <* 

rintégrale  devient.  A,  B,  G,  D  étant  certaines  constantes, 

t-dt 


(100) 


dB 


M'-hBi'-hCi^+U 


Considérons  le  multiplicateur  de  dt  comme  une  fraction  du  troi- 
sième degré  en  /%  on  aura,  7i ,  k,  ...,  /,  étant  des  constantes, 


dB  = 


A ,  dt 


L  dt 


Les  explications  données  plus  haut  sur  les  racines  de  H—  C  =  o 


MÉCANISMES    TRANSFORMABLES    OU    DÉFORMABLES.  Sq 

montrent  que  l'on  doit  avoir 

Al  r=  A,  /■,  z=i  /,,  /,  =:  /. 

D'autre  part,  la  somme  des  résidus  de  la  fraction 

a; 

est  nulle,  donc  on  a 

Si  dans  (loo)  nous  remplaçons  t  par  -,  on  est  conduit  par  le  même 

procédé  à  la  relation 

h  +  /:  -h  l  z=z  o. 

L'intégration  donne 

9  =z  arc  langAi  +  arc  langÂt  -+-  arc  lang/^, 

*  I  —  (/./  +  Ih  4-  hk)t- 

On  en  déduit 

,       ,                                                  ,.        3ml-dt 
(loi)  dQ=z --. 

C'est  une  chose  aisée  de  vérifier  qu'effectivement  le  second  membre 

p  Çi 

de  (loo)  a  cette  forme  :  les  fonctions  B  -h  C  et  sont  des  fonc- 

.  ,     .  «1— "o 

tions  symétriques  de  «,  et  u^  dont  on  constate  aisément  qu'elles  se 

réduisent  à  zéro,  mais  nos  prévisions  rendent  cetle  vérification  super- 
flue. On  a 


a'(i  +  «o)'+  b^i  —  itoY-SC' 


.■» 


(102)  {  lan£Ô—/;i 


«  —  lit 


p  —  — p.  s/ a-  (  I  +  w  )'  +  6-  (  I  —  M  )*  —  8  C , 
2  v/2 

w,  et  Wo  étant  les  deux  racines  de 

a\b-^{i  —  u^)  —  2C[a^(t  +  «)  +  b-{i  —  «)]  =  o, 

G  étant  une  constante  au  plus  ée:ale  à  ; r-:;'     ~ 

^  "^  {a -\- b)- 
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Désignons  par  J*  (  «)  le  polynôme 
le  calcul  qui  précède  fournil  l'iden  il  lé 

^^")^- ûT^Tm^ ' 

que  l'on  obtient  d'ailleurs  en  cherchant  à  résoudre  l'équation  P(m)  =  o 
par  l'une  des  méthodes  classiques.  On  a  alors  les  surfaces  S  et  S, 
(K  et  K,  étant  deux  constantes) 

]  b  i 

S    (io3)  {  V  = — -l{i  —  u)-, 


2  y  2 


s,     (.O/,)  '    y-     ^V/P("0),/^^ 


a  \  2 


Z,  iz::  -[  K/î  +  K,  4-  -1 


Pour  C  =  o,  la  surface  S,  se  réduit  à  S.  Si  C  est  'négatif,  en  sup])0- 

saiit  Iv^»  o,  il  faut  que  u  soil  compris  entre  — i  el  -h  i  et  que  /  >  —  ,  ' 

pour  que  le  poinl  de  S  soit  lôel  ;  mais,  puisque  ^^^<^—l  e[  4-  i  <  //,, 

il  faut  encore   que  /> —  i  '  ~  fl  P^^r  que  le  point  correspondant 

(le  S,  soil  réel,  donc  S,  ne  recouvre  S  ([u'en  partie.  De  même,  pour 
(liTun  point  de  S,  soil  réel,  il  faut  et  il  suffit  que 

-K,        C 
'/..<«  <«i     et     />■■■■      — 7^; 
Iv  Kj' 

mais  alors  le  poinl  corres{)ondaiil  de  S  n'est  réel  que  si  —  i  <!'/<!-+"  ^  ? 
donc  S  portée  sur  S,,  n'en  recouvre  elle  aussi  qu'une  partie. 
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in 


Si  l'on  suppose  o  <^  C  <]      "  '^.-^;  on  a  des  résultats  semblables  qui 

reviennent  au  fond  à  échanger  les  rôles  de  S  et  S,.  On  le  voit  aussi  en 
posant 


a,  =: 


V 


'p(«,) 


=v/^- 


c 


Iv,+  ^  =  Kn  C,=-C; 


les  rôles  de  S  et  S,  s'échangent. 


Les  résultais  que  nous  venons  de  découvrir  par  voie  déduclive 
peuvent  être  énoncés  synthétiquement,  sous  la  forme  suivante,  qui  ne 
fera  plus  de  différence  entre  la  développée  d'ellipse  ou  d'hyperbole  ou 
l'hypocycloïde  à  quatre  rebroussements  :  soitP(x)  un  polynôme  du 
troisième  degré  (ou  du  second  degré)  qui  a  ses  racines  réelles  et  dis- 


Fi«.  3. 


tinctes;  marquons  (  fig-  3),  sur  l'axe  des  x,  les  racines  x-,,  x\,  et  x^ 
(j^g  =  ce  si  l'équation  est  du  second  degré).  11  existe  un  point  a  au- 
dessus  de  O.r,  tel  que  l'on  voit  de  ce  point  le  segment  x^x.,  et  le 
segment 072. x's  sous  un  angle  de  Go*';  soit  p  le  point  symétrique  de  a 
par  rapport  à  Ox.  Si  le  plan  rOy  représente  un  plan  complexe,  et 
a,  (^  désignent  les  affîxes  des  points  a,  ^,  on  a  manifestement 


y 


oùy  est  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité.  On  en  conclut  donc 
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a  une  seule  et  même  valeur  pour  les  trois 
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que  l'expression 

racines  de  l'équation  P(x)  et  par  suite 

(io5)  P{a:)=l{a;  —  ay+iJ.{a:-^y, 

OÙ  À,  [L,  a,  p  sont  certaines  constantes;  a  et  |3  sont  données  par  une 
équation  du  second  degré  quand  P  est  donné;  si  P  a  ses  trois  racines 
réelles  et  distinctes,  a  et  [3  sont  imaginaires  conjuguées,  A  et  ix  aussi. 
Telle  est  l'interprétation  géométrique  élégante,  que  m'a  signalée 
M.  Kœnigs,  de  cette  méthode  classique  de  résolution  de  l'équation 
P(x)  —  G  (*).  Supposons  donc  donne  un  polynôme  arbitraire  /(jc) 
du  troisième  degré  (ou  du  second);  nous  supposons  que  /'(«^O  n'est 
pas  carré  parfait.  Dans  ces  conditions,  posons 

P(^)=/(.r)-a 

où  C  est  une  constante  arbitraire,  que  nous  ne  ferons  varier  que  dans 
les  intervalles  convenables  de  façon  que  P  ait  une  racine  réelle  et  deux- 
imaginaires  conjuguées.  A  chaque  valeur  de  C  correspondent,  par  une 


(')  Si  Ton  suppose  que  P  a  une  racine  réelle  Xi  et  deux  racines  imaginaires 
•^2)  "^3  ij'o-  4)>on  joint  a'j  à  ^j  et  l'on  fait  tourner  de  3o°dans  un  sens  ou  Taulre 


autour  de  .r^\e  rayon  allant  de  x-2  à  x,  ;  les  deux  droites  ain>i  obtenues 
percent  Ox  aux  points  réels  a,  j3.  Dans  ce  cas,  si  P  était  du  second  degré, 
à  racines  imaginaires,  ar^  et  .r„  sont  ces  racines  et  .i\  est  lo  point  à  l'infini 
sur  Oo.'. 
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équation  du  second  degré,  deux  valeurs  Wo?  "<  réelles  et  deux  nombres 
Xo,  À,  réels  tels  que  l'on  ait 

(        /"(«)  =  6[/..(«-i/o)   4- ?.o('/ -«,)•]• 

Il  en  résulte  qu'en  écrivant 

on  définit  une  infinité  de  surfaces  variables  avec  G  ayant  toutes 
pour  ds'^ 

ds^z^[f{u)  +  \{{i)]df'+tf'{u)dtdu-\-'^f"{u)du\ 

o 

donc  applicables  les  unes  sur  les  autres.  Pour  avoir  des  surfaces  algé- 
briques il  suffira,  par  exemple,  de  supposer  que  la  relation  entre  H  et  / 
est  /  =  ?(H.)>  où  cp  est  un  polynôme  entier.  En  posant  H  -f-  G  =  H,, 
on  a  encore  /  =  '];(H,),  où  H^  est  un  nouveau  polynôme,  et  l'inté- 
grale Z  devient 

qui  est  un  polynôme  entier  en  vHj. 

Supposons  X,  et  \q  positifs,  u^'^u^^  on  fera  varier  u  par  valeurs 
supérieures  à  u^,  chaque  plan  horizontal  coupe  la  surface  suivant  une 
développée  d'hyperbole;  dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  de  restriction  à  la 
variation  de  G. 

Supposons  u^  ]>  «05  )^o  <C  o  Gt  X,  >»  o,  on  fera  varier  u  entre  u^  et  u^\ 
chaque  plan  horizontal  coupe  la  surface  suivant  une  développée 
d'ellipse  si  X^H-  X,=z£o  [./(w)  du  troisième  degré],  suivant  une  hypo- 
cycloïde  à  quatre  rebroussements  si  X(,H-X,  =  o  [/(")  du  second 
degré].  Dans  ce  cas,  G  ne  peut  varier  que  dans  un  intervalle  bien 
déterminé. 
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D'ailleurs,  on  voit  aisément  que  remplacer  a  par  XU-f-a  effectue 
la  même  subslilulion  sur  u^  et  u^,  tandis  que  Ao  et  A,  sont  remplacées 
par  >.„}.-  et  X,  A-;  que  l'on  peut  remplacer /(w)  par  p/(ii),  à  condition 
de  remplacera,  et  A^  par  pX,,  pX„,  C  par  pG  sans  toucher  à  z/„  et  z/,, 

/  étant  remplacé  par  —-•  On  peut  donc  réduire  le  polvnome  f(if)  à  la 

VP 
forme  réduite  ?r' -i-  '5pif.  Dans  ce  cas,  on  trouve  immédiatement  que 

u,.  et  iii  sont  racines  de 

,      C 

u- //  — /J  3=  o. 

F 

Si  p  est  positif^  C  peut  varier  arbitrairement:  u^  est  positif, 
//y  négatif  et  Ton  a 

C 


2/? 

G 


c        /ci 


\/^^^P 


Si  /)  est  négatif,  il  faudra  prendre  C  inférieur  à  —  2  \  —/>'';  f/(,  el  //, 
sont  réels  et  positifs.  A,  est  positif,  /„  négatif,  ^n  fait  varier  u  de 
//„  à  //,. 

Si  Ton  suppose  le  polynôme  /  du  second'degré,  on  pourra  écrire  les 
formules  plus  simples 

1  /  ^ 

I  A  y  2 

(•07)  Y  =  -i-(A--,0% 

1  /•'  \/2 

OÙ  A  est  le  paramètre  de  déformation;  le  ^s-  est 

ds^  =\3ir--hU(t)]dl^+6n  dl  du  4-  7  ^'  du\ 

17.   l'.u  prenant  le  type  ÏII,  nous  aurions  pu  écrire,  en  suivant  une 
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méthode  légèrement  différente, 

(.08)  ^Bi=b^^,i-B^-a 

L'élimination  de  B^  est  immédiate  :  ' 

(109)     {b]  +  /a^  —  Bf  -  C)  (//,^  +  ///  -  B',^)  -  {b,  h\  +  b,b',—  V>,  \)\Y=,  o. 
Si  nous  considérons  la  quadrique  Q 

^^  4-  y-  —  z-  —  C  =  o , 

le  cône  circonscrit  à  Q,  de  sommet  x„,  j^,  r„,  a  pour  équation 

(•3^0  +  r,l  — -^  —  C)  (j:-2 -f- y'— x;- -  C)  —  (^oo: -I- jo7  —  ^0- —  C)2  =1  0 

OU  encore 

(i  10)      {xl  -{-yl  —  zl  -  C)  [(.r  -  .ro)-+  (y  —  jo)'-  (^  -  ^o)-J 

L'équation  (108)  exprime  donc  que  b\,  //,,  B',  sont  les  paramètres 
directeurs  d'une  génératrice  du  cône  de  sommet  (è,,  b.^,  B,)  circon- 
scrit à  Q.  Autrement  dit,  la  courbe  lieu  du  point  (/>,,  b.^,  B,)  est  l'arête 
de  rebroussement  d'une  développable  circonscrite  à  Q.  Si  donc  nous 
nous  donnons  la  valeur  de  la  constante  C,  la  quadrique  Q  est  connue, 
nous  pouvons  circonscrire  à  Q  une  développable  et  nous  prendrons 
pour  b^,  />2,  B,  les  coordonnées  d'un  point  courant  de  l'arête  de 
rebroussement;  en  prenant  ensuite  B^=z\;b\-i-bi+Bl— C,  nous 
aurons  Bo;   nous  donnant  ensuite  a^  et  A,  nous  avons  un  couple  S 

et  S,  obtenu  sans  quadratures  autres  que   /  «3  t/A  et    /  A^dA.   Ici  S 

et  S,  jouant  le  même  rôle,  on  peut  supposer  C  >>  o  et  même  C  =  i,car 
on  peut  multiplier  par  un  même  facteur  les  fonctions  a,,  a.,,  ...,  B3, 
à  condition  de  diviser  A  par  le  même  facteur.  On  pourra  donc  écrire 

(lll)  «jznshcp,  Aszzicho,  A  =::  ^ —  l" , 

Journ.  de  Muth.  (g*  série),  tome  1.  —  Fasc.  I,  1932.  9 
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OÙ  /  est  une  fonclion  algébrique  de  f^,  de  sorte  que 


/ 
/ 


cli9<i(/  —  l")  =  l'sho—  /"chcp, 
si)  'sd{l  —  t"  )  =  /'chç —  /"sh  9. 


On  prendra  d'autre  part  une  courbe  algébrique  G  arbitraire  sur  la 
quadrique  x- -\- y- —  z'-  — 1  =  0;  l'arête  de  rebroussement  F  de  la 
développable  D  circonscrite  à  Q  le  long  de  G  s'oj^tiendra  algébrique- 
ment, nous  aurons  ainsi  un  couple  algébrique  S,  S,.;  quand  le  para- 
mètre de  déformation  est  nul,  nous  avons  S;  quand  il  devient  égal  à  i, 
nous  obtenons  S,  ;  mais,  pour  les  autres  valeurs  de  ce  paramètre,  nous 
aurons  des  surfaces  déformées  de  S  ou  S,  qui  ne  seront  plus  algé- 
briques. 

Donnons  immédiatement  un  exemple  simple;  sur  la  quadrique  Q, 


r 


on  peut  exprimer  les -coordonnées  d'un  point  courant  avec  deux  para- 
mètres Çk,  (j.),  ainsi  que  les  coordonnées  u,  c,  <r,  p  du  plan  tangent, 
par  les  formules 

I>.  —  a  \  +  'f.lJ.  I  —  Au 

y,  -h  fx         -^       ),  +  fi  /  -4-  .u 

«  =  >  — /J-,  ('  ;=  I  +  >./J.,  (r=:/,rji  — I.  p  =z  — '/.  —  p.. 

En  prenant  'k  =  il-,  nous  avons  une  développable  D  de  troisième 
classe 

(  1 1 3  )        a  =z^  fjL-  —  jJ-,  ('  —  14-  /J-',  (V  =:  jjL*  —  I .  /^  =  —  IJ-'  —  [J- 

L'arête  de  rebroussement  F  est  la  cubique  gauche 


.4)             .r=  — 

i-lj. 

J^- 

14-  /j.  +  fj."^ 

3.a          ' 

I  +  IX-' 

3ix{i-(j.) 

Je  prendrai 

a-;,  ^rsho,  Aj^iclicp,  A  :=  e^ï 
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et  j'ai  le  couple  algébrique 

^  —  ^  ; — 7.  '  X,  =  a-  .y— — '■ , 


s    Y  -  a-^  '  '^  '^  ^  ■"•'   -  s     Y  -  ^.  Un  y- 

0^1  —  a )  o,   '    1 1  __  3<2  — , 

ilJ.  ■  1  -3(,-p.) 

/^  =  —  —  5<,  Z,  =  —  +  a, 

où  j'ai  remplacé  c'^  par  a. 

On  voit  que  la  surface  S,  ne  recouvre  S  que  sur  la  région  [j.  >■  o  ; 
dans  tous  les  exemples  obtenus  par  cette  méthode,  à  cause  du  radical 

Bo  —  s^^i"l-  ^2  ~  1^1  —  I'  nous  aurons  une  surface  S,  ne  recouvrant  S 
que  sur  les  régions  limitées  par  des  plans  méridiens  correspondant  aux 
arcs  de  F  satisfaisant  à  l'inégalité  ./;'  -{- y-  —  z"^  —  i  ^  o.  Nous  pouvons 
prévoir  a  priori  le  nombre  des  points  d'intersection  de  F  et  de  i)\  en 
elTet,  F  est  la  polaire  réciproque  par  rapport  à  Q  de  la  développable 
enveloppe  des  plans  osculateurs  de  G;  si,  en  un  point  de  C,  le  plan 
osculateur  à  celte  courbe  est  langent  à  Q,  le  point  correspondant  de  F 
est  sur  Q  (coïncidant  d'ailleurs  avec  ce  point  de  C);  car  le  plan  oscu- 
lateur de  C  contient  deux  tangentes  consécutives  de  C,  tandis  que  le 
point  de  F  est  à  l'intersection  des  deux  tangentes  conjuguées  de 
celles-là.  F'ans  le  plan  coXa  image  de  Q,  les  asymptotiques  de  Q  ont 
pour  image  les  droites  parallèles  aux  axes  coX,  coix,  et,  pour  avoir  les 
points  de  C  où  le  plan  osculateur  est  tangent  à  Q,  il  suffit  de  mener 
à  l'image  de  C  les  tangentes  parallèles  àœXou  cop..  Nous  pourrons  donc 
obtenir  des  courbes  F  coupfant  Q  en  un  nombre  arbitrairement  grand 
in  dépeints^  S  sera  partagée  en  in  régions,  alternativement  recou- 
vertes ou  non  par  la  surface  S,.  Cette  disposition  curieuse  méritait 
d'être  signalée.  Avec  l'exemple  numérique  X=ui.-,  le  nombre  //  est 
égal  à  l'unité. 

18.  Nous  pouvons  maintenant  étudier  rapidement  les  couples  de 
surfaces  applicables  fournis  par  le  type  IV.  La  courbe  (A)  est  une 
droite,  donc  elle  doit  bien  s'appeler  (A)  et  non  (B);  (A)  est  l'axe 
des  ::,  (B)  est  une  courbe  arbitraire  et,  avec  le  Tableau  (12),  nous 
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devons  choisir  deux  constantes  arbitraires  C  et  /^,  et,  puisque 

^3  —  h  B3      et      />',-  +  h':-  =  b;-  4-  b;-  +  b;,-  . 

on  aura 

\  6;2^bv  +  b;=»  +  b'3^(i-/«2). 


(..5) 


Un  raisonnement  déjà  fait  montre  que  la  tourbe  (B,,  B,,  B3)  est 
l'arête  de  rebroussement  F  d'une  développable  D  circonscrite  à  la 
quadrique  Q  de  révolution 

,^.2  _|_   yi  _^  -2  (■  ,  _  /j2  )  _  C  =:  O. 

On  opérera  comme  plus  haut  pour  avoir  une  courbe  (B)  algébrique  et 
l'on  prendra  ensuite 


b^  =  //  B3.        ^1  =  v/Bj  4-  B^  +  B j  ( I  -  /?-^  )  —  C. 
Comme  on  a 

«^  +  ai;  (i  —  h'-)  =  C, 

si  {]  ^  o  et  si  o  <^  /»  <[  I ,  on  posera 


rto=:=\/Ccoso.  f/3:=  i  / ^^sino, 

et  les  quadratures   /  a.^  dA,   /  a.^  dA  s'efTcclueront  en  écrivant 

A  =  /  -\-  L\ 
où  /  est  une  fonction  ali;ébrique  de  coscp  et  sina>.  On  a  ainsi 


\,r.AB., 
Y,  =  AB,, 


/.   ._  \B,-//    /  a,,l\^\\\,-  j  .\,(/\. 
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Si  C  >»  0  et  //  >>  I ,  on  pose 


-  /    c 

«2^=  \/G  cil  9,  «3=:=  4  /  — sli  cp  et  A  rr  ^ 

où  t  est  fonction  algébrique  de  e*. 
Si  G  <^  o  et  //  ^  I ,  on  pose 


cî"^  :=  i  / —  ch  9,  «2  =:  \J —  G  sh  cp  et  .V  ^=z  l  —  l" . 

On  pourrait  se  demander  ici  si  le  couple  S,  S,  étant  ainsi  constitué, 
la  courbe  (B)  ne  permettrait  pas  de  déterminer  une  autre  déformée 
de  S,;  en  effet,  Oj^  et  la  courbe  (B)  étant  donnés,  on  peut  déplacer 
sur  Oj  le  point  pris  pour  origine;  soit  r„  la  cote  d'un  point  pris 
sur  O  r;  si  la  courbe  (B)  avait  ses  tangentes  également  tangentes  à  une 
seconde  quadrique  (V  de  révolution  autour  de  O  :^, 

x'-  +  y'--^{z~z,Y{i-h'^)-C'=o,- 

on  pourrait  en  déduire  une  nouvelle  déformée  de  S,i  mais  alors, 
(B)  devant  être  arête  derebroussement  de  la  développable  circonscrite 
à  Q  et  Q',  (B)  se  réduirait  à  un  point,  puisque  Q  et  Q'  ont  le  même 
axe  de  révolution;  donc  nous  n'obtenons  rien. 

La  constante  h  ne  peut  être  nulle;  si  l'on  avait  A  =  1,  on  aurait 
ai  =  G,  et,  comme  on  peut  réduire  G  à  l'unité,  on  aurait 


Un  calcul  déjà  fait  montre  que  le  point  (B,,  Bo,  o)  décrit  une  tangente 
au  cercle  x--hy-  ~  i  =  o,  on  pourra  donc  supposer  B2^=  i,  /^,  =  B,, 
et  alors  les  deux  surfaces  S  et  S,  coïncident. 

Si  l'on  suppose  G  =  o,  la  quadrique  Q  est  un  cône,  la  courbe 
(B,,  Bo,  B3)  est  une  courbe  plane  contenue  dans  un  plan  tangent  au 
cône;  écrivons  i  —  /r  =  —  /n^,  et  je  pourrai  supposer 


B2= /«B3,         6,=:B,,         0.^=^0,         ^3=  y' I -H /«2B3,         «2=://<a3, 

et  l'on  constate  aisément  que  S  et  S,  peuvent  coïncider  par  rotation 
autour  de  Ox.  Finalement,  on  doit  donc  simplement  garder  le  cas 
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d'une  quadrique  de  révolution  à  centre  non  développable,  ou  encore 
d'un  paraboloïde  de  révolution.  Ce  cas  du  paràboloïde  correspond  au 
Tableau 


(a)  o      a.,     03 

(116)  < 

ib)         b,      0      b. 


(A) 

0 

0 

m 

(B) 

B/ 

B2 

m 

avec 

(1  17)  a\  —  initti^^  Hj  4-  B^  —  2/nl>3—  b\  =r  o. 


L'équation 


6V  =  b7  +  b;^ 


entraîne  que  la  courbe  (B,,  Bo,  B3)  soit  l'arête  de  rebroussement  F 
d'une  développable  circonscrite  au  paraboloïde 

(118)  x'^-\-y- — 2/»c  =  o; 

on  aura  une  courbe  (B)  algébrique  comme  plus  baut  et  l'on  pourra 
prendre  pour  A  la  dérivée  seconde  d'une  fonction  algébrique  de  a., 

afin  que   /  a.,dK  et   /  a?,  c/A  soient  algébriques  en  même  temps  queA. 

Dans  le  cas  du  mécanisme  IV,  on  fera  les  mêmes  remarques  que 
précédemment  sur  les  régions  de  S,  effectivement  recouvertes  par  S, 
à  cause  du  radical  qui  donne  b^.  On  remarquera  que  s'il  s'agit  d'un 
ellipsoïde  de  révolution,  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  deux 
nappes  ou  du  paraboloïde  de  révolution,  en  jjartanl  d'une  courbe 
réelle  C  située  sur  la  quadrique,  l'arête  de  rebroussement  Y  perce  la 
quadrique  en  points  tous  imaginaires  et  la  quantité  b^  est  tonjouis 
réelle  :  les  deux  surfaces  S  et  S,  se  recouvrent  complètement.  Si  la 
quadrique  est  un  liypexboloïde  à  une  na{)pe,  on  retrouve  la  possibilité 
de  partager  la  surface  S,  en  -in  secteurs  alternativement  recouverts 
ou  non.  '' 

Pour  avoirun  exemple  numéiique,  je  pourrai  prendre  C=  i,  //  =  \  2, 
de  façon  à  retrouver  la  quadrique  x"^  -\- y-  —  z'^  —  \^=  o  déjà  étudiée; 
en  prenant  la  même  courbe  d'image  X  =  jj,-,  o^^cho,  ^/3=  slio,  A=  C''^ 
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et  posant  6'-?=  a,  j'aurai 


3(,-f..)' 


S        M-=i-H-«, 


I-  —  «'  ^5 — -. ^  +  a: 


Ai=:  a-  ^ 

I  —  '/ 


/,  =  0} -  "—. f-  a  \/2. 

3/^1  — p.  3 


19.  Le  mécanisme  V  conduit  à  des  résultats  semblables.  Supposons 
la  conique  (a)  à  centre.  Les  formules  du  Tableau  (17)  montrent  que 
l'on  doit  avoir  à  la  fois 

La  courbe  (^,,  l).,,  b.^)  est  donc  l'arête  de  rebroussement  F  d'une  déve- 
loppable  D  circonscrite  à  la  quadrique  Q 


Si  l'on  remplace  //<  par  — '->  h^  par  ^-^ >  on  voit  que  la 

conique  (r/)  étant  donnée  par  l'équation 

a  et  ^  étant  soit  réels,  soit  imaginaires  pures,  on  doit  fixer  C  et  circon- 
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scrire  une  développabic  à  la  qiiadrique  Q 

(120)  — — r- +  T^f^.  —  7T  —  I  =  f>. 

d'où  Ton  déduit  (h)  et  par  suite  (A)  et  (B).  On  remarquera  que  la 
quadrique  Q  est  l'une  quelconque  de  celles  qui  appartiennent  au  fais- 
ceau homofocal  déterminé  par  la  conique  (a)  et  le  cercle  de  Tinfini; 
la  conique  (A)  est  la  section  de  Q  par  le  plan  5  =  0.  La  courbe  (B) 
est  arête  de  rebroussemcnt  d'une  certaine  dcveloppablo  circonscrite  à 
la  quadrique  Q'  ' 

Il  est  facile,  comme  plus  haut,  d'avoir  deux  surfaces  S  el  S,  ali;é- 
briques.  Les  formules  donnant  S  et  S,  sont  : 

X  =  A  ^,  -  /^  «,  f/A, 
Y  -  A^,  -  fa,d/^, 

[  X,  =  A^-A,  fa.dA, 
1  ''  1  J 

^^'^      Y,=  A^  ~l,,j'  a,dk, 
fz,  =:AB,. 

Remarquons  que  l'on  peut  supposer  C  >>  o,  sinon  on  renverserait  le 
rôle  de  {a)  et  (A).  Nous  supposons  d'abord  {a)  et  (A)  coniques  homo- 
focales  non  sécantes  de  façon  que  //,  et  //.  soient  réelles.  Alors, 
si  (a)  est  une  ellipse,  Q'  est  un  ellipsoïde  réel  et  Q  un  hyperboloïde  à 
une  nappe;  tout  point  réel  de  S,  a  un  homologue  réel  sur  S,  mais  il 
peut  y  avoir  des  points  réels  de  S  sans  homologue  réel  sur  S,  à  cause 
du  radical  qui  donne  H.,,  la  courl)e(/>)  pouvant  couper  hi  quadrique  (^ 
en  des  points  réels,  pour  la  raison  donnée  au  Chapitre  précédent, 
tandis  que  (V  n'étant  pas  à  génératrices  réelles  la  courbe  (B)  ne  peut 
couper  ()'  en  des  points  réels.  Si  {a)  est  une  hyperbole,  toujours 
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avec  G  >>  G,  Q  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  Q'  un  hypeFboloïde 
à  une  nappe;  cette  fois  les  rôles  de  S  et  S,  dans  la  correspondance  par 
points  réels  ou  imaginaires  sont  renversés. 

Si  l'on'  suppose  les  coniques  (a)  et  (A)  réelles,  mais  de  genre 
opposé,  donc  sécantes,  en  général  l'une  des  surfaces  S  étant  réelle, 
l'autre  S,  sera  complètement  imaginaire  :  supposons,  en  effet,  a  et  [i 
réels,  a  ^  ^  ^  o  et  a-^  C^  p-  ;  //,  est  réel,  h.^  imaginaire  pure;  à  un 
point  réel  de  S  correspond  un  point  de  S,  pour  lequel  X,  et  Z,  sont 
réelles  et  Y,  imaginaire  pure  (Q  est  ici  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes);  mais,  si  l'on  s'arrange  pour  que  la  courbe  {b^^  b.,,  b^)  ait  le 
plan  xOz  pour  plan  de  symétrie  et  admette  des  points  à  coordonnées 
bf  et  ^3  réelles  mais  b.,  imaginaire  pure,  en  prenant  sur  (a)  les  points 
à  coordonnée  a,  réelle  et  a.^  imaginaire  pure,  on  obtient  des  points 
réels  de  S,,  de  sorte  que  S,  est  néanmoins  réelle  et  Ton  a  de  nouveau 
un  exemple  de  correspondance  par  point  réel  pour  point  imaginaire 
entre  deux  surfaces  réelles  applicables. 

Dans  le  cas  où  la  conique  (a)  est  une  parabole,  on  a  des  résultats 
analogues;  j'adopterai  le  Tableau 


(122) 

d'où 


L'égalité 


{a)         «r,     a-2      o  (A)         «jH h^a-y      o 

(b)         b,     b,     b,  (B)         b,-'^       ^      B3 


al{i  —  h\)  —  2m<7i  =:  Bi;(i  —  h'i)  -{-h'I  —  2mB,  —  b'\=iQ. 

b'i  =  \^i{i-iii)-\-\^i 


entraîne  que  la  courbe  (B,,  B^,  B3)  soit  arête  de  rebroussement  d'une 
développable  circonscrite  au  paraboloïde 

)•-  (i  —  h:,)  -\-  z-  —  2nix  ^^  o. 

En  posant  p  —  r-j?  on  voit  que  (B)  est  arête  de  rebroussement 

d'une  développable  circonscrite  au  paraboloïde 

Journ.  de  Math,  (g'  série),   tome  1.  —  Fasc.  I,  192^.  ï^ 
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et  alors  tout  est  parfaitement  déterminé.  On  s'arrangera  encore  comme 

précédemment  pour  avoir  des  surfaces  algébriques. 

-    Pour  avoir  un    exemple   simple  emprunté    au    mécanisme   V,  je 

prendrai 

ce  qui  fait  intervenir  des  cercles  au  lieu  d'ellipses,  ce  qui  ne  gêne  pas. 
Je  prends  pour  courbe  {b)  la  cubique  déjà  obtenue,  puisque  la  qua- 
drique  Q  est  encore  x^  H- v^  —  z-  —  \  =^  o.  J'ai 


-i-ix 

I  -  IJ. 

-I-fa 

3  IX  3^(1^ —  IX  ) 

R      .  /r  -  ^  -  f^         p,  — >/;'  +  f^-  +  f^'         R_WlV^. 

i^jL  3  p.  3(i  — jj.)  ' 

et,  en  prenant 

A  =:  cos^9,          rt,  =:  \/2  co'so,  «"  =r  ^  2  sin  ©, 

X=:  COSTCO  ^  -I ^COS*©, 

'I  —  p  3 

c    ]  ,-■  ,      I  +  u.  +  a-         2  v'o    . 

-5   \   \   zncos-o- !r ■ 1 ^sin'^c?, 

3, a  3 

Z    zr:  COS-CP 


3p.(l  — /a)' 


l    X,=  V2COS-C9  =-  +T-COS*Cp, 

l  '   I  —  IJ.  3 


Z,   =:         COS-O 


3(.-.u)  ' 


Conformément  aux  prévisions,  S,  ne  recouvre  S  que  sur  la 
région  t;.  <C  o. 

20.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toute  développable  circonscrite 
à  une  quadriquc  Q  permettra,  si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées 
les  axes  de  (),  tle  déterminer  trois  séries  de  couples  du  type  ^  dépen- 
dant d'une  fonction  arbitraire  (A  avec  les  notations  de  ce  travail);  il 
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faut,  en  effet,  indiquer  celui  des  trois  axes  de  ()  qui  s'appelle  O^,  Si 
cette  quadrique  Q  est  de  révolution,  ces  trois  séries  se  réduisent  à  deux, 
mais  on  aura  une  nouvelle  série  du  type  IV  en  prenant  l'axe  de  révo- 
lution pour  O  z\  si  cette  quadrique  est  même  un  hyperboloïde  de  révo- 
lution à  une  ou  deux  nappes  de  cône  asymptotique'  x-  -{-  y"^  —  z-  =^  o, 
on  peut  en  déduire  de  plus  une  famille  de  couples  du  type  III.  Mais 
nous  n'obtenons  à  chaque  fois  qu'un  couple  pour  les  types  IV  ou  \  .  Il 
résulte  de  là  que  les  développables  intéressantes  seront  celles  de  qua- 
trième classe  circonscrites  à  un  faisceau  tangentiel  de  quadriques  et 
les  développables  de  troisième  classe,  circonscrites,  comme  on  sait, 
à  toutes  les  quadriques  d'un  réseau  tangentiel  ayant  une  génératrice 
commune;  il  suffira  d'ailleurs  de  se  donner  l'arête  de  rebroussement, 
qui  est  une  cubique.  Ces  développables  de  quatrième  classe  ou  troi- 
sième classe  pourront  être  successivement  associées  à  chaque  qua- 
drique inscrite,  mais  nous  n'obtenons  à  chaque  fois  qu'un  couple. 

21.  Le  problème  que  j'ai  traité  en  détail  se  trouve,  par  une  coïncr- 
dence  curieuse,  identique  au  problème  suivant  : 

Dèlerminer  toutes  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  sont 
spJiériques  dans  les  deux  systèmes. 

Je  renvoie  au  Tome  IV  de  la  Théorie  des  Surfaces  de  Darboux, 
pages  26  et  suivantes.  Avec  un  léger  changement  de  notations,  le 
résultat  est  le  suivant  :  on  détermine  de  la  manière  la  pliis  générale 
six  foncliojis  A^de  a  et  six  fonctions  Bfde  ^  vérifiant  identiquement 
la  relation 

c 

(123)  ^(A,— B,r-=o, 

puis  on  prendra  l'enveloppe  de  la  sphère  varicdde  définie  en  coor- 
données pentasphériques  par  V équation 

1 

Les  deux  nappes  de  l'enveloppe  seront  les  surfaces  les  plus  géné- 
rales cherchées.  ' 
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L'équation  (i23)  est  celle  à  laquelle  se  réduit  le  problème  traite 
dans  ce  Mémoire  en  remplaçant  ia^  par  A-,  la.,  par  A5,  m.,  par  Af,, 
et  de  même  ib^,  ib.,,  ih^  par  B,,,  B5.  Bg. 

La  méthode  esquissée  parDarboux  consiste  à  introduire  une  substi- 
tution orthogonale  dans  l'espace  à  six  dimensions  de  façon  que  les 
fonctions  A,  satisfassent  à  i,  2,  ou  3  relations  telles  que  : 

I**  Chaque  relation  ait  la  forme 

A/,:r:0  OU  A/;+«Â^.=:o; 

2°  La  même  dérivée  A/,  ne  figure  que  dans  une  relation. 

Cette  méthode  est  peut-être  plus  intuitive  pour  remarquer  que  les 
quadriques,  coniques,  droites  et  plans  joueront  un  rôle  prépondérant; 
mais,  au  point  de  vue  de  la  réalité,  pour  le  problème  des  mécanismes, 
elle  serait  peut-être  un  peu  plus  pénible;  cet  inconvénient  disparaît,  au 
contraire,  si  l'on  se  borne  aux  coordonnées  pentasphériques.  Je  dois 
signaler,  d'ailleurs,  une  omission  dans  l'exposé  de  Darboux  :  Darboux 
écarte  le  cas  d'une  seule  relation  de  la  forme  A'/,=  o,  ce  qui  est  exact, 
mais  il  écarte  aussi  le  cas  d'une  seule  relation  de  la  forme  A/,  -j-  i\\  =  o, 
ce  qui  n'est  plus  exact.  En  effet,  la  solution  définie  par  les  relations 

Aj  + Aî;  +  A|  + A^rzio,  A5+fAc=0, 

li,  =  B,  =  B3  r=  B.  =  o,         Bs+iBe^io 

correspond  précisément  au  mécanisme -I  de  ce  tiavail,  constitué  par 
une  droite  et  une  surface  de  révolution  autour  de  la  droite. 
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Sur  les  séries  de  polynômes  à  une  varùible  complexe  ; 
Par   îV.    ABRA31ESC0. 


1 .  Considérons  une  série  de  M.  Appell (' ), 

où  les  a,i  sont  des  quantités  données  et  où  les  polynômes  donnés  P,j(j;) 
ont  leurs  racines  intérieures  à  une  courbe  (G).  Proposons-nous  de 
trouver  la  région  de  convergence  de  ces  séries^  quand  les  polynomesP  „(x) 
sont  liés  par  des  relations  données. 

2.  Considérons  le  cas  où  les  polynômes  V ,^(^x)  sont  donnés  par  une 
relation  récurrente  de  Poï>îcare(^) 

(2  )        l\k{-r)  P„+/.(^')  +  Ha-1  (^O  P„4-/.-i  (^)  +  .  .  .  +  Ro('^)K(-3?)  =  <> 

{n  =rO,    I,  2,  3,    .  .  .), 

k  étant  un  nombre  donné  et  l\.s(^)  des  fonctions  données  qui  dépendent 

de  X  et  du  rang  n. 
p 
Posant  ^„=  -jr-^'  la  relation  (2)  s'écrit 


H/,_,  ,         ,    R.       ,    Rc 


(')  Voir  P.  Appkll,  Sur  les  développements  en  série  sui^'ant  les  im-erses  de 
polynômes  donnés  {Comptes  rendus,  t.  157,  p.  5  et  ioli2  ;  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  novembre  igiS;  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France,  t.  58,  1920,  p.  i).  —  N.  Abbamesco,  Comptes  rendus,  l.  172,  1921, 
p.  649. 

(-)  PomcAUÉ,  Sur  les.  équations  linéaires  au:v  dijfcrenliclles  ordinaires  et 
aux  différences  finies  {American  Journal,  vol.  VIT), 
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et  si,  pour  n    -  oc,  le  rapport  ('„  a  une  limite,  cette  limilc  est  une  racine 
de  réquation 

(  3  )  F  (  /,  ;  =  l'  +  A,._,  /.^-»  4- .  . .  +  A 0  =  < ., 

où 

A,—  hm  --. 

Par  un  procédé  analogue  à  celui  employé  par  Poincarc  (')  pour  le 

P 

cas  /i:  =  3,  on  montre  que  le  rapport  -retend,  en  général,  vers  la 

racine  cl{x)  de  plus  grand  module  de  l'équation  (3). 
La  série  de  Poincaré^ 

qui  est  une  série  de  polynômes  P,i(.r)  liés  par  la  relation  (2),  a  sa 
région  de  convergence  (  ^)  limitée  par  la  courbe 

I  a(^)J  =  p, 
a(.r)  étant  la  racine  de  plus  grand  module  de  l'équation  (  3),  et 

-  =  lim  v/|a„|. 


5.  Considérons  une  série  de  M.  Appell, 

V     '^" 

.^l\(.r)' 

les  polynômes  P«(^)  étant  liés  par  la  relation  (2),  et  les  poly- 
nômes P„(ir)  ayant  leurs  racines  intérieures  à  une  courbe  (C).  Pour 
trouver  la  région  de  convergence  de  celte  série,  considérons  la  série 

convergente  à  l'extérieur  du  cercle  |  5  |  =  p  =  lim  '(/[  a„  |. 


(')  PoL\t:ARÉ,  loc.  cil.  —  Voir  aussi  Picakd,  Traité  d' Analyse,  t.  III.  p.  l\io. 
('^)  Pk;ari),  Traité  d'  Ina/ysc,  t.  111,  p.  ^.u». 
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Laissant  de  côté  certains  cas  exceptionnels,  nous  supposerons  que 
l'équation  (3)  a  toutes  ses  racines  distinctes  et  que  a(ic)£stla  racine 
de  plus  grand  module  de  cette  équation. 

Supposons  premièrement  |a  |  >  p  et  considérons  un  nombre  p,,  tel 

que  p  <^  p,  <^  I  a  |.  Nous  avons 


lim 


>Pi 


et  si,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  que  l'on  a  cette  inégalité  en 
partant  de  n  —  o,  nous  aurons 


>  pi> 


>pi, 


>pi; 


I  P«  i  >  I  î^>  1 9'\  ; 


< 


Pol     Pï 


Donc,  si  I  a]  >>  p,  la  série  de  M.  Appcll  est  valable,  comme  ayant  les 
modules  de  ses  termes  plus  petits  que  ceux  de  la  série  couver- 
gente(4)(p.>p). 

Supposons,  au  contraire,  que  |  a  |  <^  p  et  que  |aj<:^po<:^p.  Nous 
aurons 

<p2<P 


et,  si  cette  inégalité  existe  depuis  n  =  o,  on  a 


|p»l<llMp^ 


p  J  I  Po  1      p? 


Donc,  si  I  a  I  <;  p,  la  série  (i)  est  divergente  comme  ayant  les  modules 
de  ses  termes  plus  grands  que  ceux  d'une  série  divergente 


{9^.<9)- 


Il  en  résulte  que  la  courbe  de  convergence  de  la  série  de  M.  Appelle  où 
les  polynômes  V„(x)  sont  liés  parla  relation  (2),  est  donnée  par  V  équa- 
tion \y.{x)\  —  p,  a(.37)  étant  la  racine  qui  a  le  plus  grand  module  de 
l'équation  (3). 

La  courbe  (T),  |a|  =  p,  {x  —  X  +  iY),  du  plan  XOY,  sépare  le 
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plan  en  deux  régions,  l'une  intérieure  à  la  courbe,  et  l'autre  extérieure 
où  se  trouvent  les  points  à  l'infini.  Pour  une  de  ces  régions,  on 
a  I  y.(x)  I  —  p  >  o  et,  pour  l'autre,  |  a|  —  p  «<  o;  donc,  d'après  ce  que 
nous  avons  vu,  dans  la  première  région,  |  y.(x)  |  —  c  >>  o,  la  série  de 
M.  Appell  converge,  dans  l'autre  elle  diverge.  Or,  la  série  (i)  converge 
pour  X  tendant  vers  l'infinî,  qui  est  dans  la  région  extérieure  à  la 
courbe  (F)  et  donc  la  série  de  M.  Appell  sera  convergente  dans  la  région 
extérieure  à  la  courbe  |  a(.r)l  =  p,  qui  est  en  même  temps  extérieure  à  la 
courbe  (6).o//  se  trouvent  les  racines  des  polynômes  P„(a"). 

\.   Exemples.   —   i"  V„{x)  —  (x  —  ay.  La  relation  (2)  et  l'équa- 
tion (3) sont 

P«('^)  =  (-^"  — «)!*«-!  (^^),         'l.  —  JC  —  a. 

La  série  de  M.  Appell  est  dans  ce  cas  ^  7 — _^'  .„  >  et  la  région  de  con- 
vergence est  le  domaine  extérieur  au  cercle  ]  a  |  =  p,  ou  |.j-  —  ^  |  =  p-  el 
l'on  retrouve  les  résultats  connus. 

2°  Supposons  que  Vj,(^x)  soit  \q polynôme  de  Legendre, 

1       d"{x-^—i)" 

qui  a  toutes  ses  racines  réelles  et  sur  le  segment  (  —  i.  -1-  i).  La  rela- 
tion (2)  et  l'équation  (3)  sont 

nP„ —  (?./)  —  l)^P„^,  -h  (//  —  l)P„_,=:  O,  À-—  0//..V  +  I  =:  o. 

Faisant  la  transformation  conforme 


i(^-i 


les  racines  A'  et  \"  de  l'équation  (3)  sont  H  et--  Dans  l'hypothèse 
I  ^  I  >>  I ,  la  région  de  convergence  est  le  domaine  extérieur  à  l'ellipse 


.r=^it+'r), 


de  lovers  —  i,  -^  i 
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'^°  Considérons  \q^  polynômes  orthogonaux  (^  )  P,^(.x),  qui  généra- 
lisent les  polynômes  de  Legendre  et  qui  sont  définis  par  les  relations 

r" 


i 


©(j?)  V%{x')  dx  r:=  I/,  i:r  COnsL.  , 


où  9(r)  est  une  fonction  positive  et  intégrable  dans  l'intervalle  (a,  6). 
On  sait  que  les  polynômes  l^„(./)  ont  leurs  racines  réelles  et  sur  le 
segment  («,  b).  Dans  le  cas  ^  =  —  i ,  è  =  i,  cp(.a7)  =  i ,  on  a  les  poly- 
nômes de  Legendrc. 

Posant,  dans  le  cas  général, 


I„  = 


D„(?) 


on      o  '!  + 1 


f  9( 


t  )  t'  dl , 


le  polynôme  P,i(-ç)  est  donne  par 


P«(^r 


ih,-i{9) 


■^A'o —  ,A''i 


•  O  /l  —  1  ,->  /i        ^  o  «  ,^  «4- 1 


P«(^') 


D._.,(F) 


•^  fin         ,A''i-t-i 


.■^  2«— 2  ,-)  2"  —1 


F-=(^--0?(0, 


D„_i(?)' 
i''s+i=  f     (x  —  l)o(i]l'  dt=  i     F( 


^  )  L'  dt^ 


et  Ton  voit  que  !)„  ,  (F)  et  D„_,  (cp)  sont  respectivement  les  détermi- 


(')  Voir  Darboli.v,  Mémoire  sur  V  approximation  des  j'onclions  de  très  grands 
nombres^  et  sur  une  classe  clendue  de  développements  en  série  {Journal  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées,  l.  IN  ,  1878,  p.  t\\i). 

Journ.  de  ftlalli.  (  i)«  série),  loiiie    I.   —   l"'asc.  I,   192  >.  II 
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nants  des  formes  (V)  quadratiques 


La  relation  de  récurrence  connue  (^),  entre  trois  polynômes  con- 
sécutifs, est 

et,  avec  les  notations  employées,  on  trouve 


c  "  - 1      ."■/(+ 1 


a  2"  - 1      <~i  2/1+1 


,"•  'I-  2  ,5  /( 


rt  "  -  1        ft  " 


n  2/(-:i        ,-.  2"-  I 


et  pour  n-^^,  l'équation  (3)  devient 


•->/<-!<?) 


'/:' 


b  — 


a  +  b 


).  +  I  —  (» 


('^  Etudiées  par  M.  Szegô  dans  son  Mémoire  A  Hankel-féle  formdkr6l{  Les 
formes  de  Ilankel)  dans  le  bullelin  hongrois  Mathemaùkai  es  Termeszeltudo- 
manyi  crtesilô,  1918,  p.  497-  M.  Szego  considère  les  polynômes  P„(j;)  qui  sont 
égaux,  aux  déterminants  des  formes  de  Hankel  et  démontre  que  ces  polynômes  satis- 
font aux.  conditions  des  polynômes  orthogonaux:  il  obtient  une  relation  (incom- 
plète) de  récurrence  (d'ailleurs  trouvée  par  Darboux  en  18-8)  entre  trois  pol^- 
nomes  consécutifs  (sans  dire  un  mot  des  grands  géomètres  5/f'e///e.v  et  Darboux. 
qui  ont  étudié  ces  polynômes)  ;  il  démontre  que  la  limite  pour  n  -t--  00  de  \  \* „  ( ./  ) 
est  égale  à 


10K(.V-/) 


V'i'-"!   <l  —  l>] 


eLenllii,  que  les  courl)es  de  convergence  des  séries  ^  c„  P„(-^')  sont  des  ellipses 

de  foyers  (i  et  b. 

(-)    Ko</' aussi    le   Cours   d'Analyse   sti/x-ricttre    fait,    à    la    Sorbonnc,    par 
,\|.  M.  Picard,  en  1918, 
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La  région  de  convergence  de  la  série  (  '  )  de  M.  Appell  est  le  domaine 
extérieur  à  l'ellipse 

a  +  b        h  —  n  [  \\ 

2  4       \  a/  II. 

de  foyers  a  et  h. 

[\^  Considérons  les  polynômes  électrosphériques  P„(j?)  qui  admettent 
la  fonction  génératrice 


I  —  -ît-v  -\-  i-       ^ 


Ces  polynômes  ont  été  rencontrés  par  MM.  Guillet  et  Aubcrt{^)  dans 
leurs  recherches  sur  l'attraction  mutuelle  de  deux  sphères  électrisées  ou 
d'une  sphère  et  d'un  plan;  la  capacité  commune  des  deux  armatures 
en  présence  est  donnée,  à  un  facteur  près,  par  la  série  de  M.  Appell 


(■i 


La  relation  (2)  est 

On  voit,  de  cette  relation,  que  la  suite  de  Sturm  :  V^Çx),  P,(j^'),  ..  ., 
P„(x'),  devient  respectivement  pour  —  1,4-1, 

I,     — 2,     3,      ...,     (— 1)«(/«  4- 1);  I,     2,     3,      ...,     (n  +  i); 

donc  la  suite  perd,  entre  —  i  et  -f- 1,  ai  variations,  et  donc  les  poly- 
nômes P„(a?)  ont  leurs  racines  réelles  sur  le  segment  (—1,  +  i)- 

L'équation  (3)  est  X-  —  2Xj:'  h-  i  =  o,  et  la  région  de  convergence  de 
la  série  (5),  où  p  =  lini  v/|«,i  |  =  i,  est  limitée  par  le  segment  ( —  i,  -\-i), 

et  donc  cette  série  est  valable  dans  tout  le  plan  XO  Y  (,r  ==  X  4-  «Y), 
sauf  sur  la  coupure  (  —  i ,  -t-  i)- 

(')  Comptes  rendus,  i.  135,  1912,  p.  i3g,  '^(»4,  708,  820;  t.   157,  igiS,  p.  'Mj-j . 
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i5.    Considérons  la  série 

qui  cyénénilise  la  série  de  Laurent.  La  région  de  convergence  de  cette  série  ^ 
quand  les  polynômes  P„(a7)  sont  liés  par  la  relation  (2),  est  le  domaine 
intérieur  à  la  courbe  \  a(rr)  |  =  Pi  et  extérieur  à  la  courbe  |  a(a7)  |  =  p,  et 
qui  est  en  même  temps  extérieur  à  la  courbe  (G)  où  se  trouvent  les  racines 
des  polynômes  P„(a7);  a(.x)  étant  la  racine  de  plus  grand  module  de 

l'équation  (3)  et  p  =  lim  y  |  ^in  1»  r  "^  '^"^^  V  I  ^n  |- 

Exemple.  —  Dans  le  cas  des  polynômes  orthogonaux,  le  domaine  de 
convergence  de  la  série  (6)  est  une  couronne  formée  par  deux  ellipses 
homofocales. 
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Sur  la   «    "séparation    »    des  points  singuliers 
(Vune  fonction  analytique  ; 

Par    J.    SOULA. 


Soit  une  fonction  analytique  F(./;)  pour  laquelle  les  points  d'un 
ensemble  E  sont  singuliers;  l'ensemble  E  est  supposé  à  distance  finie, 
il  est  entouré  par  une  courbe  simple  C  sur  laquelle  F(.z)  est  régulière. 
Admettons  encore  que  F(a,)  possède  d'autres  points  singuliers; 
peut-on  alors,  trouver  une  fonction  ©(•/")  n'admettant  pas  d'autre 
point  singulier  que  ceux  de  E  et  telle  que  F(./)  —  9(^)  soit  régulière 
en  tous  les  points  de  E  ? 

Dans  le  cas  où  F(.r)  reste  uniforme  pour  un  déplacement  sur  la 
(fourbe  C,  on  doit,  comme  il  est  bien  connu,  répondre  par  l'affirma- 
tive. La  fonction  cp (a:)  n'est  autre  que 

I     rv{z)dz 


2  /t: 


rv[ 


Je  dirai  dans  ce  cas  (et  dans  les  cas  analogues)  que  l'ensemble  des 
points  singuliers  E  est  «  séparable  »  et  qu'il  a  été  séparé  par  la  cons- 
truction de  la  fonction  (p(x). 

Dans  le  cas  où  la  fonction  F(a;)  n'est  pas  uniforme,  le  problème  ne 
saurait  admettre  une  solution  aussi  simple  :  si  par  exemple  F(i»7)  n'a 
que  deux  points  singuliers  à  distance  finie  ou  à  l'infini,  il  est  impos- 
sible de  les  séparer.  Une  fonction  qui  n'a  qu'un  point  singulier  à  toute 
distance  est  en  effet  uniforme,  F(./;)  ne  peut  être  égale  à  la  somme 
de  deux  telles  fonctions. 
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On  peut  se  demander,  toutefois,  s'il  n'est  pas  possible  d'obtenir  des 
résultats  en  portant  son  attention  sur  une  détermination  de  la  fonction 
étudiée.  C'est  ce  qu'a  fait  M.  Faber  dans  un  intéressant  Mémoire  {* ) 
consacré  aux  fonctions  multiformes;  mon  but  est  d'appliquer  ses  résul- 
tats à  la  rechercbe  de  points  singuliers  de  fonctions  définies  par  des 
séries  de  Taylor. 

Dans  un  Mémoire  où  ce  dernier  problème  est  étudié  dans  certains 
cas  particuliers  (^),  je  n'ai  pas  fait,  état  du  travml  de  M.  Faber  : 
certaines  démonstrations  ne  paraissaient  pas  convaincantes  et  certains 
énoncés  étaient  trop  généraux.  J'ai  reconnu,  depuis  lors,  l'exactitude 
des  résultats  de  M.  Faber,  mais  je  crois'qu'il  faut  modifier  légèrement 
ses  démonstrations  et  préciser  ses  énoncés.  Les  cas  qu'il  étudie  ne 
sont  pas  d'ailleurs  exactement  ceux  dont  j'ai  besoin.  Pour  toutes  ces 
raisons,  étant  donnée  aussi  l'importance  de  la  question,  je  crois  devoir 
reprendre  l'exposé  de  M.  Faber.  J'en  donne  ensuite  l'application 
annoncée. 


1.  Soit  une  fonction  /"(a)  bolomorphe  à  l'intérieur  d'un  domaine 
simplement  connexe  A.  Une  ligne  L,  sans  point  double  et  pourvue 
d'une  tangente  qui  varie  d'une  manière  continue,  partage  A  en 
deux  régions.  Toutefois,  les  extrémités  a  et  h  de  L  sont  sur  la  fron- 
tière de  A,  a  et  b  sont  donc  peut-être,  points  singuliers  âe  f{x).  Il 
existe  alors  une  fonction  G(./;)  bolomorphe  dans  tout  le  plan  (y  com- 
pris l'infini)  sauf  en  a  et  />  et  possédant  les  propriétés  suivantes  :  la 
ligne  L  n'est  pas  pour  elle  une  cbupure  essentielle,  G(u:)  est  prolon- 
geable  au  delà  de  L  dans  les  deux  sens,  G  (■'-)  reste  uniforme  si  l'on  fait 
le  tour  de  I.,  mais  elle  n'est  pas  uniforme  si  l'on  fait  le  tour  de  a  seul 
(ou  de  h),  la  dillérence  des  deux  valeurs  des  deux  cotés  de  L  csif(x). 
C'est  là  le  lemme  fondamental  que  nous  allons  établir. 

Supposons  d'abord  que   /  f(.r  )  d.r  ait  un  sens,  bien  que  les  points  a 

cl  h  puissent  être  singidiers  et  que,  de  plus,  celte  intégrale  soit  abso- 


(')  I'aheh,  iVlalli.  Annalen^  L.  LX,  1900,  p.  386  el  suiv. 
(-)  Journ.  de  Math,  pures  et  ap/)/if/i/érs\  ign.  p.  <)7. 
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lument  convergente.  II  n'y  a  qu'à  prendre 

2i7:J^    z-.r 

G(/;)  existe  partout  ailleurs  que  sur  L.  Les  propriétés  énoncées  ont 
été  souvent  démontrées,  je  renverrai  par  exemple  au  Cours  de 
M.  GoursatC). 

2.    Si    i  f(z)dz  n'est  pas  absolument    convergente,   G(./-)  sera 

définie  d'une  manière  plus  compliquée.  Nous  choisirons  deux  suites 
de  points  a^a^...a^. . .  qui  tendent  vers  a,  et  h^  b.^. .  .1^. . .  qui  tendent 
vers  b,  les  a.j  se  rapprochant  constamment  de  a,  les  b^  de  b.  Désignons 
par  Jv  l'arc  a^a^+^,  par  J!J'arc  b.Jj.j^^.  Soit  M^  une  borne  supérieure  du 
module  def(z)  lorsque  z  est  sur  J^  ou  J!^.  A  chacun  des  arcs  Jv  (ou  J!;) 
nous  attacherons  un  entier  riy  (ou  ii^)  défini  par  la  règle  suivante  :  soit  p 
un  nombre  fixe,  positif,  inférieur  à  i .  Si,  lorsque  z  est  sur  Jv,  on  a  pour 
une  valeur  de  z  au  moins 


^P. 


je  prendrai  /^,  =  o. 

Si,  quel  que  soit  z  sur  J^,  on  a 

I  :; — a\<p, 
je  prendrai  /^,  tel  que 

(i)  p'Mvrv<i, 

d'où  je  déduis 
Je  poserai  ensuite 


r{z.,  jr-)  = 


z  —  a|"vMv<  I. 
(z-a)"-^ 


(^ 


Z  étant  sur  J,;  et  x  n'importe  où  dans  le  plan.  On  définirait  de  même 
le  nombre  n'.,  attaché  à  J!,  en  remplaçant  a  par  b  dans  ce  qui  précède. 

(')  Tome  II,  fin  du  Gliapilie  XVI.  M.  Faber  donne  un  calcul  direct.  On  peut 
aussi  écrire  G(.x)  sous  forme  de  somme  de  potentiels  el  tirer  de  là  la  démons- 
tration. 
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On  posera  encore 

r{z,.jc) 


{x  —  b)"-'{z  —  JL-) 


pour  ;  sur  J'^  et  x  dans  le  plan. 

La  fonction  /(r,  x)  est  ainsi  définie  pour  toute  valeur  de  :;  sur  L  el 
pour  toute  valeur  de  x.  Elle  est  holomorphe  par  rapport  à  x  partout 
ailleurs  que  sur  L. 

Nous  prendrons 

avec 

S(^")=rvS    f/i=-)r{^-.-z^)dz;         S'C^O^-jz^    f f{z)r{z,  x)  clz. 

2  l  TC  ■^"  J .  21  i.  ■^"  J 

V  =  0      ■  '  V  =  0      •"  » 

Les  propriétés  de  G(x)  seront  étudiées  dans  un  domaine  D  répon- 
dant aux  conditions  suivantes  :  D  est  limité  par  une  courbe  simple  el 
est  coupé  par  L  qui  le  partage  en  deux  régions.  Les  points  a  ei  b  sont 
extérieurs  à  D.  Soient  (f  une  borne  inférieure  de  la  distance  de  a  et 
de  b  aux  points  de  D,  a  un  nombre  positif  inférieur  à  cl.  Les  inter- 
valles Jv  seront  classés  en  deux  catégories  : 

i"  Jv  sera  de  la  première  catégorie  si  l'on  a  les  inégalités  suivantes 
quel  que  soit  j  sur  l'arc  qui  va  de  a  à  J^  et  sur  J-,  lui-même  et  quel  que 
soit ./;  dans  D 

\z--a\<:p,  \  z  —  (/]<,(/. p,  |::  — .r|>3c; 

2°  Les  autres  arcs  J,,  forment  la  deuxième  catégorie. 

Comme  les  (l,  tendent  vers  r/,  les  intervalles  de  la  première  caté- 
gorie sont  en  nombre  illimité,  ils  forment  un  arc  continu  L,  dont  a 
est  une  exlrémité  el  qui  est  extérieur  à  D.  Les  intervalles  de  la 
deuxième  calégorie  sont  en  nombre  limité  et  forment  un  arc 
continu  La-  Nous  désignerons  par  S,(./)  la  somme  des  termes  de  la 
série  S  (./;■)  pour  les([uels  J,,  csl  de  la  première  catégorie,  par  Sa(.')  la 
somme  des  autres  termes 

S(.r)  =  S,(.r)-hS,(.r). 
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Si  J-^  est  de  la  première  calégorie   . 


r{:.,  .z-)\  = 


car 


On  en  déduil. 


<p. 


r{,,.v)/i,)clz 


'    Jv 


.-  p"" 


M,    /   \dz 


i/i"^'- 


d'après  l'inégalité  (i).  Donc  la  série  S,(./;)  admet  comme  majorante 


—•-S  f\ 

2  1-   a  ^    /,  ' 


r/z 


et  celle-ci  converge  bien,  S,(.x)  est  donc  fonction  holomorphc  de  ./; 
dans  D, 

La  somme  S.(./)  n'a  qu'un  nombre  fini  de  termes.  Soit  un  lerme 


^  'HT.  .1 .    \.v  —  a        z  —  X- 


or 


—  X        {.V  —  a)- 


(.:r-^)"v 


Tv(x)  est  donc  la  somme  d'une  intégrale 

fl^.z 

et  d'un  nombre  fini  de  fonctions  mcromorphes  de  pôle  unique  a. 
On  a  donc  ' 

■ziT.  J,      c  —  .r  \  ./•  —  a  ' 

OÙ  F(/)  est  un  polynôme  en  t. 

L'intégrale  S'(./)  se  laisse  transformer  d'une  façon  analogue  et  ion 

Journ.  de  Math,  (y'  série),  loiiie  1.  —  l'asf.  I.   i||!2.  12 


9*> 

a  finalement 
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G  (a;) 


'^  ].,  +  ]:, 


/■{:■)  ch. 


-HS,(.r)  +  S',(.r); 


L!,  esl  un  arc  analogue  à  .L.,  c'esl-à-dire  que  L  est  partagée  en 
quatre  arcs  qui  sont  en  allant  de  a  vers  />  :  L,,  L^,  L.,,  L', .  Le  point 
commun  à  L,  et  L.  et  le  point  commun  à  L'^  et  L,  sont  extérieurs  à  D. 
F'(7)  est  un  polynôme,  S,(./;)  une  fonction  holomorphe  dans  D. 

La  formule  obtenue  permet  d'établir  les  propriétés  indiquées 
pour  G(.z')  au.n"  1,  en  supposant  x  dans  D  :  G(.r  )  est  la  somme  de 
cinq  fonctions  ^utes  holomorplies  dans  D.  Toutefois  l'intégrale 


/{^■}(f=- 


l:  +  l-i 


n'est  pas  définie  aux  points  de  L  qui  font  partie  de  D,  mais  ici  encore 
il  n^y  a  qu'à  appliquer  des  résultats  connus  pour  voir  que  L,  -h  L., 
n'est  pas  coupure  essentielle  et  que  la  différence  des  deux  valeurs  de 
l'intégrale  des  deux  côtés  de  L  est  f-ix).  Jl  en  est  de  même  des 
deux  valeurs  de  G(./). 

Comme  le  domaine  D  peut  contenir  tout  point  du  plan  autre  que  a 
ou  b,  comme  G(./)  ne  dépend  pas  du  domaine  D,  le  tbéorème  est 
établi  ('). 

On  peut  supposer  que  l'un  des  points  a  ou  ù,  b  par  exemple,  est  à 
l'infini  sur  une  ligne  L.  On  choisit  les  points  b,,  s'éloignant  indéfini- 
ment sur  L. 


! 


Si 


p  sur  J,^,  on  prend  n'.,  =  o  ;  si 
Mv<  I        ou 


et  l'on  pose 


;p,  on  prend  n.,  tel  que 


/•(-.  :r) 


:"v(;  — ,/•) 

pour  ./■  sur  J,,.  La  démonstration  se  poursuit  comme  précédemment. 


(')   M.  Faber  avail  pris  les  n-,  el  n'.,  dépendartl  de  .r  ou  du  douiaine  de  varia- 
lion  de  .<■,  G{x)  en  dépendait  aussi. 
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3.  La  fonction  G(.r)  que  l'on  vient  de  déterminer,  ne  paraît  pas 
posséder  de  point  singulier  autre  que  a  el  h.  Mais  si  Ton  effectue  le 
prolongement  analytique  en  traversant  la  ligne  L,  on  rencontrera 
d'autres  singularités.  Supposons  par  exemple  que  nous  soyons  dans 
le  cas  du"n°  1 

2/7:J,     .-  —  ./• 

On  peut  remplacer  L  par  un  chemin  voisin  L'  situé  dans  le  domaine  A 
où  /"(^)  est  régulière  sans  changer  la  valeur  de  G(x)  en  un  point  x 
non  situé  sur  L  ou  L'.  C'est  de  là  que  résulte  Tholomorpdie  de  G(x) 
sur  L  et  dans  A.  Mais  nous  ne  savons  pas  si  G(x)  estholomorphe  hors 
de  ce  domaine. 

i.  Soit  une  fon^lion  analytique  F(;)  dont  une  branche  admet  les 
points  singuliers  isolés  a  et  b.  Si  Ton  trouve  toujours  la  même  déter- 
mination de  F(:;)  quand  on  décrit  un  contour  simple  qui  contient  ces 
deux  points  singuliers  (et  pas  d'autres)  à  son  intérieur,  on  peut, 
comme  ou  l'a  vu,  séparer  ces  deux  points  des  autres  points  singuliers. 

Je  suppose  qu'il  n'en  soit  plus  ainsi,  je  suppose  qu'il  existe  une 
ligne  L  joignant  a  et  b  et  pouvant  être  contenue  dans  un  domaine  où 
la  branche  de  fonction  considérée  n'a  pas  d'autre  singularité  que  a  el 
b.  Je  suppose  que,  parti  d'un  point  de  L  avec  la  détermination  F,(.r), 
on  retrouve  une  autre  détermination  F2(x)  après  avoir  fait  le  tour 
de  a.  Je  pose  f(x)  =  Ff(x)  —  Fo(x),  cette  fonction  est  holomorphe 
sur  L  (sauf  en  a  cl  b).  Je  construis  la  fonction  G(x)  des  n°''  1  ou  2. 

Alors  F(x)  —  G(x)  sera  uniforme  en  a,  ou  du  moins  restera  uni- 
forme si  l'on  fait  le  tour  du  seul  point  singulier  a.  On  pourra  donc 
trouver  o(x)  telle  que 

F(.r)— G(.r)  — 9(,r) 

soit  régulière  en  a.  G(x)  -h  o(./;)  n'a  pas  d'autre  poinl  singulier  que  a 
et  b  (avec  les  restrictions  indiquées  au  n°  3).  On^pourra  exprimer  ces 
remarques  en  disant  que  l'on  a  «  séparé  »  le  point  singulier  ci  de  F(x) 
pour  une  détermination  seulement  de  cette  fonction. 

On  pourrait  remplacer  a  par  certains  ensembles  de  points  singu- 
liers, mais  je  ne  développerai  pas  ici  celle  généralisation. 
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î>.    Soil  une  fonction  ©(x)  définie  par  une  série  de  Taylor 

je  me  suis  proposé  ('  )  de  trouver  les  points  singuliers  de  la  fonction 

OÙ  g(/)  est  fonction  analytique  de  /,  ^(/c)  et  ii(l)  étant  de  plus 
soumises  à  certaines  conditions.  Pour  préciser,  j'indique  les  hypo- 
thèses de  l'un  des  cas  étudiés  (-  )  :  g(i)  est  holomorphe  pour  /  =  o; 
cd(.x')  n'a  sur  son  cercle  de  convergence  pas  d'autre  point  singulier 
que  le  point  i  isolé  et  possède  d'autres  points  singuliers  ^,,  ^^,  ...: 
enfin  (x  —  i)'"o(.r)  a  son  module  borîlé  pour  une  valeur  /?î  inférieure 
à  I .  A  ces  conditions  j'ai  cru  devoir  ajouter  la  suivante  :  le  point  singu- 
lier I  est  séparable,  il  existe  des  fonctions  9,(.x)  et  'j^(.x')  telles  que 

9(.z-)  —  9i(j:-)  + 'i;(.r), 

•\j(x)  ayant  un  cercle  de  convergence  de  rayon  supérieur  à  i  et  o,  ( ./  ) 
n'ayant  pas  d'autre  point  singulier  que  i  et  l'infini  pour  sa  première 
détermination.  Plus  exactement,  soit  L  la  demi-droite  dont  le  prolon- 
gement passe  à  l'origine  et  qui  va  du  point  d'affixe  i  à  l'infini,  o,(x) 
est  supposée  légulière  partout  ailleurs  que  sur  L  et  prolongcable  au 
delà  de  L  dans  les  deux  sens,  en  lout  point  de  L  autre  que  i.,  Cette 
condition  im[)0sée  à  cp(x)  paraît  assez  restrictive,  mais  en  réalité  elle 
est"su|)erflue.  A  l'aide  du  théorème  de  M.  Faber,  on  peut  montrer 
que  ^i{x)  existe  toujours. 

Supposons  (l'abord  (pie  o(./;)  soit  holomorjihe  sur  L(sauf  au  })oint  i). 
Soit,  alors,  ij(x')  la  fonction  déterminée  aux  n"""  1  ou  2  et  relative  à 
la  ligne  L  d'extrémité  i  et  l'infini,  f{x)  étant  la  différence  des  deux 
valeurs  de  F(./')  le  long  de  L.  V(x)  —  G(x-)  est  uniforme  autour  de  i 
et,  en  r&lranchaut  encore  im  dévelop])ement  de  Laurent,  on  aura 
ellectué  la  «  séparation  wdu  point  singulier  i. 

Si  la  ligne  L  rencontre  des  ])oints  singuliers  de  o  (,r  ).  nous  désigne- 
rons par  h  le  premier  point  rencontré.  (Jn  [)eut  construire  la  fonc- 

(')  .loiirii.  de  Mdlli .  pures  cl  (tpitU<niées,  ig'ii,  p.  97-153. 
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tion  /i(x)  telle  que  'x- (./;)  —  //(./;  )  soit  régulière  au  poini  i,  li(x) 
fi'ayant  pas  d'autre  point  singulier  que  i  et  b.  On  construira 
ensuite  K(a?)  telle  que  liÇjc)  —  K(x-)  soit  régulière  en  b,  K(x-) 
n'ayant  pas  d'autre  point  singulier  que  b  et  l'infini.  Alors  la  fonction 

répond  à  la  question,  9, (a)  existe  toujours. 
Ainsi,  soil 

^(■.r)  =  \l{ji-  —  I)  {x  —  2)  =  i  b,iœ", 

la  l'onction  llg\bn)oc"  n'a  pas  d'autre  point  singulier  que  i,  2,  2^  ,..., 
2".  ...,  si  i?(0  6St  holomorphe  pour  /  =  o. 

6.  Plusieurs  autres  parties  de  mon  Mémoire  pourraient  rtre 
complétées  d'une  manière  analogue.  Je  ne  donnerai  qu'une  autre 
application.  Soient  deux  fonctions  définies  par 

Je  suppose  que  ©(r  )  n'ait  qu'un  point  singulier  p.  Il  peut  arriver  alors 

que  '^(-v)  n'en  ait  qu'un  (qui  est  ■^\  el  il  peut  arriver  aussi,  comme  je 

l'ai  montré,  que  '\i{x)  en  ait  plusieurs.  J'ai  démontré  encore  (  ')  que 
dans  ce  dernier  cas  les  points  singuliers  de  '\(x)  ne  peuvent  être 
sé[)arés  en  deux  groupes,  que  l'on  n'a  pas 

'|,  et  '];^  n'ayant  pas  d'autres  points  singuliers  que  ceux  de  ^];  et  n'ayant 
pas  de  point  singulier  commun.  (Il  reste  entendu  qu'il  s'agit  toujours 
de  la  première  détermination  des  fonctions.) 

Il  résulte  donc,  du  théorèine  de  M.  Faber,  que  '|(.^)  ue  possède  pas 

de  ])oint  singulier  isolé,  si  elle  admet  d'autre  point  singulier  que  ■^^ 
(  '  )   l.oc.  cit.,  \).  \i\\ . 


Les  Théories  eiusteinieuues  et  les   Pvineipes  du    Calcul 

intégral; 

Par    a.    BUHL. 


j.  Identités  fondamentales.  —  Je  crois  avoir  été  l'un  des  premiers 
à  remarquer  que  l'analyse  einsteinienne  pouvait  être  confondue 
avec  celle  des  formes  différentielles  étudiées  par  d'éminents  géo- 
mètres français,  tels  que  MM.  Goursat  et  Cartan. 

L'étude  des  intégrales  multiples,  telle  qu'elle  est  présentée  par 
M.  E.  Picard,  dans  le  premier  Chapitre  de  ses  Fonctions  de  deux 
variables,  pourrait  également  servir  de  point  de  départ. 

Les  choses  peuvent  d'ailleurs  être  exposées  d'une  manière 
extrêmement  brève  et  synthétique  en  partant  d'identités  qui  sont 
à  la  base  même  du  Calcul  intégral,  savoir 

(  I)  f\  d\=  Ç  ÇdX  dY,  f  C\  dYdA=.  f  f  I  dX  dY  dZ. 

11  est  entendu  que  A  est  une  aire  plane  de  contour  C,  et  V  un 
volume  inclus  dans  une  surface  fermée  S. 

Les  identités  (i),par  des  successions  de  changements  de  variables 
et  d'additions,  donnent  d'autres  identités  qui  sont  des  formules 
du  type  stokien  ('). 


(')  \\)ir  Jcs  d(''iiKnislrali(>iis  délailiccs  dans  ks  Aiuudcs  de  la  lùicidlc  (/es  Sciences 
de  Toidouse,  191 1,  ]).  67  i)our  (2),  et  19^0,  p.  G  pdiir  (3).  Cette  l'uriiuile  (3)  apiiarail 
pour  la  jtreiuièrc  fois  dans  les  Comptes  rendus  du  8  juillet  1912. 

Le  présent  Mémoire  développe  une  Note  des  Comptes  rendus  du  7  novembre  I9'2i. 
Un  développement  plus  considérable  est  publié  dans  les  Annalse  de  Toulouse  (1921). 

Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  H,   192 j.  ï^ 


(2) 


{'■^) 
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Ainsi,  comme  première  formule  fondamentale,  on  a 


X 


A)  da^i  H-  A,  dx^  +  A3  dj::^  -\-  A 


,dx,=.  f  f 


dV  ùV  ÙV  dY 

(JjCf  àc-,  âjc^  0.1'^ 

0G_  ()G_  (]G_  dG 

c/./-.  à-Ci  t^-ï":t  d-^i 

0         à  à  d 

à.f,\  O.V.,  d'i'3  à.i\ 

A,  A,  A3  A; 


d(F,  G) 


Dans  cette  formule,  A  est  une  cloison  à  deux  dimensions  limitée 
par  un  contour  fermé  C;  cette  cloison  est  située  dans  l'espace 
quadridimensionnel  et  est  définie  analytiquemcnt  par  les  équations 

F(x,,  ^21  ■3"3,  ^'4)  =:  O,  G(^i,  a:.,,  x-i,  .r\)  =  o. 

Cette  formule  (2)  peut  servir  de  base  à  la  théorie  des  fonctions 
de  deux  variables  complexes. 

La  seconde  identité  (i)  donne  de  même  la  seconde  formule  fonda- 
mentale 


âV 

^)F 

<)G 

OG 

<)x.2 

ÔG 
ÔJC3 

c)G 

O.r, 

djCf  d.v., 
à{F,  G) 

I 

M  30) 

3 

» 

(i(X3,  .r,) 

-//x 


àV 

(W 

(^r 

^;f 

ÔXx 

ÔJC-i 

O.r, 

â.r, 

ô 

à 

au:, 

0 

d 
dxi 

d.r^  djT-,  d.r^ 

d\' 

M  KO 

M,„ 

M,,., 

M.. 

d'\ 

I 

3 

3 

-4 

Cette  fois  V  est  une  variété  à  trois  dimensions  qui  se  déforme 
dans  l'espace  à  quatre  en  admettant  toujours  pour  frontière  la 
variété  fermée  S  à  deux  dimensions. 

Le  premier  membre  de  (3)  peut  s'écrire 


(4) 


?,  /    /   M,.,  (Lr^  d.i\,  ■+-  M,.,  f/.r^  d.r^-h  M,.  /T^.r,  flf.r. 

+  M 03  d.r.,  djCf  -4-  Moi  d.r.2  dx^  -h  .M;,^  d.i  3  d.i:. 

Ainsi  l'analogie  de  (2)  et  (3)  paraît  plus  évidente. 


2.  Chaiii})  clectroma^^nclique. 
formules  (3)  aux  membres  nuls. 


Ce  champ   correspond   à  deux 
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D'abord  on  peut  égaler  à  zéro  le  déterminant  qui  figure  dans 
l'intégrale  triple  de  (3),  d'où  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  pour  la  fonction  F. 

Le  système  différentiel  caractéristique  correspondant  s'obtiendra 
en  écrivant  que 

djCi      djc-,     dœ^     dx^ 

sont  proportionnels  aux  mineurs   correspondants   extraits   de  la 

matrice 

d        d        d        d 

dX^  ()X.^_  OXy,  ôx.^ 

^^^  M.,     M,„>     M,„     M;,/ 


I  2  3 


A 


On  a  ainsi  un  premier  groupe  de  quatre  équations. 

On  peut  aussi  imaginer  que  le  déterminant  du  second  membre 
de  (3)  soit  nul  parce  que  les  mineurs  extraits  de  la  matrice  (5)  sont 
nuls.  Cela  arrive  si  les  M,/  sont  maintenant  de  la  forme 

'J~ÔXj  dx/ 

D'où  un  second  groupe  de  quatre  équations.  Les  deux  groupes 
constituent  les  équations  de  Maxwell-Lorentz,  généralisées  par 
M.  Th.  De  Donder. 

Au  lieu  de  raisonner  sur  le  second  membre  de  (3),  on  doit  évi- 
demment pouvoir  raisonner  sur  le  premier  et  notamment  sur  la 
forme  (4)  de  ce  premier  membre.  C'est  alors  employer  les  formes 
dites  tantôt  différentielles  (Goursat,  Cartan,  etc.),  tantôt  intégrales 
(Bateman,  De  Donder,  etc.). 

5.  Les  potentiels  graçifiques  cV Einstein  g,A  naissent  d'une  symétrie 
du  champ  électromagnétique.  —  Dans  les  M,y  de  la  formule  (3), 
introduisons  un  nouvel  indice  A'  de  manière  à  obtenir  des  Mj/a.  Dans 
une  même  formule  (3)  l'indice  k  sera  toujours  le  même  et  il  y  aura, 
de  ce  fait,  quatre  formules  (3)  à  considérer.  Dans  l'une  quelconque 
de  ces  formules,  on  peut  écrire  indifféremment 

(6)  ±2M,,,     ou     ±.M,y,+  ^-^, 


98  A.     nUHL. 

les  gij  constituant  dix  fonctions  arbitraires.  On  a 


g,h-  —  gki- 


Imposons  à  l'expression  trinôme  (6)  d'être  symétrique  par  rapport 
à  tous  les  indices  i,  j,  k,  pris  deux  à  deux,  en  disposant  arbitrai- 
rement du  double  signe.  Nous  aurons  des  expressions 


Or,.  ô.fi  Ojij 


d'où 

(7) 


_  2  r-^^'  I  = — ^  +  ^' — ^ 

'  L  /    I  à. ri;         <)Xi  (hvj 


.//•   1 


On  retrouve  ainsi  les  crochets  de  Christoffel  de  première  espèce. 
Il  est  à  remarquer  que  ces  crochets,  une  fois  définis  comme  nous 
venons  de  le  faire,  existent  pour  i  ^  /,  alors  même  que,  dans  ce 
cas,  la  première  expression  (6)  est  nulle. 

Employons  maintenant  le  jeu  des  indices  du  calcul  tensoriel 
avec  les  notations  de  H.  Weyl  [Raum,  Zeit,  Materie\  vierte  Auflage, 
S.  ii3). 


On  aura  d'abord 

(8) 
d'où 


/,/• 


//•I 


—  l  /././ r"'j  ^  /,/■ 


=  ri 


r'^Ty.,,, 


le  second  grou])c  de  roiniiilcs  définissant  les  crochets  de  Christoffel 
de  seconde  espèce. 


osons  aussi 


Soil  un  vocIcMii'  z\  i*,  ;',  H*;  on  aura 
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Ceci  posé,  remplaçons  (7)  par 

dyn,  -4-  dy^i  =  dgi,,. 
On  a  successivement 

ç'^^^/y//.  +  dy,t)  -  l'I"  dgiu  =  o, 

'il'h  dy',  -V'd'dgi.^o. 

Supposons  maintenant  que  la  variation  infiniment  petite  du 
vecteur  H  soit  définie  par 

(9)  dl^^-df,e. 

Alors,  en  reprenant  l'équation  précédente,  il  viendra 

ilidt^  +  l^i'^dgik^Q, 

'^gikl''dl'  +  lil''dgik  =  o, 

gnX''  dl}  +  gikV  <ti''  +  l'I''  dga-  =  0, 

(10)  '  d{ga-^Jl'^)  =  o. 

Ainsi  nos  hypothèses  nous  ont  conduits  à  un  espace  à  quatre 
dimensions  dans  lequel  le  vecteur  ^  varie,  conformément  à  (9), 
sans  que  soit  altérée  l'expression 

qui  peut  servir  de  mesure  à  ce  vecteur.  Un  tel  espace  n'est  évi- 
demment pas  euclidien  en  général;  son  élément  linéaire  est  carac- 
térisé par  la  formule 

(il)  ds-  =  gad.rida:^.. 

4.  Les  déplacements  parallèles  et  les  géodésiques.  —  L'équation  (9) 
définit  un  mode  de  variation  du  vecteur^  qui,  avec  la  terminologie 
de  Levi-Civita  et  Weyl,  peut  être  qualifié  de  déplacement  parallèle^ 
dans  l'espace  ordinaire,  les  crochets  de  Christofîel  sont  nuls,  il  en 
est  de  même  de  dy',.  et  le  vecteur  modifié  avec  les  conditions  (9), 
réduites  h  dz'  =  o,  ne  subit  bien  cju'un  déplacement  parallèle,  au 
sens  élémentaire  de  ces  mots,  puisque  les  composantes  ç'  restent 
les  mêmes. 
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Si  ^  est  une  vitesse,  c'est-à-dire  si 


l'équation  (g)  s'écrit 


didxjX        \kr\dxk  dx,. 

('^)  dsy-d^i^l  i\-dr-di=''- 

Ces  équations  différentielles  définissent  les  géodésiques  de  l'espace 
dont  le  ds^  est  (ii)-  Dans  l'espace  ordinaire,  toujours  de  par  la 
nullité  des  crochets  de  Christoffel,  les  géodésiques  sont  des  droites. 

i5.  Courbure.  —  Les  questions  de  courbure,  qui  jouent  un  rôle 
essentiel  dans  la  formation  des  dix  équations  fondamentales 
d'Einstein,  peuvent  être  immédiatement  rattachées  à  l'étude  de 
la  formule  (2)  ou  de  la  première  identité  (i). 

Soit  un  vecteur  Ajj.  et  venons,  cette  fois,  aux  notations  et  rai- 
sonnements de  M.  A. -S.  Eddington  [Espace,  Temps,  Gravitation' 
trad.  Rossignol;  partie  théorique,  p.  44)- 

Par  dérivation  immédiate  et  considération  de  (12),  on  a 

d  /  .     dxy\  __         dx^_  dx^ 

■    ZA   ^■'dF    -^^■'''di'di 


avec 

Ceci  est  la  dérivée  covariante  qui  donne  le  rotationnel 

(^\)  A     -A     -i^_^. 

("^  ^'"^      ^^'-Ox^,       âx. 

Tout  ceci  peut  se  traduire  par  ce  fait  que,  dans  le  déterminant 
de  (2),  on  ])eut  remplacer  les  deux  dernières  lignes  par 

1234 
A,     A.,     A,     A,' 


De  mêm<' 

(f  I  c/./u.  (-/./■, A  _  f/./>  dx^  dXa 

dsK  ^''~di  ~di    -^^'"''dT  'di  'di 
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avec 

(13)  Kvcj  =  -r-^ r         A  a,,  —  A  „  a. 

^  ôx„        (  a  )  (  «  ) 

Si,  pour  les  A  à  deux  indices  du  second  membre  de  (i 5),  on  prend 
les  dérivées  covariantes  (i3),  on  a  facilement  (Eddington,  loc. 
cit.,  p.  53) 

avec 

DE      _     à    \iJ.<7)  à     ^/av)       {/j.a)lav|       Uj.vUoctI 

t>avff  —  -; —  ]  5 —  ■         (  ~^  i         l  {         i  —  {         M         1 

'^  ôx.,  I    £    ]        (J.i\j  I  S   ]       {  a  )  I  e   \       \  a  )  (   s   ) 

Ce  sont  là  les  composantes  du  tenseur  de  courbure  de  Riemaiin- 
Christofîel.  Le  tenseur  «  contracté  »  correspondant  k  z  =  a  permet 
d'écrire  les  dix  équations  fondamentales  d'Einstein  qui,  pour  un 
phénomène  physique  donné,  permettent  à  leur  tour  de  déterminer 
les  gi/,  de  (il).  L'achèvement  du  problème  dépend  alors  d'une 
question  de  lignes  géodésiques  régie  par  les  équations  (12).  Bien 
que  cette  partie  de  la  question  soit  évidemment  très  importante, 
nous  n'y  insisterons  pas  davantage,  faute,  pour  le  moment,  d'un 
apport  original. 

ii.  Le  champ  électromagnétique  et  la  formule  (2).  —  Revenons 
au  paragraphe  2.  La  vitesse  de  la  lumière  étant  prise  pour  unité 

et  avec 

M,,  =  Z,  Mh  =  — a,  m\.^  =  a,  W,,=:X, 

les  équations  de  Maxwell- Lorentz  sont 

(^  _<^  _  _àx  dy_  _r)^_dX 

dy       c)z  ~~  dt'  ôy       à^~~âi~^  "' 

âz       dx  ~^       Oi'  ôz        ôjc^  ~di  ^  '' 


(16) 


ôx        dy  àt  ôv        ôy        ât  ' 

dyi        (93  dy  dX       d\'       d'L 

dx        dy  dz  dx        dv        dz        ' 
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Ceci  toujours  avec  les  notations  de  M.  Eddington  [loc.  cit.,  p.  117). 
De  plus,  la  force  électrique  (X,  Y,  Z)   et  la  force  magnétique 
(a,  p,  y)  sont  données  par  les  équations 


('7) 


â<i}       âl' 

0<i> 

OG 

(iO)       OH 

Ox        âl 

âv~ 

ât' 

Oz  ~~0l' 

OH       âG 

^^=   §- 

OH 

OG       OF 

ây        Oz  ' 

"d7' 

'^   "       ÔI'  ~  ô}' 

où  (1>  est  un  potentiel  scalaire  et  (F,  G,  H)  un  potentiel  vecteur. 
Or,  toujours  avec  M.  Eddington,  posons 

(-F,  —  <;,  -II,  «!))  =  />>.. 

Le  vecteur  k,j,  ou  k^,  /c2  /cg,  k.„  a  ses  rotationnels  au  bas  du  déter- 
minant de  la  formule  (2);  on  peut  leur  donner  la  forme  (i4)- 
Raisonnons  maintenant  comme  lorsque,  au  paragraphe  3,  nous 
avons  tiré  les  g,-,,  de  la  formule  (3). 

Dans  (2),  on  peut  ajouter  aux  rotationnels  (i4)  des  rotationnels 
analogues  dépendant  d'un  scalaire  arbitraire  ç-;  cela  ajoute  dz> 
sous  l'intégrale  de  ligne  et  ne  modifie  rien.  Si  les  composantes  A-^^, 
c'est-à-dire  toutes  les  expressions  (17),  étaient  nulles,  il  n'y  aurait 
point  de  champ  électromagnétique  et  la  formule  (2)  s'évanouirait 
en  l'identité  o  =0;  le  champ  électromagnétique  correspond  au  cas 
où  la  formule  (2)  existe  sous  sa  forme  générale. 

Cette  assertion  a  été  illustrée  par  Wcyl  et  Eddington  en  faisant 
intervenir  V étalonnement.  La  longueui'  /  d'un  étalon  dépendrait 
de  son  déplacement  dans  l'espacc-temps;  pour  un  déplacement 
infiniment  petit,  le  taux  de  la  variation  serait 

—  =  /. I  dxi  -t-  /,.,  dx^  -4-  /.a  dxi  -f-  /.4  dx^^. 

Pour  un  déplacement  fini,  cette  variation  serait,  par  suite, 
mesurée    ])ar 

■0 
expression  où  /„  correspond  au  scalaire  o   introduit  tout  à  l'heure; 
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c'est  à  cette  modification  d'un  étalon,  transporté  dans  l'espace- 
temps,  que  correspond  le  champ  électromagnétique. 

Dans  le  cas  du  champ  généralisé  de  M.  De  Donder,  les  for- 
mules {17)  sont  à  remplacer  par  celles  qui  donnent  les  M?^  à  la  fin 
du  paragraphe  2,  Elles  sont  toujours  au  nombre  de  six  et  toutes 
les  fois  qu'on  disposera  de  six  fonctions  de  cette  forme  on  pourra 
construire  une  formule  (2)  au  premier  membre  de  laquelle  cor- 
respondra un  problème  d'étalonnement. 

7.  Conclusions.  —  La  notion  d'étalonnement  qui  vient  d'être 
rappelée  est,  à  coup  sûr,  d'un  grand  intérêt.  Mais  ce  n'est  pas  la 
seule;  elle  correspond  à  la  formule  (2)  et  aux  équations  (17).  Les 
phénomènes  électromagnétiques  correspondent  aussi  bien  à  la 
formule  (3)  et  aux  équations  (16).  Il  y  a  deux  formules  stokiennes 
dans  l'espace-temps;  ce  sont  (2)  et  (3). 

Il  serait  invraisemblable  que  l'une  joue  un  rôle  essentiel  sans 
qu'il  en  soit  de  même  de  l'autre.  L'ingénieuse  image  d'étalonne- 
ment, spécialement  attachée  à  (2),  ne  va  pas  sans  une  image 
attachée  à  (3),  image  qui  pourrait  être  celle-ci  : 

Les  phénomènes  électromagnétiques  correspondent  à  V in<^ariance 
d'une  intégrale  triple  attachée  à  une  variété  V  tridimensionnelle  et 
déforniahle  dans  V espace-temps^  alors  que  cette  i^ariété  conserve  une 
frontière  S  hidimensionnelle  et  invariable. 

Ceci  est  une  image  d'invariance;  l'image  d'étalonnement  de 
Weyl  ne  fait  peut-être  pas  suffisamment  ressortir  la  chose.  Les 
deux  images  doivent  se  compléter  mutuellement. 

Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que  cette  question  d'étalonnement 
variable,  qui  paraît  à  certains  esprits  si  mystérieuse  et  si  subver- 
sive, repose  aussi  sur  une  invariance  :  celle  de  l'intégrale  double  de 
la  première  formule  stokienne  (2)  quand  on  déforme  le  champ  d'in- 
tégration bidimensionnel  A,  dans  l'espace-temps,  sans  toucher  à  sa 
frontière  C. 

Enfin  la  formule  (3)  permet  de  construire  les  gi/,  et  le  ds^ 
d'expression  (17);  on  n'a  pas  à  postuler  ce  ds^  comme  on  le  fait 
ordinairement. 

Le  champ  électromagnétique  est  ainsi  la  base    universelle;   il 

,     Journ.  de  Math. y  tome  I.  —  Fasc.  II,  1922.  I4 
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correspond  lui-même  aux  identités  (i),  c'est-à-dire  à  des  identités 
de  principe  du  Calcul  intégral. 

Le  style  bref  de  ces  affirmations  n'est  pas  pour  leur  conférer  un 
caractère  dogmatique  qui,  à  coup  sûr,  est  loin  de  ma  pensée.  Mais, 
pour  l'instant  et  faisant  toutes  réserves  quant  à  de  nouvelles  études 
et  de  nouvelles  réflexions,  je  pense  que  les  variabilités  d'apparence 
bizarre  des  théories  relativistes  (telles  la  variabilité  des  étalons) 
n'excluent  nullement  des  phénomènes  physiques  la  notion  d'inva- 
riance, à  condition  que  cette  invariance  soit  représentée,  au  fond, 
par  des  invariants  intégraux.  Ces  derniers  dominent  les  équations 
difîérentielles  des  phénomènes  et  les  invariants  difïérentiels.  Tout 
cela,  au  surplus,  n'a-t-il  pas  été  pressenti  par  Henri  Poincaré  ? 


La   Théorie  de  la  Relativité  et   les  faits  observés; 
Par  s.  ZAREMBA. 


1.  La  Théorie  de  la  Relativité  (T.  R.)?  imaginée  par 
M.  Einstein  (^),  exerce  une  séduction  considérable  par  l'ampleur 
presque  illimitée  des  espérances  qu'elle  semble  autoriser.  Mais,  il 
faut  bien  l'avouer,  elle  promet  trop  pour  ne  pas  inspirer  quelque 
défiance,  défiance  accrue  par  l'immensité  des  sacrifices  qu'il  fau- 
drait consentir  pour  l'adopter. 

11  est  donc  indiqué  d'examiner  avec  soin  si  les  propositions,  con- 
firmées par  les  observations  et  présentées  par  les  relativistes 
comme  des  conséquences  logiques  des  hypothèses  de  leur  théorie, 
dérivent  réellement  de  ces  hypothèses. 

Tel  sera  précisément  l'objet  de  ce  travail. 

Notre  but  n'est  donc  pas,  comme  il  arrive  souvent  dans  les 
recherches  créatrices  relatives  à  la  Physique,  de  découvrir  des 
propositions  assez  vraisemblables  pour  mériter  une  étude  ulté- 
rieure approfondie.  Nous  avons  au  contraire  à  résoudre  une  ques- 
tion qui  ressort  essentiellement  de  la  logique  et  qui  consiste  simple- 
ment à  vérifier  si  un  certain  système  donné  d'hypothèses  entraîne 
bien  certaines  propositions  données.  Donc,  sous  peine  de  manquer 
notre  but,  nous  devons  nous  efforcer  d'atteindre  le  maximum  de 
précision  dans  les  énoncés  et  de  rigueur  dans  les  démonstrations. 

Nous  constaterons  que,  dans  tous  les  cas  où  les  relativistes  ont 
cru  avoir  démontré  qu'une  proposition,  confirmée  par  des  obser- 


{})  Voir  en  particulier  la  série  d'articles  publiés  par  M.  Einstein  dans  les  Sitzungs- 
berichte  der  Berliner  Akademie,  depuis   I9i4' 
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vations,  est  une  conséquence  des  hypothèses  de  la  T.  R.,  ils  ont 
appuyé  leur  thèse  par  des  considérations  basées  non  seulement  sur 
les  hypothèses  de  la  T.  R.,  mais  encore  sur  quelque  affirmation 
absolument  gratuite  ou  sur  des  hypothèses  logiquement  incompa- 
tibles avec  celles  de  la  T.  R. 

On  s'assurera  en  outre  que  les  hypothèses  de  la  T.  R.  sont 
insuffisantes  pour  établir  une  correspondance  entre  des  opérations 
de  mesure  et  les  valeurs  numériques  des  symboles  entrant  dans  les 
formules  de  la  théorie.  Donc,  avant  de  pouvoir  parler  de  l'accord 
ou  du  désaccord  de  la  T.  R.  avec  les  faits  observés,  il  faudrait  la 
compléter  au  moyen  d'hypothèses  additionnelles.  J'ose  croire 
qu'après  avoir  pris  la  peine  de  lire  ce  travail,  on  conviendra  avec 
nrioi  qu'un  tel  perfectionnement  de  la  T.  R.  est  bien  loin  d'être 
chose  aisée. 

Bien  entendu,  les  résultats  précédents  ne  constituent  cependant 
pas  une  réfutation  de  la  T.  R.,  car  nous  n'avons  nullement  prouvé 
l'impossibilité  de  compléter  les  hypothèses  de  la  T.  R.  de  façon 
à  la  transformer  en  une  théorie  s'accordant  réellement  avec  les 
données  dues  à  l'observation.  Y  arrivera-t-on  janaais  ?  Dans  l'état 
actuel  des  choses,  chacun  est  libre  de  répondre  à  cette  question 
selon  la  nature  de  sa  propre  mentalité  (').  Quel  que  doive  être 
d'ailleurs  le  sort  ultime  de  la  T.  R.,  elle  aura  dans  tous  les  cas 
rendu  service  à  la  Science,  car  elle  semble  avoir  fait  prévoir  l'exis- 
tence de  phénomènes  nouveaux  et  elle  a  provoqué  quelques  excel- 
lents travaux  relatifs  à  la  Géométrie  générale,  tels  que,  par  exemj)le, 
le  beau  Mémoire  de  M.  Levi-Civita  (^)  sur  la  notion  de  parallé- 
lisme. 

2.  Quels  sont  les  fondements  de  la  T.  R.  ?  Telle  est  la  premiière 
question  à  laquelle  nous  avons  à  répondre.  Elle  est  quelque  peu 
embarrassante,  ])ar('e  que  tous  les  auteurs  n'adoptent  pas  un  même 

•(^)  Lire  dans  le  nunu'ro  d'octobre  1921  des  Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences  de  Paris,  les  deux  Notes  suivantes  :  Paul  Painlevé,  La  Mécanique  clas- 
sique et  la  théorie  de  la  relulivilé,  p.  677.  —  Emile  Pu:ahi),  Quelques  remarques  sur 
la  théorie  de  la  relativité,  \^.  GSo. 

(^)  Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo,  1917,  fasc.  II  et  III,  p.  173. 
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système  d'hypothèses  et  surtout  parce  que,  trop  souvent,  les 
adeptes  de  la  T.  R.  dédaignent  de  propos  délibéré  de  présenter  des 
énoncés  précis  et  des  démonstrations  rigoureuses,  ainsi  que  cela 
résulte  en  particulier  du  passage  suivant  de  la  conversation  entre 
«  un  Physicien  expérimental,  un  Mathématicien  et  un  Relativiste, 
défenseur  des  plus  nouvelles  conceptions  du  temps  et  de  l'espace  » 
imaginée  par  M.  Eddington  (^). 

«  Le  Physicien.  —  ...Mais  vous-même  êtes-vous  bien  sûr  de  la 
définition  logique  de  tous  les  termes  que  vous  employez  ? 

»  Le  Relativiste.  —  Le  ciel  m'en  préserve  !  Je  ne  suis  pas  natu- 
rellement porté  à  être  exigeant  sur  ce  point  !...  » 

Dans  ces  conditions,  il  est  naturellement  souvent  bien  malaisé 
de  découvrir  quelle  est  au  justcla  pensée  de  l'auteur. 

Toutefois,  comme  nous  n'avons  pas  à  nous  occuper  des  der- 
nières généralisations  de  la  T.  R.,  proposées  successivement  par 
M.  Weyl  (^)  et  M.  Eddington  (^),  parce  que  l'on  n'a  pas  encore 
essayé  de  contrôler  ces  généralisations  par  l'observation,  et  comme 
d'autre  part  les  postulats  de  la  T.  R.  adoptés  par  M.  Hilbert  (') 
et  clairement  formulés  par  ce  distingué  mathématicien,  inter- 
viennent seuls  dans  les  applications  que  nous  avons  à  discuter, 
nous  nous  bornerons  à  énoncer  les  fondements  de  la  T.  R,  d'après 
M.  Hilbert,  en  nous  permettant  cependant  de  préciser  bien  des 
choses  que  M.  Hilbert  ne  fait  que  sous-entendre  dans  divers  pas- 
sages de  ses  deux  Mémoires. 

Dans  la  T.  R.,  comme  dans  toute  théorie  déductive,  il  est  impos- 
sible de  se  passer  d'un  certain  nombre  de  termes  regardés  comme 
intelligibles   sans   aucune  définition;   nous  les  appellerons  termes 

(^)  Eddington,  Espace,  Temps  et  Gravitation,  p.  5  (Paris,  1921,  chez  Hermann). 
Traduit  de  l'anglais  par  M.  J.  Rossignol. 

{%  Hermann  Weyl,  Raum,  Zeit,  Materie.  Berlin,  Julius  Springer,  1921. 

(')  Voir,  dans  l'Ouvrage  de  M.  Eddington,  cité  plus  haut,  le  paragraphe  50  de 
la  partie  théorique,  p.  124  et  suiv. 

(*)  D.  Hilbert, Die  Grundlagen  cler  Physik,  erste  Mitteilung  {Gôttinger  Nachrich- 
ten,  igiS,  Heft  3,  p.  SgS)  ainsi  que  zweite  Mitteilung  (même  journal,  1917,  Helft  1, 
p.  53). 
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primitifs  (^)  de  la  théorie  et  nous  dirons  que  les  notions  correspon- 
dantes en  sont  les  notions  priinitii>es.  Il  va  sans  dire  que,  pour 
exposer  une  théorie  avec  rigueur,  on  est  tenu  à  en  énumérer  les 
termes  primitifs.  Observons  encore  que,  s'il  est  impossible  de 
définir,  les  termes  primitifs,  il  est  au  contraire  possible  et  même 
indispensable,  quand  on  tient  à  la  rigueur,  de  fixer,  dans  une  cer- 
taine mesure,  le  caractère  des  notions  primitives  en  énonçant 
toutes  celles  des  propositions  supposées  être  vérifiées  par  ces 
termes,  sur  lesquelles  on  compte  faire  reposer  la  théorie  que  l'on 
se  propose  de  développer;  les  propositions  dont  il  vient  d'être 
question   constituent   évidemment  les  hypothèses   de  la  théorie. 

En.  formulant  les  fondements  de  la  T.  R.,  nous  admettrons 
naturellement  en  bloc  la  I^ogique  et  l'Analyse  mathématique, 
puisque,  en  ce  qui  concerne  ces  Seiences,  il  y  a  accord  complet 
entre  relativistes  et  non  relativistes.  Nous  nous  bornerons  donc  à 
énumérer  les  termes  primitifs  et  les  hypothèses  que  l'on  ne  consi- 
dère ni  en  Logique  ni  dans  l'Analyse  mathématique. 

J'ajoute  que  nous  ne  sommes  nullement  tenus  à  énumérer  tous 
les  termes  primitifs  et  à  énoncer  toutes  les  hypothèses  de  la  T.  R.  ; 
nous  pourrons  nous  borner  aux  termes  primitifs  dont  nous  aurons 
à  nous  servir  et  aux  hypothèses  sur  lesquelles  nous  comptons  nous 
appuyer. 

On  sera  sans  ,doute  frappé  du  caractère  abstrait  et  essentielle- 
ment mathématique  des  hypothèses  de  la  T.  R.  Ce  caractère  des 
postulats  de  la  T.  R.  tient  à  la  structure  inusitée  de  cette  théorie. 
Au    lieu   de   commencer,   comme   dans  les   autres  théories   de   la 


(^)  Dans  les  (iiuîsllons  rcssorlant  de  la  logl(iuo  et  (nii  seront  les  seules  dont  nous 
aurons  à  nous  occuper,  l'expression  de  terme  primitif  n'iinpliipie  nullement  'l'idée 
qu'au  point  de  vue  de  la  Psychologie,  les  notions  correspondantes  soient  des 
notions  premières,  apparaissant  dans  l'esprit  avant  toutes  les  autres.  En  réalité, 
c'est  même  le  contraire  cpii  est  ordinairement  vrai.  Ainsi,  par  exemple,  les  géo- 
mètres considèrent  \olonliers  le  terme  de  point  comme  terme  primitif  et,  pourtant, 
on  peut  affirmer  hardiment  que  la  notion  correspondante  n'apparaît  que  dans 
une  phase  relativement  avancée  du  développement  de  l'intelligence.  Le  choix 
des  termes  primitifs  d'une  théorie  déductive  n'est  dicté  que  \)iir  des  considérations 
de  clarté  et  de  simplicité  relatives  à  la  structure  de  la  théorie. 


THÉOHIE     DE    LA    RELATIVITE     ET    FAITS    OBSERVES.  I  09 

Physique,  par  fixer  avec  netteté  le  sens  physique  des  symboles 
mathématiques  que  l'on  se  propose  d'introduire,  M.  Einstein  et 
ses  disciples  adoptent  l'ordre  inverse  :  ils  construisent  leur  théorie, 
sans  préciser  le  sens  physique  des  symboles  qu'ils  emploient,  quitte 
à  en  chercher  après  coup  l'interprétation  physique  précise,  laquelle 
d'ailleurs,  comme  on  s'en  convaincra  en  lisant  ce  travail,  reste 
encore  à  trouver.  C'est  ce  qui  fait,  notons-le  en  passant,  qu'il  est 
impossible  de  donner  une  idée  adéquate  de  la  T.  R.  sans  faire  lar- 
gement usage  de  la  Mathématique. 

Voici  les  seuls  quatre  termes  primitifs  de  la  T.  R.  dont  nous  aurons 
à  nous  servir  ; 

Point  géométrique  '  Époque'  Point  physique,  ainsi  que  le  mot  anté- 
rieur,, considéré  comme  le  nom  d'une  relation  entre  deux  époques. 

Tous  ces  termes  peuvent  être  regardés  comme  des  termes  pri- 
mitifs communs  à  la  T.  R.  et  aux  autres  théories  de  la  Physique; 
mais,  selon  le  cas,  on  devra  admettre  qu'ils  vérifient  tantôt  cer- 
taines propositions,  tantôt  certaines  autres. 

En  passant  aux  énoncés  de  celles  des  hypothèses  et  définitions 
de  la  T.  R.  sur  lesquelles  nous  aurons  à  nous  appuyer,  faisons 
observer,  une  fois  pour  toutes,  que  nous  considérerons  exclusive- 
ment des  quantités  réelles. 

Hypothèses  et  définitions  communes  (')  à  la  T.  R.  et  à  toutes  les 
autres  théories  de  la  Physique  : 

I.  Hypothèse.  —  Tout  point  géométrique  peut  être  considéré  à 
n'importe  quelle  époque. 

II.  Définition.  —  L'expression  point-époque  désigne  un  point 
géométrique  considéré  à  quelque  époque  déterminée. 

III.  Définition.  —  L'ensemble  de  tous  les  points-époques 
s'appellera  hyperespace  physique  et  l'expression  point-époque  sera 
regardée  comme  équivalente  à  l'expression  point  de  V hyperespace 
physique. 

i})  Je  ne  crois  pas  me  tromper  en  affirmant  que  tous  les  auteurs  adoptent  réelle- 
ment, au  fond,  toutes  ces  hypothèses  et  définitions,  bien  que,  ordinairement,  on 
se  borne  à  les  indiquer  par  de  simples  allusions  plus  ou  moins  claires. 
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IV.  Hypothèse.  —  Il  est  possible  de  définir  un  ensemble  (E)  de 
régions  de  l'hyperespace  physique  de  façon  à  satisfaire  aux  condi- 
tions suivantes  : 

1°  Tout  point  de  rhypercsi)acc  physique  appartient  au  moins 
à  l'une  des  régions  de  l'ensemble  (E). 

2°  Lorsque  deux  régions  (R)  et  (R')  appartiennent  à  l'en- 
semble (E),  elles  peuvent  toujours  être  considérées  comme  les 
termes  extrêmes  d'une  suite  finie  de  régions  appartenant  à 
l'ensemble  (E),  et  telle  que  deux  termes  consécutifs  de  cette  suite 
aient  toujours  au  mioins  un  point  commun. 

3°  Lorsqu'une  région  (Rj  de  l'hyperespace  physique,  appartient 
à  l'ensemble  (E),  on  peut  toujours  établir  une  correspondance 
réciproque  et  biunivoque  entre  les  points  de  la  région  (R)  et  ceux 
des  systèmes  de  valeurs  de  quatre  variables  x^,  X2,  x^,  x^  qui 
forment  un  certain  ensemble  (X,.)  de  points  dans  l'espace  arithmé- 
tique à  quatre  dimensions. 

V.  Définition.  —  Les  régions  de  l'hyperespace  physique,  faisant 
partie  d'un  ensemble  possédant  les  propriétés  énumérées  dans 
l'énoncé  précédent,  s'appelleront  régions  élémentaires  et  un  tel 
ensemble  lui-même,  ensemble  complet  de  régions  élémentaires  ; 
lorsque  les  symboles  (R),  x^,  X2,x^,X;  et  (X,.)  auront  la  signiiica- 
tion  que  nous  leur  a^ons  donnée  plus  haut,  nous  dirons  que  le 
système  x^,  X2,  x^,  x.,  de  quatre  variables  est  un  système  de  coor- 
données relatif  à  la  région  (R),  l'ensemble  (X,)  étant  l'image  arith- 
métique correspondante  de  la  région  considérée. 

YI.  Hypothèse.  —  Il  est  possible  de  constituer  un  ensemble 
complet  de  régions  élémentaires  de  l'hyperespace  physique,  de 
telle  sorte  que  chacune  d'elles  puisse  être  rapportée  à  un  système 
de  coordonnées  x^^  X2,  X;^,  t,  vérifiant  les  conditions  suivantes  : 

1°  L'ensemble  de  toutes  les  valeurs  de  t  correspondant  aux 
divers  points  de  la  région  élémentaire  considérée  (R)  constitue  un 
certain  intervalle  ouvert  (I). 

qP  II  correspond  à  l'intervalle  de  variabilité  (1)  de  la  variable  t 
un  certain  ensemble  d'époques,  tel  qu'il  subsiste  entre  les  époques 
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de  cet  ensemble  et  les  valeurs  de  t,  intérieures  à  l'intervalle  (I),  une 
correspondance  réciproque  et  biunivoque. 

3^  J^orsque  deux  valeurs  inégales  l'  et  t"  de  t  appartiennent  à 
l'intervalle  (I),  une  seule  des  deux  époques  correspondantes  est, 
du  moins  dans  le  système  de  coordonnées  considéré,  antérieure  à 
l'autre  et  c'est  celle  qui  correspond  au  plus  petit  des  nombres  t'  et  t". 

VU.  Définition.  —  Les  notations  de  l'hypothèse  précédente 
étant  conservées  et  t'  étant  une  valeur  de  t  appartenant  à  l'inter- 
valle (I),  nous  dirons  que  l'ensemble  des  époques  c|ui  correspondent 
aux  valeurs  de  t  appartenant  à  l'intervalle  (I)  et  vérifiant  la  relation 

constitue  le  temps  relatif  à  la  région  (R)  et  au  système  de  coor- 
données considéré,  défini  par  la  valeur  t  =  ^'  de  la  variable  t;  pour 
caractériser  le  rôle  de  cette  variable,  nous  dirons  qu'elle  représente 
le  temps  pour  la  région  (R)  et  dans  le  système  de  coordonnées  con- 
sidéré. 

VIII.  Hypothèse.  —  Lorsque  dans  un  système  de  coordonnées  Xi, 
X2,  ^3,  t  relatif  à  une  région  élémentaire  (R)  de  l'hyperespace 
physique,  la  variable  t  représente  le  temps,  tout  système  de  valeurs 
des  trois  variables  x^,  X2,  ^3,  appartenant  à  l'ensemble  de  tous  ceux 
des  systèmes  de  valeurs  que  ces  variables  peuvent  prendre  lorsque 
le  point  arithmétique  {x^,  x^^  rcg,  i)  ne  sort  pas  de  l'image  arithmé- 
tique de  la  région  (R),  définit  un  point  géométrique. 

IX.  Définition.  —  Les  notations  de  l'hypothèse  précédente 
étant  conservées,  désignons  par  t^  une  valeur  de  t  appartenant  à 
l'intervalle  de  variabilité  de  cette  variable  et  par  (X/J  l'ensemble 
de  tous  ceux  des  systèmes  de  valeurs  des  variables  x-^,  x^-,  ^3  dont 
chacun  définit,  conjointement  avec  la  valeur  i„  de  t,  quelque  point 
de  la  région  (R);  nous  dirons  que  l'ensemble  de  tous  les  points 
géométriques  correspondant  à  l'ensemble  (X,J  des  systèmes  de 
valeurs  des  trois  variables  x^,  x^,  x^  constitue  la  région  de  l'espace 
relatif  au  système  de  coordonnées  employé,  contenue  par  la 
région  (R)  à  l'époque  t  =  t^. 

Joitrn.  de  Math. y  tome  I.  —  Kasc.  II,  1922.  I^ 
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X.  Hypothèse.  —  Tout  point  physique  M  conserve  invariable- 
ment son  individualité  et  se  trouve  à  une  époque  donnée  E  en  un 
point  géométrique  déterminé  A;  pour  exprimer  la  relation  précé- 
dente entre  les  éléments  M,  E  et  A,  nous  dirons  qu'à  l'époque  E 
le  point  physique  M  se  trouve  au  point  P  de  l'hyperespace  phy- 
sique, point  constitué  par  le  point  géométrique  A  considéré  à 
l'époque  E;  nous  dirons  aussi  que  les  coordonnées  du  point  P  de 
l'hyperespace  physique  sont  celles  du  point  physique  M  à  l'époque  E. 

XL  Hypothèse.  —  Lorsque,  à  deux  époques  différentes  Ej  et  Eg, 
un  même  point  physique  se  trouve  en  des  points  d'une  même  ré- 
gion élémentaire  (R),  de  la  nature  considérée  dans  l'hypothèse  VI, 
une  certaine  des  époques  E^  et  Eg  est  antérieure  à  l'autre  dans 
n  importe  lequel  des  systèmes  de  coordonnées  dont  l'existence  est 
assurée  par  l'hypothèse  VI. 

A  ces  hypothèses  et  définitions  communes  à  toutes  les  concep- 
tions de  la  Physique,  nous  adjoindrons  l'hypothèse  suivante,  par- 
ticulière à  la  r.  R.  : 

XIl.  Hypothèse  particulière  à  la  T.  R.  (').  —  Il  est  possible 
de  constituer  un  ensemble  complet  de  régions  élémentaires  de 
l'hyperespace  physique  (énoncé  V,  p.  iio),  régions  qui  s'appel- 
leront régions  élémentaires  régulières,  de  façon  qu'il  corresponde 
à  chacune  d'elles  une  classe  particulière  de  systèmes  de  coor- 
données, systèmes  que  nous  appellerons  systèmes  réguliers  de 
coordonnées  et  qui  sont  caractérisés  par  les  propriétés  suivantes  : 

i"  Lorsqu'une  région  régulière  de  l'hyperespace  physique  est 
rapportée  à  un  système  régulier  de  coordonnées,  l'image  arithmé- 
ti({U(;   (énoncé   V,   p.    iio)   de   cette  région   est  constituée  ])ar  un 


(^)  l.'riioncr»  (iiii  vn  siiivro  (Mtniicnl  hicii  des  chosos  «pie  M.  Ililhort  ne  dit  ]>bs 
d'iiiu'  (atjon  (>x|)licilo  cl  (\\io  \v  n'ai  pu  passer  sous  silence  puisque,  ne  présenlanl 
pas  un  exposé  de  la  T.  H.,  je  n'ai  pas  eu  la  ressource  de  les  faire  sous-cntendre. 
Toutefois,  je  ne  crois  jias  in'èlre  écarlé  de  la  jjensée  de  M.  llilberl.  \'oir  en  parti- 
culier les  passages  suivants  des  deux  Mémoires  de  ccl  auteur  :  Gôuinger  Nach- 
ricldcn,  nji5,  llcfl  3,  p.  3(j5,  cl  même  journal,  1917,  Hefl  1,  p.  5"]. 
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domaine  ouvert,  simplement  eonnexe,  situé  dans  res})ace  arithmé- 
tique à  quatre  dimensions. 

2°  Il  correspond  à  tout  système  régulici-  de  coordonnées  x^, 
X2,  X3,  X,,  relatif  à  une  région  régulière  (R)  de  l'hyperespace  physique 
un  système  de  dix  fonctions 


O  '/i  f-i  l<i 


(/,  A  =1,2,  3,/,) 


bien  déterminées  des  variables  x^^  .Tg,  ^3,  a;,,  définies  dans  l'image 
arithmétique  (X,.)  de  la  région  (R),  relative  au  système  de  coor- 
données considéré;  ces  fonctions  s'appellent,  d'après  M.  Einstein, 
potentiels  de  gravitation  et  sont  telles  cjue  le  discriminant  de  la 
forme  différentielle 

2^  gik  dxi  dxu 

est  négatif. 

3°  Les  potentiels  de  gravitation  gi^  admettent  des  dérivées 
partielles  continues  dans  tout  le  domaine  (X,.)  juscju'à  un  certain 
ordre  p  inclusivement;  nous  supposerons  p  =  3,  parce  cjue  c'est 
la  plus  petite  valeur  cfue  l'on  puisse  attribuer  à  p  pour  légitimer 
sans  peine  les  calculs  cjue  l'on  rencontre  ordinairement  dans 
laT.  R. 

4°  Pour  c{u'un  système  d'équations  de  la  forme 

i 

(i)  a?;— /(.r,,  ^2,  .7^3,  x,^)  (a  =  I,  2,  3,  4), 

OÙ  l'ensemble  des  variables  .Tj,  .Tg,  x^,  x.,  représente  un  système 
régulier  de  coordonnées  relatif  à  une  région  élémentaire  régu- 
lière (R)  de  l'hyperespace  physique,  définisse  les  variables  x\,  x.^, 
x'.^,  x,^  comme  un  nouveau  système  régulier  de  coordonnées  relatif 
à  la  région  (R),.il  faut  et  il  suffit  que  les  conditions  suivantes  soient 
vérifiées  : 

a.  Les  fonctions  y,  {x^^,  x^,  oc^,x^)  sont  bien  déterminées  et  pos- 
sèdent des  dérivées  partielles  continues  jusqu'au  quatrième  ordre 
inclusivement  dans  tout  le  domaine  (X,.)  qui  représente  l'image 
arithmétique  (énoncé  V,  p.  iio)  de  la  région  (R)  relative  au  sys- 
tème de  coordonnées  x^,  X2,  x^,  x.. 
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h.  Si  l'on  désigne  par  (X,.)  le  transformé  du  domaine  (X,.)  par 
la  substitution  (ij,  les  équations  (i)  font  correspondre  à  un  point 
de  (X^.)  un  seul  point  du  domaine   (X,.). 

c.  Dans  tout  le  domaine  (X,.),  on  a 


xJ  i  «X  j  •    "^S  î         3 1         4  / 


5°  Lorsque  les  foi  mules  (i)  constituent,  pour  une  région  élé- 
mentaire régulière  de  l'hyperespace  physique,  les  formules  de  pas- 
sage d'un  système  régulier  de  coordonnées  x^,  .Xg,  ^3,  x,,,  à  un 
second  système  régulier  x\,  x'^^  x\,  x\,  ces  formules  entraînent 
l'égalité 

2  S  il'  ^■^'  <^^/'  =  2  ^'^  ^^■^''  ^■^'^  ' 


OÙ  les  g,;t  ^t  les  g'.^  représentent  les  potentiels  de  gravitation  relatifs 
aux  systèmes  de  coordonnées  .Tj,  x^,  x^,  x,,  et  x\,  x'.,,  .t'.,,  x,,. 

6°  Soient  (R)  une  région  élémentaire  régulière  de  l'hyperespace 
physique  rapportée  à  un  système  régulier  de  coordonnées  .Tj,  .Tg, 
X2,  x^,  et  (X,.)  l'image  arithmétique  (énoncé  V)  correspondante 
de  cette  région.  Si  l'on  désigne  alors  par  (X^)  un  domaine  ouvert 
et  simplement  connexe  contenu  dans  le  domaine  (X^.)  et  par  (R') 
la  portion  de  (R)  que  le  système  de  coordonnées  .Tj,  x^-,  x^,  x^  fait 
correspondre  au  domaine  (X|.),  le  système  complet  [c)  de  régions 
élémentaires  régulières  dont  fait  partie  la  région  (R)  se  transfor- 
mera en  un  nouveau  système  complet  de  régions  élémentaires 
régulières  si  l'on  adjoint  la  région  (R')  à  l'ensemhle  (»^,). 

70  Désignons  par  (Rj)  et  (R2)  deux  régions  élémentaires  régu- 
lières de  l'hyperespace  physique  et  par  (^j)  et  (,::2)  les  systèmes 
complets  dont  ces  régions  font  partie.  Sans  admettre  que  les  sys- 
tèmes complets  [c-^  et  [c,^  soient  forcément  distincts,  supposons 
que  les  régions  (Rj)  et  (R2)  aient  un  point  commun  A.  Il  existera 
alors  une  région  (R„)  de  l'hyperespace  physique,  contenant  le 
point:  A  et  contenue  dans  chacune  des  régions  (Rj)  et  (R2)j  telle 
que  par  l'adjoiu  tioii  d<'  cette  région  à   l'un  (juelc(»n(ju<'  des  sys- 
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tèiïies  {ci)  et  {^2),  l'on  obtienne  encore  un  système  complet  de 
régions  élémentaires  régulières  de  l'hyperespace  physique. 

8°  Lorsque  deux  régions  (R)  et  (R')  de  l'hyperespace  physique 
font  partie  d'un  même  système  complet  de  régions  élémentaires 
régulières,  lorsqu'en  outre  la  région  (R')  est  contenue  dans  la 
région  (R),  tout  système  régulier  de  coordonnées  a^j,  .Tg,  x^,  x,, 
relatif  à  la  région  (R),  ainsi  que  les  potentiels  de  gravitation  cor- 
respondants, peuvent  être  regardés  comme  formant  les  éléments 
analogues  relatifs  à  la  région  (R'),  à  condition  d'assigner  pour 
domaine  au  point  arithmétique  [x-^,  x^,  x^^  x,)  celui  que  le  système 
de  coordonnées  considéré  fait  correspondre  à  la  portion  (R')  de  la 
région  (R). 

9°  L'ensemble  des  systèmes  réguliers  de  coordonnées,  relatifs 
à  une  région  élémentaire  régulière  de  l'hyperespace  physique, 
contient  une  classe  particulière  de  systèmes  de  coordonnées,  que 
nous  appellerons  systèmes  normaux  de  coordonnées  et  qui  sont  tels 
que,  sur  les  quatre  variables  qui  constituent  un  système  de  coor- 
données de  la  classe  considérée,  l'une  représente  le  temps  au  sens 
de  la  définition  VII  (p.  m). 

10°  Les  systèmes  normaux  de  coordonnées  relatifs  à  une  région 
élémentaire  régulière  (R)  de  l'hyperespace  physique  sont  carac- 
térisés (^)  par  la  propriété  suivante  : 

Les  notations  étant  disposées  de  façon  que,  sur  les  quatre 
variables  x^,  x^,  ^3,  x^,  formant  ensemble  un  système  normal  de 
coordonnées  relatif  à  la  région  (R),  la  variable  x,,  représente  le 
temps,  les  potentiels  de  gravitation  correspondants  g,/;,  satisferont 
aux  conditions  que  voici  : 


Il  >o, 


011        c^l2 


>o, 


O  1 1  012  &  1  :i 
p-21  ni-i  é<'23 
A'':il        gil       ffiS 


>  o,  g^,  <  o. 


En  rapprochant  les  propriétés  attribuées  par  l'énoncé  précédent 
aux  potentiels  de  gravitation  g,/t   de  la   géométrie  métrique  d'un 

(^)    HiLBERT,  Die   Grundlugen  der  Physik^  zweite   Mitteiliing  {Guttinger  Nach- 
richten,   1917,   Heft  1,  p.  07). 
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espace  arithmétique  à  n  dimensions,  on  sera  conduit  à  donner  avec 
nous  le  nom  de  forme  métrique  de  la  région  considérée  à  la  forme 
différentielle 

2  gikdxidxk- 

i,  k  =  1 

Les  douze  hypothèses  et  définitions  qui  viennent  d'être  énoncées 
caractérisent  la  conception  relativistc  générale  de  l'hyperespace 
physique. 

En  dehors  des  hypothèses  précédentes,  nous  n'aurons  à  tenir 
compte  que  des  deux  hypothèses  qui  seront  énoncées  plus  loin 
et  qui  caractérisent  le  cas  particulier  de  la  T.  R.,  appelé  la  T.  R. 
restreinte. 

Toutes  les  autres  hypothèses  de  la  T.  R.  n'étant  dans  aucun 
rapport  avec  les  questions  que  nous  aurons  à  discuter,  nous  nous 
dispenserons  de  les  énoncer. 

Il  est  de  toute  évidence  que  la  possibilité  de  contrôler  la  T,  R. 
au  naoyen  des  faits  observés  est  subordonnée  à  l'existence  de  cas 
où  l'on  serait  arrivé  à  déterminer  les  valeurs  numériques  des 
coordonnées  de  certains  points  physiques  |)ar  des  mesures  effectuées 
à  l'aide  d'instruments  appropriés.  Il  nous  laut  donc  examiner  si 
les  relativistes  ont  fait  connaître  quelque  procédé  admissible  pour 
établir,  dans  certains  cas,  une  correspondance  entre  les  valeurs 
numériques  des  coordonnées  d'un  point  physique  et  des  opérations 
de  mesure. 

5.  Avant  de  passer  à  l'étude  de  cette  question,  il  est  indispen- 
sable d'analyser  les  bases  théoriques  des  opérations  de  mesure 
de  coordonnées  en  Physique  non  relativiste. 

Cette  analyse  est  nécessaire  non  seulement  pour  faciliter  l'intel- 
ligence des  considérations  ultérieures,  mais  encore  et  surtout  parce 
que,  comme  nous  le  constaterons  plus  bas,  les  relativistes  appliquent 
les  méthodes  d('  mesures  d<'s  non-relativistes. 

Nous  devons  donc  commencer  par  présenLer  les  énoncés  qui 
caractérisent  la  conception  non  relativiste  de  l'hyperespace 
physique.    Il   conviendra   cvidemmeni    d'adopter,   non   pas  l'ordre 
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d'exposition  habituel,  mais  celui  que  les  relativistes  ont  choisi 
pour  faire  connaître  leur  faconde  concevoir  l'hyperespaee  physique. 

Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  les  deux  conceptions  de 
l'hyperespaee  physique  peuvent  être  exprimées  au  moyen  des 
mêmes  termes  primitifs  et  que  les  onze  premiers  énoncés  du 
numéro  précédent  sont  communs  à  ces  deux  conceptions.  Il 
suffira  donc  de  présenter  l'énoncé  cju'il  faut  substituer  à  l'énoncé  XII 
du  numéro  précédent  pour  passer  de  la  conception  relativiste  de 
l'hyperespaee  physique  à  la  conception  non  relativiste. 

Pour  éviter  des  complications  qui  ne  contribueraient  en  rien  à 
éclaircir  les  questions  qui  vont  nous  occuper,  nous  ne  chercherons 
pas  à  atteindre  le  maximum  de  généralité  de  la  conception  non 
•relativiste  de  l'hyperespaee  physique  et  nous  supposerons,  pour 
simplifier,  que  tout  l'hyperespaee  physique  peut  être  regardé 
comme  une  seule  région  élémentaire  (énoncé  V,  p.  iio). 

Toutefois,  pour  mettre  convenablement  en  évidence  les  prin- 
cipes sur  lesquels  reposent  les  opérations  de  mesure  des  coor- 
données de  points  physiques  en  Physique  non  relativiste,  il  sera 
utile  de  nous  élever  au-dessus  de  la  conception  courante  où  l'on 
admet  d'emblée  la  validité  de  la  Géométrie  euclidienne. 

En  définitive,  voici  l'énoncé  que  nous  allons  adopter  : 

XII  a.  Hypothèse  spécifique  de  la  conception  non  relatiçiste  de 
Vhyperespace  physique.  —  L'ensemble  de  tous  les  systèmes  de 
coordonnées,  à  chacun  desquels  l'hyperespaee  physicjue  peut  être 
rapporté,  contient  une  classe  particulière  de  systèmes  de  coor- 
données, systèmes  que  nous  appellerons  systèmes  normaux  de 
coordonnées  et  qui  sont  caractérisés  par  les  propriétés  suivantes  : 

1°  L'une  des  quatre  variables  formant  ensemble  un  système 
normal  (S)  de  coordonnées,  soit  t,  représente  le  temps  relatif  au 
système  (S)  au  sens  de  la  définition  VII  (p.  m). 

2°  Aux  trois  autres  variables  .î^,  a.^,  ^^'3,  du  système  (S),  corres- 
pond  une   forme  différentielle  quadratique  définie,   positive, 

(  I  )  2]  '^ik  d-^i  d^k  (  hiu  =  h/ci ) , 
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dont  les  coefïicients  h,,^  sont  des  fonctions  bien  déterminées  des 
seules  variables  ^r^,  x^,  .^3,  admettant  des  dérivées  partielles  con- 
tinues jusqu'à  un  certain  ordre  p  inclusivement;  nous  suppo- 
serons p  =  3,  parce  que  c'est  la  plus  petite  valeur  que  l'on  puisse 
attribuer  à  p  pour  légitimer  aisément  les  calculs  les  plus  ordi- 
naires dans  la  théorie  qui  nous  occupe. 

3^  La  forme  (i)  représente  le  ds^  d'un  espace  arithmétique  à 
courbure  constante;  nous  l'appellerons  forme  métrique  relative 
au  système  normal  de  coordonnées  rCj,  X2,  ^3,  t. 

4°  Les  notations  précédentes  étant  conservées,  pour  que  des 
formules  exprimant  quatre  nouvelles  vaiiables  x\,  x[„  x'^,  t'  en 
fonctions  des  variables  x^,  X2,  x^  et  t  puissent  être  considérées 
comme  les  formules  de  passage  du  système  normal  de  coor- 
données x-^,  X2,  ^3,  t  A  un  nouveau  système  normal  de  coordonnées 
x\,  x'.^,  a;'.,,  t',  il  faut  et  il  suffit  que  les  conditions  suivantes  soient 
remplies  : 

a.  Les  formules  considérées  doivent  être  de  la  forme 

I  .r,=/i{a;i,  Xo,  ^3,  0  (i  =  i,  2,  3), 

\  t    =at-h  b, 

où  a  et  b  sont  deux  constantes  dont  la  première  est  positive,  les 
fonctions  /,  (a;j,  X2,  x^,  ^)  étant  bien  déterminées  et  admettant  des 
dérivées  partielles  continues  jusqu'au  quatrième  ordre  inclusive- 
ment pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  variables  x^,  X2,  x^,  t. 
h.  A  tout  système  de  valeurs  des  variables  x\,  x[,,  x'.^,  t' ,  les 
équations  (i)  doivent  faire  correspondre  un  système  unique  des 
valeurs  des  variables  x^^  X2,  x^,  t. 

c.  On  doit  toujours  avoir 

D(^i,  X.,,  0-3)  ^ 

d.  Le  résultat  de  la  transformation  de  la  forme  (1)  au  moyen 
de  la  substitution  définie  par  les  trois  premières  équations  du  sys- 
tème (2),  dans  le  cas  où  l'on  pose 

dt  =  o, 
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doit  être  une  forme  clifTérentielle 

2  /'/'■  ^-"^'i  ^^'k  5  /'•  A  =  A'  (/,/.=  1 ,   2 ,  3  ) 

dont  les  ooeflîcients  fn^  sont  des  fonctions  des  variables  a:,,  a?!,, 
a;',,  indépendantes  de  L 

50  Les  conditions  précédentes  étant  remplies,  les  coelFicients  de 
la  forme  métrique 

2  h'ihdx'idx\, 

relative  au  nouveau  système  normal  de  coordonnées,  seront  définis 

par  les  formules 

Kk  =  '^fa-         (/,  A=i,  2,  3), 

où  À  représente  un  nombre  positif  (^)  dont  la  valeur  peut  être 
fixée  arbitrairement  et  qui,  après  cette  opération,  et  lorsque  les 
formules  (2)  sont  données,  achève  de  déterminer  la  nature  du  sys- 
tème de  coordonnées  x\,  x'.,,  x'.^,  t' . 

L'hypothèse  précédente,  conjointement  avec  les  onze  premiers 
énoncés  du  numéro  précédent,  caractérise  la  conception  non  rela- 
tiviste  de  l'hyperespace  physique.  Les  douze  énoncés  ainsi  obtenus 
ne  sont  pas  logicjuement  indépendants,  mais  c'est  sans  importance 
pour  nous. 

^i.  La  conception  non  relativiste  de  l'hyperespace  physique 
étant  adoptée,  examinons  dans  quelles  conditions  et  de  quelle 
façon  des  mesures  de  coordonnées  de  points  physiques  pourraient 
être  effectuées. 


(^)  L'introduction  du  nombre  \  offre  cet  avantage  que,  après  avoir  déterminé 
complètement  la  correspondance  entre  les  points  de  l'hyperespace  physiipie  el  les 
systèmes  de  valeurs  des  quatre  variables  qui  doivent  former  un  système  norinal 
de  coordonnées,  on  peut  encore  choisir  arbitrairement  l'élément  que  nous  défi- 
nirons plus  tard  comme  l'étalon  de  longueur  relatif  au  système  de  coordonnées 
considéré. 

Journ.  de  Math.,  tome  I. —  Fasc.  II,  1922.  I^ 
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On  nous  accordera  sans  cloute  que,  à  titre  d'axiome,  on  peut 
admettre  la  proposition  suivante  : 

(A).  Axiome.  —  Quelque  conception  de  l'hyperespace  physique 
que  l'on  adopte,  on  ne  pourra  y  effectuer  des  mesures  de  coor- 
données de  points  physicjues  qu'après  avoir  satisfait  aux  deux 
conditions  suivantes  : 

i^  Présenter  les  définitions  théoriques  des  instruments  de 
mesure  dont  on  compte  se  servir,  c'est-à-dire  définir  des  systèmes 
de  points  physiques  qui,  s'ils  existaient,  constitueraient,  sous 
forme  parfaite,  les  instruments  nécessaires. 

2°  Faire  connaître  des  systèmes  de  points  physiques  existant 
réellement  et  que  l'on  pourra  regarder  comme  représentant  les 
instruments  théoriques  avec  une  approximation  suffisante,  du 
moins  dans  certaines  conditions  et  peut-être  moyennant  certaines 
corrections  des  résultats  obtenus  en  s'en  servant. 

Voyons  comment  le  non-relativiste  satisfait  à  ces  conditions.  A 
cet  effet  supposons  que  l'hyperespace  physique  soit  rapporté  à  un 
système  normal  de  coordonnées  (énoncé  XII  a,  j).  117)  et  soit,  sur 
les  quatre  variables  .t^,  .Tg,  x^,  t  qui  forment  le  système  considéré, 
/-  celle  qui  représente  le  temps. 

En  vertu  de  l'hypothèse  VllI  (p.  m)  l'ensemble  des  trois 
variables  x^,  X2,  x^  pourra  être  considéré  comme  formant  un  sys- 
tème de  coordonnées  auquel  l'ensemble  de  tous  les  points  géo- 
métricfues,  c'est-à-dire  (énoncé  IX,  p.  m)  tout  l'espace  relatif 
au  système  de  coordonnées  considéré,  serait  rapporté.  II  est  donc 
naturel  de  dire  avec  nous  que,  sur  les  quatre  coordonnées  d'un 
point  physique,  celles  qui  représentent  les  valeurs  de  x^,  X2,  -l's  et 
qui  définissent  le  point  géométrique  où  se  trouve,  à  l'époque 
définie  ])ar  la  quatrième  coordonnée  f,  le  point  physique,  cons- 
tituent les  coordonnées  spatiales  du  ])oi!it  physique  à  l'époque 
considérée.  Le  jioint  géométriqu«;  défini,  à  une  éjioque  donnée, 
par  les  coordonnées  spatiales  du  point  j)hysi(jue  à  cette  époque, 
s'ap])ellcra  position  du  point  physique  à  l'épocjue  considérée. 

Nous  appellerons  arc  groniétrique  rci^ulier,  un  ensemble  (a)  de 
pdinis  oéomcl  ri([ncs,  tel  «[ne,  entre  les  poinis  géoniél  ri([n<'s  d»'  cvt 
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ensemble  et  celles  des  valeurs  d'un  paramètre  A  qui  appartiennent 
à  un  certain  intervalle  fermé  (X^,  Ag),  (Ai<  Ag),  l'on  puisse  établir 
une  correspondance  réciproque  et  biunivoque,  définie  par  des 
équations  de  la  forme 

(l)  ^V -:://(>.)  (^-  =  1,2,3), 

OÙ  Xi,  x^i  x.^  représentent  les  coordonnées  d'un  point  appartenant 
à  l'ensemble  (a),  les  fiÇ^)  étant  des  fonctions  continues,  définies 
dans  l'intervalle  fermé  (Xj,  Xg)  et  possédant  à  l'intérieur  de  cet 
intervalle  des  dérivées  bornées  et  continues  ne  s'annulant  jamais 
à  la  fois. 
La  forme 

3 

2  hikdxidxk 

étant  la  forme  métrique  relative  au  système  de  coordonnées 
{x^,  X2,  ^'3,  t),  nous  regarderons  comme  longueur  de  l'arc  (i),  estimé 
dans  le  système  de  coordonnées  considéré,  le  nombre  s  défini  par 
la   formule 


«y>.,      y/    /,  A=i 


ih-,J',0^)f',McO., 


où  l'on  doit  prendre  la  détermination  positive  du  radical. 

Les  conventions  usuelles  permettent  d'exprimer  brièvement  la 
définition  précédente  en  disant  que  l'espace  relatif  au  système  de 
coordonnées  x-^,  x^,  x^,  t  est  considéré  comme  admettant  un  ds^ 
déterminé,  défini  par  la  formule 


ds- 


=z  2^  hadxidxk. 


/,*=! 


Les  mêmes  conventions  suggèrent  assez  clairement  ce  qu'il 
convient  d'entendre  par  géodésiques  de  l'espace  relatif  au  système 
de  coordonnées  x^,  X2,  x^,  t,  pour  qu'une  définition  explicite  soit 
superflue. 

Nous    entendrons   par   distance  de   deux   points   géométriques, 
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estimée  clans  le  système  de  coordonnées  {x-^^,  x^,  x^^  t),  le  minimum 
de  longueur  d'un  arc  géométrique  régulier  joignant  les  deux  points 
considérés,  en  supposant  bien  entendu  que  la  longueur  d'un  tel 
arc  soit  toujours  estimée  dans  le  système  de  coordonnées  x^,  «g; 
X3,  t. 

Nous  appellerons  encore  distance  de  deux  points  physiques  P 
et  Q  à  une  époque  t  =  i„,  estimée  dans  le  système  de  coordonnées 
(^Tj,  X2,  x^,  t),  la  distance  des  points  géométriques  représentant  les 
positions  respectives  des  points  P  et  Q  à  l'époque  t  =  t„,  cette 
distance  étant,  bien  entendu,  estimée  dans  le  système  de  coor- 
données x^,  X2,  x^,  t. 

Continuons  à  désigner  par  P  et  Q  deux  points  physiques;  dési- 
gnons en  outre  par  [x^,  x^,  x^,  t)  et  (a;,,  x!^,  x'^,  t')  deux  systèmes 
normaux  de  coordonnées  relatifs  à  l'hyperespace  physique,  par  t„ 
une  valeur  de  t  et  par  i„  la  valeur  de  t'  qui,  en  vertu  des  formules  de 
passage  de  l'un  des  deux  systèmes  de  coordonnées  précédents  au 
second,  correspond  à  la  valeur  i'„  de  t.  Cela  posé,  l'hypothèse  XII  a 
(p.  117)  permettra  de  démontrer  sans  peine  le  théorèmie  suivant  : 

(B).  Théorème.  —  Si  l'on  désigne  par  s  et  s'  les  valeurs  respec- 
tives de  la  distance  des  points  physiques  P  et  Q,  estimées  dans  les 
systèmes  de  coordonnées  (a^j,  fTg,  .^3,  t)  et  {x\,  x!.,,  rr',,  t')  aux  époques 
^0  et  <o,  on  aura 

.s'  ^=:  IJ.S, 

OÙ  [j.  représente  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la  nature  des 
deux    systèmes    de    coordonnées. 

Voici  maintenant  une  définition  fondamentale  pour  ce  qui  va 
suivre. 

(C).  Définition.  —  L'assertion  qu'un  systèraie  (S)  de  points 
physiques  est  un  système  de  j)()ints  rigide  ou  un  corps  rigide, 
cxprinu'  que  la  distance  mutuelle  de  deux  points  appartenant  au 
système  (S),  estimée  dans  un  système  normal  de  coordonnées 
arbitrairement  choisi,  est  toujours  indépendante  de  l'époque  à 
laquelle  elle  se  ra])|)orte. 

La  propriété  de  rigidité  d'un  système  de  points  physiques  en  est 


i 
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évidemment  une  propriété  intrinsèque.  Il  résulte  en  outre  du  théo- 
rème (B)  que,  pour  être  certain  qu'un  système  de  points  physiques 
est  un  système  rigide,  il  suffit  de  savoir  que  la  condition  de  rigidité 
est  remplie,  ne  fût-ce  que  par  rapport  à  un  seul  système  normal 
de  coordonnées. 

Sans  nuire  à  la  clarté,  nous  croyons  pouvoir  nous  dispenser  de 
définir  explicitement  les  systèmes  de  points  physiques  que  nous 
appellerons  arcs  réguliers  {^)  rigides^  nous  croyons  pouvoir  de 
même  omettre  la  définition  du  nombre  qui  sera  considéré  comme  la 
longueur  d'un  arc  régulier  rigide,  estimée  dans  un  système  normal 
de  coordonnées. 

Cela  posé,  on  déduira  sans  peine  de  l'hypothèse  Xil  a  (p.  117) 
les  deux  théorèmes  suivants  : 

(D).  Théorème.  —  Il  correspond  à  tout  ensemble  de  deux  sys- 
tèmes normaux  de  coordonnées  (S)  et  (S')  un  nombre  positif  [J. 
[égal  à  celui  que  l'on  a  désigné  par  la  même  lettre  dans  le  théo- 
rème (B)],  tel  que  si  l'on  désigne  par  s  et  s'  les  valeurs  de  la  lon- 
gueur d'un  même  arc  régulier  rigide,  estimée  successivement  dans 
les  systèmes  (S)  et  (S'),  on  ait 

s'  =  ^s. 

(E).  Théorème.  —  Il  correspond  à  tout  arc  régulier  rigide  (a)  et 
à  un  nomibre  positif  5„,  arbitrairement  choisi,  une  classe  (C)  de 
systèmes  normaux  de  coordonnées  telle  que  le  nombre  s„  repré- 
sente précisément  la  longueur  de  l'arc  (a),  estimée  dans  n'importe 
quel  système  de  coordonnées  de  la  classe  (C). 

Notons  encore  qu'en  s'appuyant  sur  la  théorie  classique  des 
espaces  arithmétiques  à  courbure  constante,  on  peut  aisément 
déduire  de  l'hypothèse  XII  a  le  théorème  suivant  : 

(F).  Théorème.  —  Le  nombre  de  degrés  de  liberté  d'un  corps 
rigide  atteint  le  maximum  compatible  avec  la  définition  (C),  c'est- 
à-dire  le  nombre  6  lorsque  les  points  physiques  qui  constituent 

(^)  Voir  p.  120  et  121. 
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le  corps  considéré  ne  se  trouvent  à  aucune  époque  sur  une  même 
géodésique  de  l'espace. 

Pour  pouvoir  effectuer  des  mesures  de  coordonnées  dans  l'hyper- 
espace  physique  tel  que  le  conçoivent  les  non-relativistes,  il  suffi- 
rait de  disposer  d'un  étalon  de  longueur,  d'un  goniomètre  et  d'une 
horloge.  Pour  satisfaire  à  la  condition  1°  de  l'axiome  (A)  (p.  120), 
en  ce  qui  concerne  un  étalon  de  longueur,  on  peut  adopter  la  défi- 
nition suivante  : 

(G).  Définition.  —  Un  donne  le  nom  d'étalon  ou  d'unité  de  lon- 
gueur à  un  arc  régulier  rigide  u  dans  les  conditions  suivantes  : 

1°  Lorsque  l'hyperespace  physique  est  rapporté  à  un  système 
normal  de  coordonnées,  l'ensemble  des  positions  occupées  à  une 
même  époque  par  les  divers  points  physiques  formant  l'arc  u 
constitue  un  arc  de  géodésique  de  l'espace. 

2°  On  est  convenu  de  n'estimer  les  longueurs  d'arcs  réguliers 
géométriques  et  celles  d'arcs  réguliers  rigides  que  dans  les  sys- 
tèmes de  coordonnées  normaux,  dans  lesquels  la  longueur  de 
l'arc  u  est  représentée  par  le  nombre  i  ;  nous  dirons  que  ces  sys- 
tèmes de  coordonnées  sont  ceux  qui  correspondent  à  l'étalon  de 
longueur  considéré. 

Notons  qu'en  vertu  du  théorème  (E),  il  est  permis  de  choisir 
arbitrairement  pour  étalon  de  longueur  n'importe  quel  arc  rigide 
vérifiant  la  ])remière  condition  de  la  définition  précédente. 

Pour  satisfaire  à  la  deuxième  condition  de  l'axiome  (A)  (p.  120), 
les  non-relativistes  adoptent  l'hypothèse  suivante  : 

(II).  Hypothèse.  —  Les  corps  communément  appelés  «  corps  ])eu 
déformables  »,  tels  que  des  pièces  d'-îicier,  de  bronze,  etc.,  repré- 
sentent, au  moins  dans  certaines  conditions  (absence  de  forces 
trop  grandes  et  faibles  variations  de  température),  des  corps 
rigides  avec  un  degré  d'a])])roximation  suffisant. 

En  vertu  de  l'hyjiothèse  précédente,  il  sera  possible  de  façonner 
un  corps  réel  de  manière  que  l'une  de  ses  arêtes  puisse  être  prise 
pour  étalon  de  longueur.  La  définition  ((')  et  l'hypothèse  (H)  per- 
mettront, comme  on  s'en  rendra  compte  sans  ])eine,  de  satisfaire 
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aux  deux  conditions  de  l'axiome  (A)  (p.  120),  aussi  en  ce  qui  con- 
cerne un  goniomètre  (à  la  vérité  bien  rudimentairc).  Pour  aller 
plus  loin,  il  convient  de  remar({uer  qu'en  s'a})puyant  sur  l'hypo- 
thèse Xll  a  (p.  117)  et  sur  la  définition  (C)  (p.  122),  on  peut 
démontrer  le  théorème  suivant  :  «  Le  choix  de  l'étalon  de  longueur 
étant  arrêté  et  un  corps  rigide  (R)  étant  donné,  il  sera  possible 
de  trouver  parmi  les  systèmes  normaux  de  coordonnées  corres- 
pondant [çoir  la  définition  (G)]  à  l'étalon  de  longueur  adopté, 
un  système  de  coordonnées  .Tj,  X2,  x^,  t  tel  que,  dans  ce  système,  les 
coordonnées  spatiales  des  points  physiques  du  corps  (R)  soient 
constantes.  »  Considérons  alors  un  corps  réel  pouvant  être  regardé 
comme  un  corps  rigide  donné  (R)  et,  après  avoir  arrêté  le  choix 
de  l'étalon  de  longueur,  regardons  l'hyperespace  physique  comme 
rapporté  à  un  système  normal  de  coordonnées  (a^j,  X2,  x^,  t)  véri- 
fiant les  conditions  du  théorème  qui  vient  d'être  énoncé.  Après 
avoir  marcjué  sur  le  corps  (R)  un  triangle  géodésique,  on  mesurera 
les  côtés  et  les  angles  de  ce  triangle  de  la  façon  habituelle  au  moyen 
de  l'étalon  de  longueur  et  du  goniomètre.  On  calculera  ensuite, 
au  moyen  d'une  formule  connue,  la  courbure  p  de  l'espace  cor- 
respondant au  système  considéré  de  coordonnées. 

Connaissant  le  nombre  p,  on  pourra  définir  pairfaitement  au 
moyen  du  corps  (R)  le  système  de  coordonnées  x^,  X2,  ^q  auquel  on 
voudra  rapporter  l'espace  relatif  à  un  système  normal  de  coor- 
données (xj,  X2,  .X3,  t)  dans  lequel  les  coordonnées  spatiales  des 
points  physiques  qui  composent  le  corps  (R)  sont  constantes.  On 
pourra  alors  mesurer  de  la  façon  ordinaire  les  coordonnées  spatiales 
de  tout  point  physique  au  repos  dans  le  système  de  coordonnées 
considéré.  Pour  résoudre  complètement  le  problème  de  la  mesure 
des  coordonnées  d'un  point  physique,  il  reste  à  satisfaire  à 
l'axiome  (A)  (p.  120),  en  ce  qui  se  rapporte  à  une  horloge.  On 
reconnaît  de  suite  cfue  de  nouvelles  hypothèses  seraient"  néces- 
saires. Sans  entrer  dans  aucun  détail  à  ce  sujet,  nous  croyons  en 
avoir  dit  assez  pour  faire  comprendre  de  quelle  façon  le  non- 
relativiste  arrive  à  satisfaire  aux  conditions  de  l'axiome  (A)  (p.  120) 
à  l'effet  de  rendre  possibles  des  opérations  de  mesure  des  coor- 
données de  points  physiques.  Ajoutons  seulement  que,  selon  que 
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l'on  constaterait  dos  roïncidonops  ou  des  divergences  entre  les 
résultats  des  calculs  et  ceux  des  mesures  effectives,  on  conclurait 
que  l'expérience  confirme  ou  contredit,  dans  leur  ensemble  {}),  les 
hypothèses  que  l'on  avait  adoptées. 

L'examen  précédent  confirme  ce  que  l'axiome  (A)  (p.  120)  fait 
prévoir  immédiatement,  à  savoir  ceci  :  Aucune  des  deux  concep- 
tions de  Vhyperespace  physique  ne  rend  possibles,  à  elle  seule,  des 
opérations  de  mesure  de  coordonnées  de  points  physiques;  dans  un 
cas,  comme  dans  Vautre,  des  hypothèses  additionnelles,  relatives 
aux  systèmes  de  points  physiques  existant  dans  la  nature,  sont 
indispensa  blés. 

iNous  venons  de  voir  que,  pour  les  non-relativistes,  l'hypo- 
thèse (H)  est  une  hypothèse  de  ce  genre;  à  la  vérité,  seule,  elle  ne 
suffit  pas  à  tout,  mais  elle  permet  d'atteindre  le  but  au  moins  en 
])artie. 

Voyons  comment  procèdent  les  relativistes. 

o.  Il  ne  semble  pas  c[u'il  existe,  ne  fût-ce  qu'une  simple  tenta- 
tive de  satisfaire  aux  deux  conditions  de  l'axiome  (A)  (p.  120), 
d'une  façon  compatible  avec  la  conception  relativiste  générale  de 
l'hyperespace   physique, 

A  la  vérité,  M.  Hilbert  (^)  définit  bien  sous  les  noms  de  «  ruban 
métrique  »  (Massfaden)  et  d'  «  horloge  à  lumière  »  (Lichtuhr)  deux 
instruments  qui,  s'ils  existaient  réellement,  seraient  propres  à 
effectuer  des  mesures  de  coordonnées  de  points  physiques  et,  par 
cela  même,  il  satisfait  à  la  première  condition  de  l'axiome  (A) 
(p.  120),  mais  il  ne  formule  aucune  hypothèse  concernant  les 
systèmes  de  points  physiques  existant  dans  la  nature,  propre  à 
permettre  de  satisfaire  à  la  deuxième  condition  de  notre  axiome. 
Donc,  dans  l'état  actuel  des  choses,  la  T.  R.  générale  n  admet 
aucune  {vérification  expérimentale.  Les  relativistes  arrivent  cepen- 
dant   à   la    con(;lusion  opposée  en  opérant   comme  il  suit  :  ayant 


(^)  Je  ne  dis  pas  «  chacune  d'elles  ». 

(■■')    IIiLBKHT,    Die   Crundlitgcn    (1er   P/f/y.sjA'  (zweile    Mitleihing)    {Gottinger  Na- 
dir ichten,   1917,   llefl.  1,  |).  C).\). 
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obtenu  une  formule  dont  ils  veulent  tirer  un  argument  en  laveur 
de  la  T .  R.,  ils  admettent,  sans  tenter  aucune  justification  de 
leur  hypothèse,  que,  sur  les  quatre  coordonnées  du  point  physique 
qu'ils  envisagent,  l'une  représente  le  temps  déterminé  au  moyen 
d'une  horloge  ordinaire  et  les  trois  autres,  suivant  le  cas,  les  coor- 
données cartésiennes  ordinaires  ou  les  coordonnées  polaires;  s'il 
arrive  alors  que  la  formule  considérée  s'accorde  avec  les  résultats 
des  mesures  effectuées  par  les  méthodes  des  non-relativistes,  ils 
estiment  qu'ils  ont  constaté  un  accord  de  la  T.  R.  avec  des  faits 
observés  (^).  A  moins  de  considérer  cette  conclusion  comme  une 
assertion  absolument  gratuite,  il  faut  la  regarder  comme  reposant 
à  la  fois  sur  les  hypothèses  de  la  conception  relativiste  et  sur  celles 
de  la  conception  non  relativiste  de  l'hyperespace  physique.  Mais 
ces  deux  systèmes  d'hypothèses  sont,  comme  on  le  sait  et  comme 
on  le  vérifie  avec  la  plus  grande  facilité,  logiquement  incompa- 
tibles. Leur  ensemble  permettrait  donc  de  démontrer  l'exactitude 
ou  la  fausseté  de  n'importe  quelle  proposition. 

Les  vues  précédentes  sont  confirmées  d'une  façon  très  intéres- 
sante par  l'ambiguïté  indiquée  par  M.  Painlevé  (^)  dans  la  théorie 
relativiste  de  Mercure,  ainsi  que  par  l'incompatibilité  relevée, 
dans  la  même  théorie  par  M.  Le  Roux  ("'),  de  l'interprétation 
physique  d'une  coordonnée  de  Mercure  avec  la  signification  qu'il 
faudrait,  semble-t-il,  attribuer  à  un  autre  élément;  des  ambiguïtés 
ou  contradictions  de  ce  genre  eussent  été  impossibles,  si  le  sens 
physique  des  symboles  employés  avait  été  bien  précisé  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  si  la  correspondance  entre  les  valeurs  numériques 
des  coordonnées  d'un  point  physique  et  des  opérations  de  mesure 
avait  été  correctement  établie. 


(^)  Pi)ur  ne  ciltr  (|iie  l'im  des  travaux  les  plus  récents,  j'indiquerai  les  para- 
graphes 21-32  de  l'Ouvrage  suivant  :  \Vi:vi ,  Hauin,  Zeit,  Meterle.  Jierliu,  199,1, 
chez    Springer. 

(*)  Luc.  cit.,  n"  1.  Coinpar  ir  avec  Hilbekt,  De  Grundlagen  der  Physik  (zweite 
Milleilung)  Gôttinger  Nachrichien,  IQ^??  Heft  J,  p.  67. 

(^)  J.  Le  Roux,  La  loi  de  gravitation  et  s:'s  conséquences  (Comptes  renctus  de  V Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris,  i3  juin  192 t    p.  i  'G7  1. 

Journ.  de  Malli.,  tome  I.  —  l'asc.  Il,  i  j2v>.  I7 
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En  définitive,  tout  ce  que  nous  avons  annoncé  au  n°  1  est  com- 
plètement établi  en  ce  qui  concerne  la  T.  R.  générale. 

0.  1. 'observation  des  faits  confirme-t-elle  du  moins  réellement, 
comme  beaucouj)   de  ])ersonnes  le  croient,   la   T.    R.   restreinte  ? 

Cette  théorie  est  un  cas  particulier  de  la  T.  R.  générale,  caracté- 
risé par  les  deux  postulats  suivants  : 

Postulai  I.  —  Tout  l'hyperespacc  physique  })eut  être  regardé 
comme  lormant  une  seule  région  élémentaire  régulière  [hypo- 
thèse XII  (p.  112);  <,>oir  en  particulier  la  partie  9°  de  cette  hypo- 
thèse] et,  pour  certains  systèmes  normaux  de  coordonnées  auxquels 
elle  peut  être  rapportée,  la  forme  métrique  de  l'hyperespacc 
physique  est  de  la  forme 

djo-^  -t-  dx\  -+-  d.i\  —  (W-, 

OÙ  t  représente  le  temps;  ces  systèmes  de  coordonnées  s'appelle- 
ront systèmes  d' Einstein. 

Postulat  II  {*).  ■ —  Lorsqu'un  système  d'équations  de  la  forme 

^i  =/'{()  (<=l,  2,  3) 

icpréscute  les  relations  qui  subsistent  entre  les  coordonnées 
il  H^insLcin  d'un  point  })hysique  déterminé  et,  plus  généralement, 
lorsque  ces  équations  expriment  la  loi  de  propagation  de  quelque 

phénomène,   on   a 

.1 

d.Vi^ 


dl 

Commençons  par  discuter  l'application  de  la  T.  R.  restreinte 
à  un  cas  particulier,  celui-là  même  qui  a  fait  imaginer  cette 
théorie. 

Les  célèbres  expériences  de  MM.  Michelson  et  Morley  ont  fait 
admettre  par  des  physiciens  la  proposition  suivante  : 

(^)  11  csl  aisé  de  prouver  (|ue,  vn  réalité,   ce  postulat  est   une  cousétjueucc  de 
l'hypothèse  XI  (p.  11  a). 
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(M).  Proposition  tirée  de  V expérience.  —  La  lumière  issue  d'une 
source  invariablement  liée  à  la  Terre  se  propage,  par  rapport  à 
celle-ci,  avec  une  même  vitesse  dans  tous  les  sens. 

L'énoncé  précédent  nous  fait  évidemment  connaître  l'une  des 
conséquences  de  l'hypothèse  où  une  source  de  lumière  et  la  Terre 
constitueraient  un  système  rigide  de  points  physiques,  ou,  plus  sim- 
plement, un  corps  rigide.  Or  voici  ce  que  dit  l'un  des  plus  chaleureux 
partisans  de  la  T.  R.  restreinte  (^)  :  L'existence  d'un  corps  rigide 
est  incompatible  avec  cette  théorie.  Nous  voici  bien  embarrassés, 
car,  si  M.  Laue  a  raison,  le  phénomène  auquel  se  rapporte  la  pro- 
position (M)  est  impossible  et  ne  peut  par  conséquent  pas  servir 
de  confirmation  à  la  T.  R.  restreinte.  Toutefois,  bien  que  M.  Laue 
présente  une  démonstration  de  son  assertion  (^),  il  est  permis  de 
se  demander  si,  après  avoir  substitué  à  la  conception  de  corps 
rigide  discutée  par  cet  auteur,  une  conception  différente,  on  ne 
pourrait  pas  parvenir  à  rendre  compatible  avec  la  T.  R.  restreinte, 
l'existence  de  corps  rigides  et  même  à  prouver  ensuite  que  la  pro- 
position (M)  est  bien  une  conséquence  logique  des  hypothèses  de  la 
théorie  considérée. 

7.  Rendons-nous  compte  d'abord  des  difTicultés  du  problème 
auquel  nous  venons  d'être  conduits.  A  cet  effet,  il  conviendra 
d'étudier  une  définition  de  corps  rigide  que  les  relativistes  adoptent 
souvent  d'une  façon  implicite  et  qui  vient  à  l'esprit  très  naturelle- 
ment. 

Rapportons  l'hyperespace  physique  aux  coordonnées  d'Einstein 

et  soit 

(/xi  -i-  (Li-\  +  dx\  —  (h- 

la  forme  métrique  correspondante.  Nous  dirons  que,  sur  les  quatre 
coordonnées  .t^,  0:2,  x^,  t  d'un  point  physique,  les  trois  premières 
en  représentent  les  coordonnées  spatiales  et  définissent  la  posi- 
tion du  point  physique  à  l'époque  à  laquelle  elles  se  rapportent. 

(^)  Laue,  Das  Relativitàts  princip,  p.  5o.  Braunschweig,  1918,  chez  Fr.  \  ieveg 
und  Sohn. 

(2)  Loc.  cit.,  §  27,  p.  180, 
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Appelons  encore  distance  de  deux  ])oints  physiques  A  et  B  à 
une  époque  t  =  t,,,  estimée  dans  le  système  de  coordonnées 
d'Einstein  considéré,  le  nombre  ;•  défini  par  les  relations 

:i 

OÙ  a^,  «2,  «3  et  h^,  h^,  h^  représentent  les  coordonnées  spatiales 
respectives  des  points  physiques  A  et  B  à  l'époque  t  =  t^.  Cela 
posé,  voici  la  définition  de  corps  rigide   que  nous  avions  en  \iie, 

(R).  Définition.  —  L'assertion  cfu'un  système  (C)  de  points 
physiques  est  un  corps  rigide  exprime  que  les  distances  mutuelles 
des  points  physiques  du  système  (C),  estimées  dans  un  système  de 
coordonnées  d'Einstein  arbitrairement  choisi,  sont  indépendantes 
de  l'époque  à  laquelle  on  les  considère. 

(T).  Théorème.  —  Étant  donné  un  corps  rigide  (C),  ne  se  rédui- 
sant pas  à  un  })()int  physique  unique,  ainsi  qu'un  système  de  coor- 
données d'Einstein,  le  corps  (C)  sera  ou  bien  éternellement  au 
repos  par  rapport  au  système  de  référence  considéré,  ou  bien  il  sera 
éternellement  animé  d'un  mouvement  de  translation  rectiligne 
et  uniforme  par  rap])ort  à  ce  système  de  référence. 

En  eft'et,  suppctsons  que  deux  points  physiques  distincts  A  et  B 
forment  un  système  rigide,  désignons  par  x^,  x^,^  x^,  t  un  système 
de  coordonnées  d'r^itistein  et  par  x'W  rc;V,  o;^*'  et  a:"',  x'^,\  a:"'  les 
coordonnées  s|»alialcs  rcs])ectives  des  points  A  et  B  à  une  même 
époque  t.   Nous  aurons 

(1)  ^         n  ('■='■    2,   3). 

En  verlu  (b'  la  (bUinition  (R),  on  aura 

3 

(2)  2l  ?'•( 0  —  4^/(0 ]'-  consl.  >o. 

Considérons    mainlcuaiil     un    second    svstème    de    coordonnées 
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d'Einstein,  y^,  i/g,  1/3,  s.  Les  formules  de  passage  du  premier  sys- 
tème de  coordonnées  au  second  seront  de  la  l'orme 


(3) 


l   )•/  z=  y  a,7,  j:/,.-\-  a,J  +  Oi         (  <  =  i ,  2 ,  3  ), 
I  ■*    =^«4/i-i'/,  -+-  ('i'J  +  (^i         (avec  a,^,,  >■  o), 


où  les  a^Tt  6t  les  a,  sont  des  constantes  telles  cjue  les  équations  (3) 
entraînent  l'égalité 

(  3  bis)  7   dxj  —  dl-  =  7  dyj  —  ds-. 


Sans  écrire  toutes  les  relations  que  vérifient  les  «/a,  notons  seu- 
lement que,  pour  qu'il  corresponde  à  un  système  donné  de  valeurs 

des  constantes 

«n,     «i-,,     a43,     a^i, 

un  système  de  valeurs  des  autres  constantes  a,/,  et  a,,  tel  que  les 
formules  (3)  entraînent  l'égalité  (3  his),  il  faut  et  il  suffit  cjue  l'on 
ait 

{\)  — «il  —  ci\^  —  «4  3 -h  a^4  =:  I ,     et     a.v,,  >  o. 

Aux  coordonnées 

Cp,(0,         92(0,         ?3(0,         l 

du  point  physique  A  dans  le  premier  système  de  référence,  les 
formules  (3)  feront  correspondre  certaines  valeurs 

-wiA)  -wiA)  ^'Al  ç 

du  même  point  dans  le  nouveau  système  de  coordonnées;  on  aura, 

en  particulier, 

3 

(5)  <?  t=  Vfl-^;^  CpA-^O  +  «44^  -t-«4- 

Considérons  maintenant  les  coordonnées 

(6)  yf.    y.^\    jf,    s 
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du  point  B  dans  le  second  système  de  coordonnées  à  l'époque  s, 
définie  dans  ce  système  par  la  formule  (5).  Aux  coordonnées  (6) 
du  point  B  dans  le  second  système,  les  formules  (3)  feront  corres- 
pondre un  certain  système  de  valeurs  des  coordonnées  du  même 
point  dans  le  premier  système  de  référence.  Eu  égard  au  second 
système  d'équations  (i),  on  reconnaît  que  les  valeurs  en  question 
pourront  être  représentées  par 

OÙ  h  représente  une  certaine  fonction  de  t;  on  aura  en  même  temps 

3 

(7)  f!=^f'u']'A{i  +  /')  +  «;;(^  +  /')  -+-«;• 

Il  résulte  de  (5)  et  de  (7)  que  la  fonction  h  de  t  sera  déterminée 
par  l'équation 

■t 

(8)  ^a„,[^/,{t  +  /i)-<^^.{l)]  +  ay,/i  =  o. 

D'autre  part,  il  résulte  de  la  définition  (R)  que  l'on  a 

2frr-jfr=const.>o. 

En  portant  dans  cette  relation  les  valeurs  des  î/'*'  et  t/'"'  expri- 
mées au  moyen  des  formules  (3)  en  fonction  des  coordonnées  des 
points  physiques  A  et  B  dans  le  premier  système,  aux  époques  t  et 
t  +  h,  on  trouve 

(9)  ^['\>,.{l  -^  /i)  —  0;,{t)y  -/>■'  =  consl.  >  o. 

Il  est  aisé  de  conclure  de  ce  qui  précède  que,  étant  donné  un 
système  de  valeurs  des  constantes  a,,,  ajo,  a^.,,  a,,  vérifiant  la 
condition  (4),  l'équation  (8)  doit  entraîner  la  constance  du  premier 
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membre  de  (g)  pour  toutes  les  valeurs  de  t.  En  posant 


«4/ 
«A  =  > 

«il 


on  s'assure  que  la  proposition  précédente  équivaut  à  la  suivante  : 
pourvu  que  l'on  choisisse  trois  constantes  Uj,  Wg,  Ug  de  façon  à 
avoir 

(10)  u]  -h  uf,  +  ul  <  l  , 

l'équation 

■i 

(11)  ^«/,[<^/,(/    ^/,)-r,,^{l)]  +  h  =  0 

entraînera  la  constance  du  premier  membre  de  (9)  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  l'équation 


(12)       2[4;,(/-+-/0-Cp,(0][i^;(/  +  /0(l+^)-?A(0      -h 
A  =  I 

L'équation  (11)  donne 
(i3)  2„,[^d,;.(,  +  /o(i+^^_9,(0 


dh  _ 

~di  ~~ 


dh 


Supposons  que  l'on  ait  attribué  aux  Ma  un  système  de  valeurs 
admissible  et  soit  t^  une  valeur  particulière  de  t.  Posons 

Il  est  aisé  de  déduire  des  équations  (11)  et  (i3)  que,  à  moins 
d'avoir 

,   ,,   (  ^a(^o+0(^  +  ^')-9Â(^o)  =  '4'|/.(A,+  0-?a(/o)]         (A  =1,2,  3), 

où    A    représente   un    coeiïicient    de    proportionnalité,    on    pourra 
trouver  un  nombre  positif   S  tel   que,   à   tout   système  de  deux 
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nombres  r^  et  r'  vérifiant  les  inégalités 

(i5)  \ri  —  l\<o,  jr/— r|<o, 

on  puisse  faire  correspondre  une  modification  telle  des  valeurs 
d'abord  attribuées  aux  constantes  u^  que,  pour  les  nouvelles 
valeurs,  l'on  ait 


(16) 


fdli 


Supposons  en  premier  lieu  que  les  relations  (i4)  soient  vérifiées. 
En  substituant  dans  (12),  après  y  avoir  posé  t  =  f„,  aux  premiers 
membres  des  égalités  (i4}?  ^cs  seconds  membres  de  ces  égalités  et 
en  ayant  égard  à  (9),  on  trouvera 

/,  =  o 

et  les  équations  (i4)  nous  donneront 

/'=  o, 
ainsi   que 

(17)  '^^.{tf,-^l)-~(^\{i,)  =  o         (/.•  — 1,2,  3). 

Supposons  maintenant  que  pour  0  assez  petit,  mais  positif,  l'on 
puisse  faire  correspondre  à  tout  système  de  valeurs  de  r^  et  r/ 
vérifiant  (i5)  un  système  de  valeurs  des  m,  tel  que  l'on  ait  les 
égalités  (16).  Comme  les  équations  (11)  et  (i3)  entraînent  dans 
tous  les  cas  (12),  on  aura 

('8)     ^[^k{io  -^  -n)  -  '~i'ki'o)\['VAfo  +  -n)  {i  +  r^')  -  o'^it,)]  -  r,n'  =  o, 

pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  r,  et  r/  vérifiant  (i5).  L'équa- 
tion (18)  étant  linéaire  en  r/,  il  résulte  de  là  que  l'on  aura  à  la  fois 


/.  - 1 


et 


*  =  i 
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pourvu  que  l'on  ait 

(19)  |.,,_/|<â. 

Donc,  l'inégalité  précédente  entraînera  aussi  la  relation 

et,  par  suite,  encore  la  suivante  : 

y^^'f,  {to  +  -n)  cp'k  {(,)  —  i  —  o. 
k  =  1 

Donc,   en  particulier,  on  aura 

.■i 
(•20)  2^;^,(/„4./).^;,.(/)_i:3:o. 

A  =  l 

Mais  (postulat  II,  p.  128),  on  a 

(21)  ^lVdt.^^)V^^\  y,Wd^to)Y..^. 

k  =  \  Â  =  1 

En  s'appuyant  sur  (20)  et  (21),  ainsi  que  sur  une  identité  bien 
connue  de  Lagrange,  on  trouve  finalement  que  dans  le  cas  actuel 
encore  les  égalités  (17)  seront  vérifiées.  11  est  donc  démontré  que 
l'égalité 

(■22)  ih),  =  u  =  l- 

entraîne,  dans  tous  les  cas,  les  égalités  (17). 

Or  il  sufïit  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  (11)  et  de  considérer  que, 
à  cause  de  (2),  les  trois  différences 

^,{t)—-^i{i)         {i  =  i,  2,  3) 

ne  peuvent  jamais  s'annuler  à  la  fois,  pour  s'assurer  que,  étant 
donné  arbitrairement  une  valeur  t^  de  t,  il  sera  possible  de  déter- 

Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  II,  iga^.  10 
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miner  un  nombre  positif  p  tel,  qu'à  tout  nombre  l  vérifiant  l'iné- 
galité 

(23)  \l\<p, 

on  puisse  faire  correspondre  un  système  de  valeurs  des  cons- 
tantes U/  choisi  de  façon  à  réaliser  l'égalité  (22).  Donc,  pour  une 
valeur  assez  petite,  mais  positive  de  p,  l'inégalité  (23)  entraîne 
les  égalités  (17),  d'oii 

^Â(^)  =  9a(^o), 
^1(1^)  =  0. 

Le  nombre  t„  étant  tout  à  fait  quelconque,  on  reconnaît  de  suite 
que  les  relations  précédentes  entraînent  l'exactitude  du  théo- 
rème (T). 

Il  résulte  du  théorème  (T)  que  des  corps  rigides  au  sens  de  la 
définition  (R)  seraient  absolument  impropres  à  la  construction  de 
n'importe  quel  instrument  de  mesure.  On  voit  en  même  temps 
qu'il  ne  serait  nullement  aisé  de  substituer  à  la  définition  (R)  une 
autre  définition  de  corps  rigide,  telle  que  les  corps  rigides  puissent 
jouer  dans  la  T.  R.  restreinte  un  rôle  analogue  à  celui  des  corps 
rigides  considérés  dans  la  théorie  non  relativiste  de  l'hyperespace 
physique. 

8.  11  nous  suffira  d'examiner  la  dernière  tentative,  due  à  M.  Weyl, 
d'introduire  la  notion  de  corps  rigide  dans  la  T.  R.  restreinte,  car 
toutes  les  autres  tentatives  laites  dans  ce  sens  ont  déjà  été  ct)n- 
daminées  par  les  relativistes  eux-mêmes, 

M.  Weyl  ne  propose  à  la  vérité  aucune  définition  de  corps  rigide, 
il  admet  seulement  qu'il  serait  possible  d'en  imaginer  une  qui 
conférerait  aux  corps  rigides  la  propriété  suivante  (^)  :  Lorsqu'un 
corps  rigide  se  déplace  par  rapport  à  un  système  de  coordonnées 
d'Einstein  de  façon  que  les  accélérations  des  divers  points  phy- 
siques  qui  le    composent    restent    en   valeur   absolue    inférieures 


(^)    11.  iiiianii    Wr.Yi.,    liuuni,    Zeit,   Meterie,   p.    i5().   Borliii,    uj-.îi,   chez    .Iulius 
Springer. 
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à  une  certaine  limite,  dans  ce  cas,  toutes  les  fois  qu'il  existerait 
un  système  de  coordonnées  d'Einstein  par  rapport  auquel  les 
coordonnées  spatiales  des  divers  points  du  corps  considéré  con- 
serveraient des  valeurs  constantes  pendant  un  certain  intervalle 
de  temps,  les  distances  mutuelles  des  points  du  corps  rigide, 
estim.ées  dans  ce  système  de  coordonnées,  reprendraient  toujours 
les  mêmes  valeurs. 

Un  corps  rigide  de  ce  genre  pourra-t-il  servir  d'étalon  de  lon- 
gueur? Selon  M.  Weyl  il  en  serait  bien  ainsi;  je  crois  au  contraire 
que,  sans  préciser  davantage  la  nature  des  corps  rigides,  il  est 
impossible  de  répondre  à  la  question  posée.  En  effet,  en  Physique 
non  relativiste,  l'usage  d'un  étalon  de  longueur  repose  essentielle- 
ment sur  la  propriété  suivante  des  corps  rigides:  Pour  amener  un 
corps  rigide  au  repos,  il  suffit  d'amener  au  repos  un  point  A. de  ce 
corps,  ainsi  que  les  tangentes  en  A  à  deux  arêtes  non  tangentes 
entre  elles  en  ce  point.  Or  les  corps  rigides  de  M.  Weyl  ne  jouiraient 
certainement  pas  de  cette  propriété,  car,  si  cela  arrivait,  leur  exis- 
tence donnerait  lieu  aLix  objections  soulevées  par  M.  Laue  {^) 
contre  l'existence  des  corps  rigides  dans  la  T.  R.  restreinte. 

La  notion  de  corps  rigide  envisagée  par  M.  Weyl  est  donc 
beaucoup  trop  incomplète  pour  fonder  sur  elle  des  procédés  de 
mesure  de  longueurs  dans  la  T.  R.  restreinte. 

D'ailleurs,  la  fin  du  paragraphe  où  M.  Weyl  présente  sa  concep- 
tion de  corps  rigide  prouve  que  lui-même  est  conscient  de  la  néces- 
sité de  la  compléter.  J'ose  croire  d'ailleurs  que  l'on  jugera  avec 
moi  que  le  problènme  n'est  rien  moins  que  facile. 

En  définitive,  la  proposition  (M)  (p.  129),  tirée  des  expériences 
de  MM.  Michelson  et  Morley,  loin  de  pouvoir  être  déduite  des 
hypothèses  de  la  T.  R.  restreinte,  ne  peut  même  pas  être  formulée 
dans  le  langage  de  cette  théorie  parce  que  l'on  ne  sait  pas  ce  que 
signifient  les  mots  «  invariablement  liée  »  au  point  de  vue  de  cette 
théorie. 


(^)    Laue,   Das   Relatii^itats   princip,    §  27,   p.    180.  Braunschweig,   igiS,  chez 
Fr.  Vieveg  und  Sohn. 


l38  s.     ZAREMBA. 

9.  La  notion  de  corps  rigide  étant  impliquée  par  toutes  les 
autres  propositions  tirées  de  l'observation  et  susceptibles,  selon 
les  relativistes,  d'être  déduites  de  la  T.  R.  restreinte,  nous  arri- 
vons forcément  à  la  conclusion  que  la  T.  R.  restreinte  ne  donne 
pas  plus  lieu  à  quelque  vérification  expérimentale  que  la  T.  R. 
générale. 

Bien  entendu,  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  les  coïncidences 
constatées  par  les  relativistes,  quand  on  interprète  d'une  certaine 
façon  (illicite  d'après  ce  qui  précède]  les  symboles  qui  ejitrent  dans 
quelques-unes  de  leurs  formules,  méritent  de  fixer  l'attention  des 
physiciens,  et  cela  d'autant  plus  que  la  raison  de  ces  coïncidences 
nous  échappe  actuellement,  surtout  dans  certains  cas  très  remar- 
quables comme  celui  de  l'entraînement  partiel  des  ondes  lumi- 
neuses par  un  courant  d'eau. 

Pour  terminer,  je  voudrais  brièvement  indiquer  pourquoi  les 
objections  adressées  à  la  conception  non  relativiste  de  la  Physique 
ne  me  semblent  pas  fondées. 

Selon  l'une  d'elles,  cette  conception  serait  incompatible  avec  les 
faits  et,  selon  la  seconde,  elle  impliquerait  une  notion  insoutenable 
d'absolu. 

La  première  objection  est  titée  de  l'échec  de  toutes  les  expé- 
riences qui  avaient  pour  but  de  déceler  le  mouvement  de  la  Terre 
par  rapport  à  l'éther.  J'ose  croire  que  ces  expériences  réfutent 
seulement  l'hypothèse  selon  laquelle  les  ondes  électromagnétiques 
auraient  pour  véhicule  un  milieu  non  affecté  par  le  mouvement 
des  corps  pondérables  qui  s'y  déplacent. 

D'après  la  seconde  objection,  l'existence  des  axes  de  coor- 
données appelés  communément  (mais  d'ailleurs  improprement) 
«  axes  fixes  »,  admise  par  la  Mécanique  classique,  im})liquerait 
une  notion  insoutenable  d'absolu.  Il  me  semblerait  que,  admettre 
l'existence  de  <ette  classe  particulière  de  systèmes  de  référence, 
n'est  qu'une  manière  de  tenir  compte  de  l'influence  de  l'ensemble 
de  l'Univers  sur  ce  qui  se  passe  dans  la  région  accessible  à  nos 
observations.  Ce  qui  confirme  cette  façon  de  voir,  c'est  que,  dans 
la  pratique,  les  «  axes  fixes  »  sont  ceux  par  rapport  auxquels  le 
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mouvement  de  l'ensemble  des  étoiles  se  réduit  sensiblement  à  un 
mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme. 

D'ailleurs,  comme  l'a  très  justement  fait  observer  M.  Pain- 
levé  (1),  les  relativistes  n'échappent  pas  plus  que  les  non-relati- 
vistes  à  la  nécessité  d'introduire  des  systèmes  de  référence  «  privi- 
légiés ». 

(*■]  Voir  la  Note  de  M.  Painlevé,  citée  au  n*'  1. 


ÉQUATIONS    DE    LA    GRAVITATION    d'kINSTEIN.  ll\l 


Sar  les  équatiotis  de   la  gravitation  d'Einstein  ; 


Par  E.  CARTAi^. 


Les  équations  de  la  gravitation  d'Einstein  expriment  les  com- 
posantes T ij,  du  tenseur-matière  au  moyen  des  coordonnées  Xj 
de  l'univers  (espace-temps),  des  coefficients  g,/,  de  la  forme  diffé- 
rentielle quadratique  fondamentale  Zgi/,dx,dx;(  et  de  leurs  dérivées 
partielles  des  deux  premiers  ordres.  Ces  équations,  d'après  le  prin- 
cipe même  de  relativité,  doivent  avoir  une  signification  indépen- 
dante du  choix  des  coordonnées.  Cela  revient  à  dire  que  si  les 
équations  de  la  gravitation  sont 

la  forme  différentielle  quadratique  'ZGi/.dxidx/,  est  coçariante  de  la 
forme  fondamentale  vis-à-vis  d^un  changement  de  coordonnées  arbi- 
traire. 

La  recherche  des  équations  de  la  gravitation  revient  donc  à  la 
recherche  de  toutes  les  formes  différentielles  quadratiques  cova- 
riantes  ZGt n^  dx ,  dx |^.  Einstein  ajoute  deux  conditions  supplémen- 
taires :  la  première  que  les  Gtij,  soient  linéaires  par  rapport  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  des  fonctions  g/^,  la  seconde 
que  la  loi  de  conservation  soit  respectée. 

Je  me  propose,  dans  les  pages  qui  suivent,  de  démontrer  rigou- 
reusement que  la  seule  solution  mathématiquement  possible  du 
problème  ainsi  formulé  est  celle  qui  a  été  indiquée  par  Einstein. 
D'une  manière  plus  précise,  toutes  les  formes  différentielles  cova- 
riantes  HGi/^dxidx,,  dont  les  coefficients    G^v^  dépendent   linéaire- 
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ment  des  dérivées  partielles  du  second  ordre  des  gi^  se  déduisent 
d'une  d'entre  elles  2Gà<^a;,c^a:y;  par-la  formule  générale 

1  (jik  dx-i  dxk  =:  a  2  G,/,,  dxi  dx/,  +  (  |3  A  +  •/  )  2^,/,  dxi  dx/,, 

OÙ  a,  p,  Y  sont  trois  constantes  arbitraires,  A  étant  la  courbure 
scalaire  de  Riemann,  La  condition  que  la  loi  de  conservation  soit 
respectée  ne  laisse  que  deux  paramètres  arbitraires  (homogènes) 
au  lieu  de  trois. 

Étant  donnée  la  difficulté  qu'on  rencontre  à  avoir  connaissance 
des  Mémoires  parus  à  l'étranger  pendant  la  guerre  et  depuis  la 
guerre,  je  ne  suis  pas  absolument  sûr  qu'aucune  démonstration 
de  ce  théorème  n'ait  été  donnée.  Celle  que  je  vais  exposer  repose 
naturellement  sur  la  détermination  préalable  des  invariants  d'une 
forme  différentielle  quadratique  vis-à-vis  du  groupe  général  à 
n  variables  (quatre  dans  le  cas  de  la  relativité)  :  c'est  le  problème 
même  étudié  par  Christoffel  {Journ.  de  Crelle,  t.  LXX),  et  en  vue 
duquel  a  été  fondé  le  calcul  différentiel  absolu.  La  méthode  que 
j'emploie  n'est  que  la  simple  application  dans  un  cas  particulier 
d'une  méthode  générale  que  j'ai  développée  en  1908  (^).  Si  l'on 
imagine  la  forme  différentielle  donnée  décomposée  en  carrés 

ds-=:  -^  m\  —  m\  —  (jJj  --h  fjj'f , 

OÙ  ojj,  ojg,  0J3,  coj  sont  des  expressions  différentielles  linéaires  (non 
différentielles  exactes),  le  problème  revient  à  trouver  les  invariants 
du  système  de  ces  quatre  formes  vis-à-vis  des  transformations  que 
fait  subir  à  ces  formes  une  substitution  linéaire  appartenant  à  un 
certain  groupe  (celui  qui  conserve  w'  —  wj'  —  o)^  —  w^).  Toute 
décomposition  du  ds^  en  carrés  revient  au  fond  au  choix  d'un 
système  de  référence  euclidien  associé  à  chaque  événement.  La  for- 


(^)  .1/1/1.  Er.  iiorni.,  .i*-'  ><ôiio,  I.  XXV,  p.  y)'  cl  suiv,  (Chapilrc  I  du  Mémuiic). 
D'une  inanièiT  <>t''nc''rali'  je  renverrai,  pour  les  notations  et  les  éléiuents  essentiels 
«1rs  tliéories  utilisées,  à  un  Méiuouc  réeiiil  du  liullctin  de  la  Société  mathématique 
de  France,  l.  XlA'^Il,  1919,  j)..iu5-iGi»,  et  I.  XLXlll,  lyio,  p.  i32-2o8,  spécialement 
les  Chapitres  I,  II  et  III. 
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mation  des  covariants  bilinéaires  des  w,  fait  intervenir  les  compo- 
santes w,y  de  la  rotation  instantanée  du  système  de  référence 
mobile  (ce  qui  entraîne  la  définition  du  parallélisme  due  à  Levi- 
Civita),  les  covariants  bilinéaires  des  w,y  introduisant  à  leur  tour 
les  symboles  de  Riemann  et  ainsi  de  suite. 

Je  n'utilise  pas  du  tout  le  calcul  différentiel  absolu  de  Ricci;  ce 
n'est  pas  que  j'en  méconnaisse  l'importance;  mais  il  n'est  pas 
mauvais,  je  crois,  de  montrer  que  des  méthodes  absolument  géné- 
rales sont  applicables  à  la  théorie  des  invariants  d'une  forme 
différentielle  quadratique.  Les  mêmes  méthodes  s'appliqueraient 
à  la  théorie  des  variétés  généralisées  de  H.  Weyl,  définies  par  un  ds^ 
et  une  forme  différentielle  linéaire,  et  aussi  à  la  théorie  des  inva- 
riants d'une  équation  différentielle  quadratique  ^gi/^dx/dx;,  =^  o, 
ou  même  d'une  équation  de  Monge  quelconque 

F(j-/;  cLv,)  z^  o. 

Il  est  très  remarquable  que  les  équations  de  la  gravitation 
d'Einstein  ne  font  intervenir  que  dix  combinaisons  linéaires  des 
vingt  symboles  de  Riemann;  il  existe  dix  autres  combinaisons 
linéaires  qui  se  conservent  (ou  plutôt  dont  les  rapports  mutuels 
se  conservent)  lorsqu'on  multiplie  le  ds^  par  une  fonction  arbi- 
traire des  Xj  et  qui  constituent  les  seuls  invariants  relatifs  du 
second  ordre  de  V équation  ds^  =o;  ces  dix  combinaisons  linéaires 
intéressent  donc  uniquement  les  lois  de  propagation  de  la  lumière,  • 
tandis  que  les  dix  combinaisons  qui  entrent  dans  les  équations  de 
la  gravitation  ne  les  intéressent  pas.  Il  est  assez  déconcertant  que 
ces  dix  dernières  quantités  seules  aient  été  considérées  par  les 
physiciens.  Je  montre  qu'elles  entrent  comme  parties  réelles  et 
imaginaires  des  coefficients  d'une  forme  quadratique  ternaire 
covariante. 

Je  signalerai  enfin  (n^  ,>i>  et  suiv.)  la  forme  donnée  au  tenseur 
de  la  gravitation  conçu  comme  un  vecteur  appliqué  à  un  élément 
à  trois  dimensions  de  l'univers,  les  composantes  de  ce  vecteur 
étant  des  formes  différentielles  symboliques  du  troisième  degré. 
La  loi  de  conservation  s'exprime  d'une  manière  simple  au  moyen 
de  l'opération  de  dérivation  extérieure  qui  fait  passer  d'une  inté- 

Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  II.  1922.  '9 
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grale  multiple  étendue  à  une  variété  fermée  à  l'intégrale  égale 
étendue  au  volume  limité  par  la  variété. 

Ce  Mémoire  a  été  rédigé  il  y  a  plus  d'un  an.  Depuis  j'ai  publié, 
en  février  et  mars  derniers,  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie 
des  Sciences  (t.  174.  p.  437,  5g3,  784,  867,  1104)5  des  Notes  relatives 
à  une  conception  géométrique  nouvelle  des  espaces  non  euclidiens. 
L'idée  fondamentale  de  ces  Notes  est  en  germe,  sous  une  forme 
mi-abstraite,  mi-géométrique,  dans  les  premiers  et  les  derniers 
numéros  de  ce  Mémoire  (!-<>,  5o-40). 

J'ajoute  que  ce  Mémoire  résout  aussi  implicitement,  d'une 
manière  rigoureuse,  le  problème  de  la  détermination  de  tous  les 
systèmes  covariants  de  relations  entre  les  a;,,  les  g,/;  et  leurs  dérivées 
partielles  des  deux  premiers  ordres,  ces  relations  étant  linéaires 
par  rapport  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  Ce  problème 
est  lié  à  celui  de  la  décomposition  du  tenseur  de  Riemann-Chris- 
tofîel  en  tenseurs  irréductibles'  dans  le  cas  n  =4?  cette  décompo- 
sition, possible  d'une  manière  et  d'une  seule,  fournit  trois  tenseurs 
irréductibles    : 

1°  Le  tenseur  scalaire  A  (courbure  totale  de  Riemann)  ; 
2°  Un  tenseur  (G)  à  neuf  composantes  G,y,  G,,  —  Gjj; 
30  Un  tenseur  (H)  à  dix  composantes,  celles  dont  il  est  ques- 
tion  plus   haut. 

Cela  posé,  si  l'on  fait  abstraction  des  relations  obtenues  en 
annulant  toutes  les  composantes  A^^'  du  tenseur  de  Riemann- 
Christofîel,  relations  qui  expriment  que  l'espace  est  euclidien, 
les  seuls  systèmes  covariants  possibles  s'obtiennent,  soit  en 
annulant  l'un  des  trois  tenseurs  irréductibles,  soit  en  annulant 
simultanément  deux  de  ces  trois  tenseurs.  En  particulier,  les 
lois  de  la  gravitation  d'Einstein,  dans  une  région  vide  de  matière, 
s'obtiennent  en  annulant  les  deux  tenseurs  A  et  (G);  au  contraire, 
les  lois  de  la  gravitation  (à  potentiel  scalaire)  de  Mie  s'obtiennent 
en  annulant  (H). 

Ces  propriétés  se  généralisent  pour  un  nombre  quelconque 
de  dimensions.  Elles  se  rattachent  à  la  théorie  générale  des  groupes 
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linéaires  qui  ne  laissent  invariante  aucune  multiplicité  plane,  et 
au  sujet  de  laquelle  je  me  permets  rie  renvoyer  le  lecteur  à  deux 
de  mes  Mémoires  [Bull.  Soc.  math.,  t.  XLI,  p.  53-g6  (igiS),  et 
Journ.  Math,  pures  et  appliquées,  6^  série,  t.  X,  p.  149-186  (1914)]. 


Préliminaires. 

i.  Considérons  dans  l'espace  euclidien  un  système  de  coor- 
données curvilignes  quelconques  et  supposons  le  ds'^  décomposé 
en  une  somme  de  trois  carrés 


ds-  = 


h)f. 


en  désignant  par  Wj,  cog,  Wg  trois  expressions  linéaires  par  rapport 
aux  différentielles  des  coordonnées,  avec  des  coefficients  fonctions 
de  ces  coordonnées.  Effectuer  une  telle  décomposition  revient  à 
choisir  en  chaque  point  M  de  l'espace  un  trièdre  trirectangle  ayant 
ce  point  pour  origine;  les  expressions  Wi,  ojg,  Wg  désignent  alors 
les  composantes,  suivant  les  axes  de  ce  trièdre  mobile,  du  vecteur 
infiniment  petit  joignant  le  point  M  au  point  infiniment  voisin 
M  +  dM,  ou  encore  les  composantes  de  la  translation  infiniment 
petite  qui,  jointe  à  une  rotation  infiniment  petite  autour  d'un  axe 
passant  par  M,  fait  passer  du  trièdre  associé  au  point  M  au  trièdre 
associé  au  point  M  +  dM. 

Désignons  maintenant  par  Wgg  =  —  ÛD32,  ^3^  =  —  0)33,  Wi2  =  —  Wgi 
les  composantes  de  cette  rotation.  Il  est  facile  de  voir,  et  c'est  du 
reste  un  résultat  classique,  qu'il  y  a  entre  les  six  composantes  w,, 
to,y  du  déplacement  instantané  du  trièdre  mobile  de  référence 
des  relations  nécessaires.  Remarquons  d'abord,  et  ceci  aura  une 
grande  importance  plus  loin,  que  si  x,  y,  z  désignent  les  coor- 
données d'un  point  fixe  par  rapport  aux  axes  mobiles,  on  a  les 
relations 

/   «r/j -(- j'ûJîi  +  'S  1031+ (0,=:  c, 

(l)  ^  .'    ^/y  +  2  0()32-t-  ^&Ji2+  fi).,  =:  o, 

'    (j^S   H- a7(j),3+  y  0)23-1-  (03=:  o. 

En  exprimant  les  conditions  d'intégrabilité  des  équations  (i), 
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r'est-à-dire  en  écrivant  que  les  covariants  bilinéaires  des  premiers 
membres  des  équations  (i)  sont  nuls  en  tenant  compte  de  ces 
équations  elles-mêmes,  nous   obtenons 

0)',  —  [^)2  (.).>!  ]  —  I  <.):,«:ii]  -i-   V  1  0)',,  —  [oi,:îC)3,]  [  ~h   Z    !  ^  i  —  [^^hz'^u]  [  =  O. 
W;—  [C),0),:,]  —  [0)5  0)2..,]-l-^;  W')3—  [^>12«23]  !   +.''  ]  ««'a  3  —  [  ^^>2I ''^^3  ]   !   =  O- 

Ces  relations  ayant  lieu  quels  que  soient  x,  y,  z,  on  en  déduit  les 
relations    cherchées 

^'■>      =[«3    «32]   -+■   ['^'if^^l-i]' 

«»>2  3=  [^^21^13], 
(1J3  1  =^  [  ^•<l32'^^21  J) 
^^'12=  ['^>I3W;J2]. 

Ces  relations  peuvent  être  interprétées,  en  introduisant  deux 
symboles  de  difPérentiation  arbitraires  d  et  ù,  comme  étant  équi- 
valentes aux  relations 


(2) 


dtù\ 

'"2 

.4 

-t-- 

(kÀ 

—  or,)'!,     ~ 

^^>3 

^2 
^>3  2 

+ 

dr4 

—  «50/.;  — 

f'>'.'3 

-f- 

r/wi, 

—  00)^ .,  — 

'•' 2 1 

^>13 
^>'Î3 

î 

</0)f,  , 

—  ôo)'{ ,  = 

r.^2 

^2 

«2  1 
«1. 

> 

M, 

—  OOJ ',',=; 

^3. 

w. 


2.  J^cs  trois  premières  foimules  (2)  montrent  que,  si  Von  confiait 
seulement  toj,  cog,  W3,  c'est-à-dire  les  composantes  de  la  transla- 
tion instantanée  du   trièdre  mobile,   on  peut  en  déduire  par  de 
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simples  différentiations  Wgg,  Wg^,  Wjg,  c'est-à-dire  les  composantes 
de  la  rotation  instantanée.  Imaginons  en  effet  exprimées  les 
dérivées  w'^,  w!^,  to'^  en  fonctions  de  oj^,  cog,  Wg,  ce  qui  est  toujours 
possible,  soit 

0)',  =  aj[a)2W3]  -4-  ^([wjOJi]  +  ^([a)!^»^], 

0Jo=<5!2[w2W3]  +   6.,[(03Wi]  -f-C,[w,C)2], 

Posons  de  plus 

f^23=  «1^''!+  |3ia)2+  yi«3, 

W3,=  «2^1+  (32C02-hyïW3, 
0)12=  ajCOi  +  (330)2+  ^3^3. 

Un  calcul  facile  donne,  sans  ambiguïté, 

«1  =  -(«1— ^2— C3),  (3,  =  «2,  yi=  a^, 

oc^=  hi,  (3,  —  _(Z>j— C3  — «,),  y-i—  b., 

^i  =  C\i  [3:;=rf2,  y.j—   -  (C3—  «-,—  ^J, 

Les  composantes  de  la  rotation  étant  ainsi  déterminées,  les 
équations  (i)  donnent  les  conditions  pour  que  le  point  de  coor- 
données relatives  [x,  y,  z)  soit  fixe.  En  particulier,  les  conditions 
pour  que  la  direction  u,  v,  w  soit  invariable  sont 

(3)  }  di>  +  «'W32  +  "  fjJis^^  O5 

(  da'  -+-  u  0)13  "+~  ^  ^hi=^  o  j 

elles  indiquent  comment  doiç^ent  parier  les  paramètres  directeurs 
mobiles  u,  ç,  w  d'une  droite  issue  de  M  pour  que  cette  droite  reste  cons- 
tamment parallèle  à  elle-même. 

5.  Les  considérations  précédentes  s'étendraient  à  un  espace 
euclidien  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions,  et  même  à  des 
espaces  euclidiens  généralisés,  tel  que  celui  de  Minkowski,  pour 
lequel  le  carré  de  la  distance  de  deux  points  (x)  et  [x')  serait  de 
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la  forme 


^E/f^;  — .r,)', 


où  les  coefficients  £^  sont  égaux  les  uns  à  -}-  i,  les  autres  à  —  i. 
Appelons  produit  géométrique  V  j  V  de  deux  vecteurs  V  et  V  de 
projections 

ll^,       •  •  • ,      W/i, 

l'expression 

V|   V'=:  £,  «,  u\  +  e.U^u'^  -h  .  .\-h  ZnU„u'„. 

Choisissons  d'une  manière  arbitraire  en  tout  point  de  l'espace 
un  système  de  vecteurs  de  référence  Vj,  .  .  . ,  V„  satisfaisant  aux 
relations 

(4)  V,|V,=  £„         VMV,=  o         {i^J). 

En  se  déplaçant  d'un  point  M  à  un  point  infiniment  voisin  M', 
on  aura  des  relations  de  la  forme 


(5) 


où  les  oj,  et  les  oi-^  sont  des  expressions  linéaires  par  rapport  aux 
difïérentielles  des  coordonnées  et  satisfaisant  aux  équations 

(0„=0,  GJ,y+C0y,  =  O  {  t,  J  =  l  ,    .  .  .  ,   fl) 

obtenues  en  difîérentiant  les  équations  (4).  On  en  déduit,  d'abord 

(6 )  ds'^  =3  £,  r,)*  -(-£20;+...  +  s„ oj,', , 

puis,  en  écrivant  que  les  premiers  membres  de  (5)  sont  des  difïéren- 
tielles exactes, 


(7) 


Les  équations  qui  expriment  qu'un  point  de  coordonnées  rela- 
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tiçes  [xi,  .  .  .,  x„)  est  fixe  sont  enfin 

(  8  )  dx-,:  +  oj/  +  Ei^^-Tk  '*^ki  =  o. 

/  =  i 

Les  expressions  co,  sont  les  composantes  de  la  translation  instan- 
tanée, les  expressions  to.  celles  de  la  rotation  instantanée  du  sys- 
tème de  référence  mobile. 

4.  Supposons  inversement  que  nous  ayons  décomposé  le  ds'^ 
de  l'espace  euclidien  précédent  par  une  formule  telle  que  (6).  Cela 
revient  à  associer  à  chaque  point  de  l'espace  un  système  de  réfé- 
rence mobile;  les  expressions  w,  désignent  les  composantes  de  la 
translation  instantanée  de  ce  système;  quant  aux  composantes  de 
la  rotation  instantanée,  elles  sont  données  sans  ambiguïté  par  les 
n  premières  formules  (7).  Si,  en  effet,  on  pose 

1 Il 

(/M 


les  coefficients  inconnus  c(.jj,.  sont  donnés  par  les  équations 

<^kil —  (^ak^=  ^iC/c/h 

qui  conduisent  à 

a/y  A-  =  -  (  £a-  CijA  —  £,•  Cj^,-  —  tj  C/,.,j). 

6.  Arrivons  maintenant  à  une  forme  différentielle  quadratique 
à  n  variables  donnée  a  priori  et  supposons-la  décomposable  en  une 
somme  de  carrés  de  n  formes  différentielles  linéaires  indépen- 
dantes. Imaginons  même  que  cette  décomposition  soit  effectuée  de 
la  manière  la  plus  générale  possible,  ce  qui  introduit,  comme  on 

sait,  "^'^      '   paramiètres  arbitraires.  Nous  désignerons  par  x^,  . . . ,  x^ 
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les  variables  données  et  u^,  .  .  , ,  m„„_,,  les  paramètres  arbitraires. 
Soit  alors 

(g)  f/.Ç-:=  £,OJJ  +  coODj  -+-.  .  .-I-  £„0J,-,  {i,=:±\). 

Les  n  formes  co,  sont  linéaires  en  dxi,  .  .  . ,  dx,„  avec  des  coeffi- 
cients fonctions  des  x  et  des  u.  Calculons  leurs  covariants  bili- 
néaires  :  chaque  terme  d'un  de  ces  covariants  contiendra  en  fac- 
teur l'une  des  différentielles  dxi,  .  .  . ,  dx„,  et  par  suite  on  pourra 
les  mettre  (d'une  infinité  de  manières)  sous  la  forme 

les  oi'--  étant  des  formes  linéaires  par  rapport  aux  dx  et  aux  du. 
Exprimons  maintenant  que  le  ds^  donné  ne  dépend  pas  des  para- 
mètres u.  Pour  cela  employons  deux  symboles  de  difîérentiation  d 
et  0,  le  second  se  rapportant  à  une  difîérentiation  par  rapport  à 
l'un  quelconque  des  paramètres  u.  On  aura  alors  évidemment 


D'autre  part,  en  écrivant  que  o{ds^)  est  nul,  on  obtient 

Cl  U)'i  Ofjj'[  ■+-  c>  G)'i  OOi'l,  -4-  .  .  .  -4-  c„  (x)'/,  OGl)'/,  =Z  O. 

Or  on  a 

k  =  n  h  =  11 

k.\  k     1 

par  suite,  la  relation  précédente  devient 

d'où   enfin 

'Ai  -^  '')//.  =  o- 

Les  "relations  auxquelles  nous  venons  d'arriver  prouvent  que  les 
expressions  to-^  -j-  to^^  {ainsi  que  'o„)  sont  linéaires  en  Wj^,  .  .  .,  to„. 
Tenons  compte  maintenant  de  l'indétermination   des    to^-  :    on 
peut,  sans  changer  les  formules  (lo),  remplacer  co^^  par 

A  =  // 
'j),j  =  (j),j  -+-  2^  ^,yn  Wx  avec  ,3^,7  =  (3//*., 

A      1 
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l'expression  m-^  -|-  ^j,  est  alors  remplacée  par 

on  pourra  disposer  des  indéterminées  ^,^7^  pour  annuler  tous  les 
seconds  membres,  et  cela  est  possible  d'une  manière  et  d'une  seule, 
comme  il  est  facile  de  s'en  rendre  compte. 

Par  suite,  à  toute  décomposition  du  ds^  en  n  carrés  de  la  forme  (9) 

correspondent  y  d'une  manière  et  d'une  seule,    — expressions 

de  Pfaff  (x>^j  =—  co-.,  linéaires  en  dxi,  . . . ,  dx,i,  du^,  . . . ,  du„,^_^ ,,  satis- 
faisant aux  relations  (10) 

A  =  « 
(10)  rW,=z£i^  [OJAPO/,,]. 


A  =  l 


6.  Rien  ne  nous  empêche  de  dire  que  la  décomposition  (9)  en 
carrés  du  ds^  définit  en  chaque  point  de  la  variété  à  n  dimensions 
considérée  un  système  de  référence  euclidien  et  d'appeler  respec- 
tivement composantes  de  la  translation  instantanée  et  compo- 
santes de  la  rotation  instantanée  de  ce  système  de  référence  les 
expressions  de  Pfafî 

CO,,  (O2,         •  •  .  ,        W,j, 

Nous  conviendrons  également  de  dire  qu'un  point  ayant  pour 
coordonnées  (euclidiennes)  x^,  .  .  .,  x„  par  rapport  au  système  de 
référence  mobile  a  une  vitesse  absolue  nulle  pour  un  déplacement 
infiniment  petit  du  système  de  référence  si  l'on  a  les  relations 

A  -  Il 

( 8  )  é/x,  -+-  r»),-  -h  ii2j  •■^"A-  w/,,  =  o  ; 

*  =  i 

nous  conviendrons  de  même  de  dire  qu'une  direction  issue  de  M 
et  ayant  pour  paramètres  directeurs  Çj,  .  .  . ,  E,j  reste  parallèle  à 

Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  II,  1922.  ^O 
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elle-même  quand  on  a  les  relations 

(8')  dl.  +  s,-^l_,c^,,^o; 

nous  retrouvons  ainsi  la  notion  du  parallélisme  de  Levi-Civita  (^). 

Dans  une  variété  euclidienne  une  demi-droite  issue  de  M  et  se 
déplaçant  parallèlenaent  à  elle-même  revient  coïncider  avec  sa 
position  initiale  quand  le  point  M  décrit  un  contour  fermé  quel- 
conque. Analytiquement,  cette  propriété  tient  à  ce  que  le  système 
de  PfafF  (8)  est  complètement  intégrable  :  si,  en  effet,  on  exprime 
les  conditions  d'intégrabilité  complète  de  ce  système,  on  trouve  les 
équations   (7). 

Il  est  facile  de  voir  que,  réciproquement,  les  équations  (7)  ne 
conviennent  qu'aux  variétés  euclidiennes.  Il  suffit  pour  s'en  con- 
vaincre de  montrer  qu'il  est  possible  de  réduire  le  ds^  à  la  forme 

1  =  1 

en  choisissant  pour  les  x  et  les  u  des  fonctions  convenablement 
choisies  des  n  variables  Xj^,  .  .  . ,  X„.  On  y  arrive  en  intégrant  le 
système 

(  G),  —  d\,  =  o, 
('0 

(    W,y  =  O. 

Ce  système  est  complètement  intégrable,  car  les  co variants 
bilinéaires  des  premiers  membres,  qui  sont  respectivement 

k  =  n 
fi  =  \ 

sont  nuls  en  tenant  compte  des  équations  du  système.   La  déter- 

(^)  T.  I.iivi-CiviTA,  Hendic.  del  Cire.  mat.  de  Paleinio^  I.  XLII,  p.  ijj-ioô. 
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mination  demandée  des  x  et   des  u   en  fonction  des  X  est  donc 
possible  d'une  infinité  de   manières. 

Les  variétés  euclidiennes  sont  donc  les  seules  pour  lesquelles 
la  notion  de  parallélisme  de  deux  directions  issues  de  deux  points 
quelconques  M  et  M'  a  une  signification  absolue,  c'est-à-dire  indé- 
pendante du  chemin  suivi  pour  aller  de  M  en  M'. 

7.   Revenons  au  cas  général  et  partons  des  équations 

(lO)  0)',  — £,-2^   [C)/,(0A,] 


k—\ 


qui  introduisent  d'une  manière  univoque  les  composantes  w^^  de 
la  rotation  instantanée  de  l'espace.  Dérwons  ces  équations,  c'est- 
à-dire  égalons  les  covariants  trilinéaires  des  deux  membres;  nous 
obtenons 

/  =1 

ou,  en  rejnplaçant  les  w).  par  leurs  valeurs, 

(I2)  2[G0/i2/,/]  =  O, 

» 

en  posant 

A  =  n 
(  I  3  )  i2,y  =  0)',y   — 2  £yt  [«//.  WAvl- 

On  voit  que  les  expressions  Ù--,  qui  sont  nulles  dans  le  cas  eucli- 
dien, satisfont  simplement  aux  relations  (12)  dans  le  cas  général. 
Ces  expressions  sont  des  formes  en  dx^,  .  .  .,dXn,  du-^,  .  .  .,  du^  „_,„ 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  m^,  ,  .  .,  oj„,  co.  .  Posons  donc 
En  portant  dans  les  relations  (12),  on  voit  immédiatem.ent  que 
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tous  les  coefficients  C  sont  nuls.  La  considération  des  termes  en 
donne  ensuite 

dA7/«  v>hlm 

^hi     —  "A/     ' 

ce  qui  montre  qu'on  peut  échanger  les  premiers  indices  inférieur  et 
supérieur,  sans  changer  la  valeur  du  coefficient  B;  d'autre  part, 
l'échange  des  deux  indices  inférieurs  change  manifestement  le 
signe  de  B.  On  peut  donc  écrire  les  six  équations 

•Vi/     —  "A/     )  f^kh    —  "/A     '  '»//.      —  ^hk   > 

Bi'ni  _,     rtilin „  T>hlni  _,     n  Mm _  nklni  _,     \>'^lni -. 

hk-^*^kh—^->  '>A/      +  '>/A      —  O.  '>//,      +  »/i/     —  O, 

qui  entraînent  avec  elles  la  nullité  de  tous  les  coefficients  B. 

Enfin,  si  l'on  annule  dans  (12)  le  coefficient  du  terme  en  [w/, coy^ co^] , 
on  obtient  entre  les  A^^'  la  relation 

11  est  presque  inutile  de  faire  observer  d'autre  part  que  l'échange 
des  deux  indices  inférieurs  i,  /,  ou  l'échange  des  deux  indices  supé- 
rieurs /i,  l,  change  le  signe  de  A''^''. 

Finalement,  dans  le  cas  d'une  ç^ariété  non  euclidienne,  les  for- 
mules (10)  sont  à  compléter  par  les  formules 

k  —  Il  1 H 

OÙ  les  quantités  A''|  =  —  A^'  =  —  A'^  satisfont  aux  relations 

(i5)  \A^4_Al^-+-A^/  =  o         {i,  h,  AJ=i,2 H). 

Los  quantités  A*'^  sont  les  coefficients  de  courbure  de  Riemann. 

8.  Pour  n'être  pas  arrêtés  plus  loin  dans  nos  raisonnements, 
poursuivons  nos  calculs.  La  dérivée  (covariant  trilinéaire)  de  12,^, 
calculée  d'après  l;i  formule  (i3),  est 

A  —  n  k  —  n 

-U  —  —  y  ^^  \'"'<k  ''Hj]  -+-  ^  2/.  I  ''^,k  '•>!,  1, 
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OU,  en  remplaçant  wj^  et  w^^par  leurs  valeurs  tirées  de  (i3), 

k=:n  k  =  n 

(i6)  %  =  -2  ^/'[^'•^•"'^v]  +2  '*[^'*^*y]. 

A  =  1  A  =  I 

Cette  équation  développée  à  son  tour,  en  remplaçant  ii,j  par  la 
valeur  Z  Aj^' [w^^co/],  donne  les  équations 

1 n  p  =:  «    1,  .  ..,/l 

(17)  2     [^^^y  "A-"']  =2     2    ^p[(^P/'^'?+  H''^>P+  ^.^/  «/.p+  AJ;e(O/p)03/,6vl. 

(*/)  p=:l      (*/) 

On  peut  donc  écrire 

p  =  n  /i  =  n 

(18)  û^A^j  =  2  ^p(^p/^^'P+  ^^'/^Vp^  A.P;(OA.p+  A^Pco.p)  +2  (Ag)Af^'/M 

p  =  1  A  =  1 

avec  de  nouveaux  coefficients  (A^^%  satisfaisant  aux  relations 

(19)  (A5n.+  (Ai.{)/,+  (Aif).=  o, 

(20)  (Aj/)/,+  (AfJ),  +  (A;';)/=o, 

dont  les  premières  proviennent  de  la  dérivation  des  relations  (i5) 
et  les  dernières  de  l'égalité  des  termes  en  [cO/,w/,a)/]  dans  les  deux 
membres  des  relations  (17). 

9.  Les  équations  (18)  dérivées  donnent  à  leur  tour  naissance  à 
des  formules  qu'on  peut  écrire 

p=" 
p  =  i 

Çi  —  n    (T  =  n 

+  ^2  2^p(^î;a;^+a^^a^+ap;a^^+a^^a;;^),, 

p=l     (T  =  1 

avec  de  nouveaux  coefficients  (A^^-)/j„,  ne  dépendant  pas  de  l'ordre 
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des  indices  inférieurs  h,  m  et  satisfaisant  aux  relations 

(20,)  (A}f  ),^+  (Ai-Z-W  -+-  (A^f  );„„=  0, 

(23^  (A^j)/,,„+(A<))/,,„+(A^;;),,„  =0, 

conséquences  des  relations  analogues  (19)  et  (20). 

Enfin,  une  nouvelle  dérivation  des  équations  (21)  permet  d'écrire 

p  =  " 

p  =  l 

+  {kfj  )„,n  00/p  +  (  A^/.)pm  «/'p  +  {^U)l.ç,  W,„p] 

+  ^2  2^p(M/)p(^/'p'+-^-p)^- 

p  =  n     «7= 

+  ^2   2  ^p[(^P/)/'A;r+  (Af^),A;f  +  (AP'),Ai'- 

+  (A*f^),A;f+(A^p;),„Aj^^ 

+  (A,^p')„,A;^'^-^(Af')„,Al'J+(Af;),„A;'p']c.<, 

p  =  n     (T=:n 

+  ^2  2 ^^p i ^pHcA^iT),,,  +  (A,7),]+ a?p'[(a;j^),„+ (A7),] 
+  Af/[(A;l|),„4-(A;';.'),] 

+  AjP[(Ay)„,  +  (Arp'^),]|a)^ 

/■  =  n 

+        ^  {^ij)hmr^ri 
r  =  \ 

OÙ  les  nouveaux  coefficients  {A^l)/,,,,^  ne  dépendent  pas  de  l'ordre 
des  indices  extérieurs  h,  m,  r  et  satisfont  aux  relations 

(a5)  (A}/)/„„,-4-(Al/),,„,+  (A^/)/,„,,:^o, 

(2fi)  (Aj/)/„„,+  (Ag),,„,-+-  (  A;'/").„„,  =z  o. 

Nous  pourrions  continuer  indéfiniment  ces  opérations  qui  nous 
conduiraient  chaque  fois  à  de  nouvelles  quantités  avec  un  nombre 
croissant   d'indices. 

10.  Il  ne  sera  ])as  mauvais,  avant  d'aller  plus  loin,  de  savoir 
combien,  [)armi  les  quantités  Aj-,  (Aj^)/,,  etc.,  regardées  comme  des 
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indéterminées  liées  par  les  relations  (i5),  (19),  (20),  (22),  (23),  (26), 
(26),  sont  indépendantes. 

Occupons-nous  d'abord  des  quantités  A^y.  Convenons  de  dési- 
gner par  la  notation  i  \  hkl  le  premier  membre,  changé  de  signe,  de 
la  relation  (i5)  : 

La  relation 

i  I  h  Id  —h\ikl  —  k\ilil+l\  c/ik  =  o 

donne,  après  simplifications, 

ce  qui  montre  qu'on  peut  échanger  les  indices  inférieurs  avec  les 
indices  supérieurs. 

Cela  posé,  on  pourra  toujours  supposer  que  les  indices  inférieurs, 
aussi  bien  que  les  indices  supérieurs,  sont  rangés  par  ordre  de  gran- 
deur décroissante,  et  que  le  plus  grand  indice  inférieur  est  au  moins 
égal  au  plus  grand  indice  supérieur;  autrement  dit,  toute  quan- 
tité Afy.  se  ramène  à  celles  pour  lesquelles  on  a 

t  >/,     k  >  /,     i  ^  k. 

Les  quantités  pour  lesquelles  ces  inégalités  sont  vérifiées  ne 
sont  pas  elles-mêmes  indépendantes,  et  l'on  peut  se  ramener  à  celles 
pour  lesquelles  on  a  en  même  temps 

En  efîet,  supposons  qu'on  ait 

i>j,     k>l,     ilk,    j<l, 

c'est-à-dire 

i>k>  />,/; 

la  relation 

i\jkl^A^j  +  Aii-ky=o 

ramène  Afy  aux  deux  quantités  A-/  et  A)'/  pour  lesquelles  les  iné- 
galités exigées  sont  vérifiées. 

Nous  conviendrons  de  dire  qu'une  expression   A''j  est  normale 
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lorsque  ses  indices  satisfont  aux  inégalités  précédentes 
(27)  •  i>j,         k>t,         itk,        j^l. 

Toute  expression  A'j  se  ramène  à  des  expressions  normales. 

Il  est  maintenant  facile  de  voir  que  les  expressions  normales  sont 
indépendantes.  Passons  pour  cela  en  revue  les  différents  cas  qui 
peuvent  se  présenter  suivant  le  nombre  des  indices  i,  j,  k,  l  distincts. 

Si  deux  seulement  des  quatre  indices  sont  distincts,  on  aura  une 
seule  quantité  normale 

Si  trois  indices  sont  distincts,  i  >  j  >  k,  on  aura  trois  quan- 
tités normales 

\'A      \jA      A^f 

Si  enfin  les  quatre  indices  sont  distincts,  i  >  /  >  /c  >  i,  on  aura 

deux  quantités  normales 

Ag.     A//. 

Remarquons  maintenant  que  toute  relation  i  \hkl  =  o  se 
réduit  à  une  identité  si  les  indices  h,  k,  l  ne  sont  pas  tous  distincts  ; 
par  conséquent  les  quantités  à  deux  indices  distincts  n'entrent  dans 
aucune  relation.  I^es  quantités  à  trois  indices  distincts  t  >  /  >  A' 
figureront  dans  les  relations 

i  I  ijk  =;  o,         /  I  ij k  -=  o,  /.  I  ij k  ■=:  o, 

dont  chacune  exprime  la  loi  d'échange  des  indices  inférieurs  avec 
les  indices  supérieurs  et  qui  par  suite  n'entraînent  aucune  relation 
entre  les  quantités  normales. 

Enfin  les  relations  i  \  jkl  =  o  où  figurent  quatre  indices  dis- 
tincts donnés  n'entraînent,  il  est  facile  de  le  vérifier,  aucune  rela- 
tion entre  les  quantités  normales. 

Les  quantités  Af/  normales  sont  donc  indépendantes,  et  leur 
nombre  total  est 

C;^  +  3C;i  4-  .Q  -^  njn-i)  ^^nin-i)(n-^)  _^^nin-i)in-2){n-i) 
"  "  "  2  h  24 

n'{n^  -    I  ) 
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11.  Passons  aux  quantités  (A'^')/,  que  nous  conviendrons 
d'appeler  les  quantités  A  du  premier  ordre  (les  quantités  A*'  étant 
d'ordre  zéro).  Convenons  encore  de  dire  que  (A^');^  est  dérivée 
de  A-^|.  Les  relations  (19)  nous  permettent  de  ramener  les  expres- 
sions du  premier  ordre  à  celles  qui  sont  dérivées  d'une  expression 
normale  d'ordre  zéro. 

Nous  dirons  qu'une  expression  {A';!)/,  du  premier  ordre  est  nor- 
male si  ses  indices,  en  outre  des  inégalités  (27)  qui  expriment  qu'elle 
est  dérivée  d'une  quantité  normale  d'ordre  zéro,  satisfont  à  l'iné- 
galité supplémentaire 

(28)  k>/i. 

Toute  expression  du  premier  ordre  non  normale  se  ramène  à  des 
expressions  normales  avec  diminution  de  Vindice  extérieur  h.  Sup- 
posons  en   effet 

la   relation 

ramène  l'expression  considérée  à  d'autres  expressions  pour 
lesquelles  l'indice  extérieur  est  diminué;  chacune  d'elles  peut  être 
ramenée,  sans  changement  de  l'indice  extérieur,  à  d'autres  dérivées 
d'expressions  normales  d'ordre  zéro.  On  raisonnera  sur  chacune 
de  ces  expressions  comme  sur  la  première  jusqu'à  ce  qu'on  ne 
puisse  plus  diminuer  l'indice  extérieur;  on  aura  donc  finalement 
des   expressions  toutes   normales. 

Considérons  maintenant  une  quelconque  des  relations  (20) 

ij\Uh^  (Ag),  ^  (Af^),+  (A^),=  o, 

où  nous  pouvons  toujours  supposer  qu'on  a 

«>y,     k>l>h. 

Cette  relation  sera  dite  normale  si  l'on  a  en  même  temps 

m,     j>h. 

Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  Il,  1922,  ^I 
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On  voit  qu'à  une  relation  normale  correspond  une  expression  A'J 
normale,  mais  une  expression  dérivée  (A''%  non  normale.  Il  y  a 
exactement  autant  d'expressions  non  normales  du  premier  ordre 
dériç>ées  d'une  expression  normale  d'ordre  zéro  quil  y  a  de  relations 
normales. 

Remarquons  en  troisième  lieu  que  toute  relation  (20)  non  nor- 
male est  une  conséquence  des  relations  normales.  Prenons  en  effet 
une  relation  non  normale 

ij\klli  —  o        {i>J,A>l>h) 
et  supposons  d'abord  /  ^  h,  mais  i  <  l;  on  a  donc  les  inégalités 

k>l>i>j>h. 
L'identité  facile  à  vérifier 

ij  I  /. ///  —  /a  1  //h  -+-  li I  /./7i  -^  /./ 1  ijli  —  Ij \  kih  +  kj  \  Uh  =  o 

ramène  la  relation  donnée  à  des  relations  normales. 
Supposons  maintenant  /  <  h,  c'est-à-dire  supposons 

k>/>h>j,     i>J; 

l'identité  facile  à  vérifier 

iJ  I  klh  —  ik  I  l/ij  —  il  \  khj  +  ih  \  klj  —  o 

ramène  la  relation  donnée  à  d'autres  qui  rentrent  dans  le  premier 
cas   examiné. 

De  tout  ce  qui  précède  il  résulte  que,  les  relations  (20)  se  ramenant 
uniquement  aux  relations  normales,  ces  relations  normales  sont 
indépendantes'  sinon,  en  effet,  il  serait  impossible,  au  moyen  des 
relations  (20),  de  tirer  les  expressions  non  normales,  qui  sont  en 
nombre  égal  aux  relations  normales,  en  fonction  des  expressions 
normales.  On  voit  de  plus  qxxil  ny  a  aucune  relation  entre  les 
expressions  normales. 

L«'  (léiionibrement  des  expressions   iKtiinalcs  du  premier  ordre 
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ne  présente  aucune  difficulté.  On  calcule  facilement  le  nombre  des 
expressions  normales  iormées  avec  2,  ou  3,  ou  4?  ou  5  indices  dis- 
tincts :  on  trouve  respectivement  les  nombres 

2,     9,     12,     5; 
par  suite  le  nombre  des  expressions  normales  du  premier  ordre  est 

24 

12.  Les  mêmes  raisonnements  et  les  mêmes  conclusions 
s'étendent  aux  expressions  du  second  ordre  de  la  forme  (A^')/„„. 
On  peut,  en  vertu  des  relations  (22),  ramener  ces  expressions  à  celles 
qui  sont  dérivées  d'expressions  normales  d'ordre  zéro,  et  l'on  peut 
aussi  les  ramener  au  cas  h  y  m.  Nous  conviendrons  de  dire  qu'une 
telle  expression  est  normale  si,  en  outre  des  conditions  précédentes, 
elle  satisfait  à  l'inégalité 

(29)  kl/i. 

i*^  Toute  expression  non  normale  du  second  ordre  se  ramène  à  des 
expressions  normales  açec  diminution  de  Vun  au  moins  des  indices 
extérieurs.  On  peut  d'abord,  en  effet,  ramener  l'expression  (A^')/,  à 
être  normale  avec  diminution  de  l'indice  h.  Les  nouvelles  expres- 
sions qui  s'en  déduisent  par  addition  du  second  indice  extérieur  m 
seront  traitées  comme  l'expression  primitive  après  échange,  s'il  y 
a  lieu,  de  l'ordre  des  deux  indices  extérieurs.  On  continuera  ainsi 
tant  que  cela  sera  possible  et  l'on  sera  finalement  ramené  à  des 
expressions  toutes  normales. 

2°  Désignons  par  le  symbole  ij\klh\m,  le  premier  membre  de 
la   relation 

//  I  Idli  I  m  EEE  (  A^j)/.„+  (A^;OAvn+  {^})nn  =  o, 

où  l'on  peut  toujours  supposer 

i->j,    k>l>/i. 
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Cette  relation  sera  dite  normale  si  Ton  a 

i  >j\        /,  >  /  >  h,        i  _  /,        ./  -  II,        /.•  4  '", 

c'est-à-dire  si  l'expression  (AJ')a,„  est  dérivée  d'une  expression 
normale  d'ordre  zéro,  mais  sans  être  normale  elle-même.  Il  y  a 
évidemment  autant  d'expressions  non.  normales  dérivées  d'expres- 
sions normales  d'ordre  zéro  qu'il  y  a  de  relations  normales. 

30  Toute  relation  non  normale  est  une  conséquence  des  relations 
normales.  On  peut  en  effet,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  pré- 
cédent, ramener  la  relation  donnée,  sans  altération  du  dernier 
indice  m,  à  des  relations  pour  lesquelles 

i>j\        k>l>h,        1:1,        j    II. 

Si  maintenant  A^  <  m,  on  tiendra  compte  de  l'identité,  facile 
à  vérifier, 

ij  I  /,///  I  m  —  ij  I  inld\  h  -+-  //  |  mkh  \  l  —  ij  \  mlli  |  /  1=  0, 

pour  se  ramener  à  de  nouvelles  relations  à  dernier  indice  moindre. 
On  raisonnera  sur  ces  nouvelles  relations  comme  sur  la  première 
jusqu'à  ce  qu'on  soit  ramené  à  des  relations  normales. 

La  conclusion  est  la  même  que  précédemment.  Les  relations 
normales,  les  seules  qu'on  peut  se  borner  à  considérer,  sont  indé- 
pendantes, et  les  expressions  normales  ne  sont  liées  par  aucune  relation. 

Ces  conclusions  s'étendraient  aux  expressions  du  troisième  ordre 
(A//) A,,,,.;  une  telle  expression  est  norinale  si  l'on  a 

(3n)  i>J,         k>l-,         l'A',        ./''^.         k:  /i:  mlr. 


Les  invariants  d'une  forme  différentielle  quadratique. 

15.  Al)()rdons  mainlcnaiil  le  problème  des  invariants  d'un  ds^ 
vis-à-vis  d'un  changement  de  variables  arbitraire. 

Il  s'atrit  (Ml  somme  de  liouNcr  les  conditions  nécessaires  et  sulli- 
santes  pour  ([uc  deux  lornu's  diffcrcnllcUes  quadratiques  à  n  va- 
riables puissent  êln-  traiisfoiiiiécs  l'une  dans  l'autre  ]iar  un  chan- 
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gement  de  variables.  Décomposons  la  première  de  la  manière  la 
plus  générale  possible  en  une  somme  Hs/W,'  de  n  carrés,  les  (o,  étant 
linéaires  par  rapport  aux  différentielles  des  n  variables  données 
x-^,  ...,x„,    avec    des    coefficients    fonctions    de    ces    variables    et 

de variables  auxiliaires  nouvelles  u,,    ...,  u^fn-n.   Toute 

forme  équivalente  à  n  variables  x-^,  .  .  .,  x,^  admettra  une  décom- 
position correspondante  2^£,o)    où  interviendront  ~ variables 

auxiliaires  nouvelles  u^,  .  .  .,  u«(»-n.  On  aura 

rj),z=  U)i  (  /  =z  1 ,  2 ,    .  .  . ,  /i  ) 

en  choisissant  pour  les  x^  les  valeurs  en  fonction  des  x^  qui  réalisent 
le  passage  de  la  première  forme  différentielle  à  la  seconde  et  en 
prenant  pour  les  it,  des  fonctions  convenablement  choisies  des  x 
et  des   u.   Autrement  dit,   il  existera  un  changement  de  <^ariahles 

portant  sur  les    variables  x  et  u  transformant  chacune  à 

chacune  les  n  formes  linéaires  to,-  correspondant  au  premier  ds^ 
donné  dans  les  n  formes  linéaires  w,  correspondant  au  second  ds^ 
donné. 

Réciproquement,  supposons  qu'en  décomposant  les  deux  formes 
quadratiques  données,  chacune  de  la  manière  la  plus  générale 
possible,  en  deux  sommes  de  n  carrés 

2  e,- Cl)/  et         IiSiCOiy 

il  existe  un  changement  de  variables  portant   sur  les  x  et  les  u 
et  transformant  chacune  à  chacune  les  formes  oj^  dans  les  formes  to,. 
On   voit   d'abord    que  dans  ce  changement  de  variables  les  x  ne 
dépendent  que  des  x  et  non  des  u.  En  effet,  les  égalités 


où  n'interviennent  que  les  différentielles  des  variables  x  et  x, 
peuvent  être  résolues  par  rapport  à  dxj^,  .  .  .,  dx„,  qui  sont  ainsi 
exprimées    linéairement    au    moyen    de    dx^^,  ...,dx,^;    par  suite, 
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chacune  des  variables  x  est  bien  une  fonction  des  x  indépendante 
des  u.  Cela  étant,  le  changement  des  variables  x  ainsi  défini 
transforme  effectivement  l'une  dans  l'autre  les  deux  formes 
données. 

14.  La  recherche  des  invariants  d'une  forme  différentielle  qua- 
dratique va  alors  être  obtenue  en  deux  temps.  Considérons  d'abord 

les variables  x  Qt  u\  nous  chercherons  les  invariants  du 

système  des  expressions  de  Pfafî  wj,  .  .  .,  w,,,  vis-à-vis  d'un  chan- 
gement de  variables  quelconque;  nous  donnerons  à  ces  invariants 
le  nom  à^invariants  relatifs.  Les  irn^ariants  absolus,  c'est-à-dire 
ceux  qui  intéressent  le  prohlèms  primitif,  s' obtiendront  en  cherchant 
tous  les  invariants  relatifs  indépendants  des  variables  u. 

Les  expressions  co,  sont  elles-mêmes  des  invariants  (ou  plutôt, 
comme  on  dit  d'habitude,  des  covariants)  relatifs,  tandis  que  la 
forme  2^£,oj,-  est  évidemment  un  covariant  absolu.  Les  expres- 
sions (o,/  sont  aussi  des  covariants  relatifs,  puisqu'elles  sont  déter- 
minées d'une  manière  unique  par  les  dérivées  w)  qui  sont  cova- 
riantes  au  même  titre  que  les  w,.  Enfin  les  dérivées  w-y  étant  aussi 
covariantes,  les  formules  (iZj)  conduisent  à  un  premier  système 
d'invariants  relatifs  finis,  à  savoir  les  coefficients  A*'  de  Riemann; 

ils   sont   au   nombre  de Ce    sont  les   invariants  fonda- 

mentaux. 

Les  — ^— ; expressions  de  Pfaff  covariantes  w„  w,y  permettent 

de  déduire  d'un  invariant  fini  quelconque  I  une  série  d'invariants 
dérivés  donnés  par  la  formule 

<VI  '-  1,  r,),  -f- .  .  .  -H  I„  r,.„  -^  N^  l,j  (,),j  ; 

'7'. 

ils   soni   au  nombre  de   ^ Chacun  de   ceux-ci  peut  à   son 

tour  donner  naissance  à  des  invariants  dérivés  (invariants  dérivés 
du  second  ordre  de  I)  et  ainsi  de  suite.  En  emj)loyant  ce  procédé 
de  dérival  ion  aux  invariants  fondamentaux  A*',  nous  obtenons 
une  infinité  d'invariants  nouveaux  ([ui  sont  les  (Af/);^,  (A-,%„„  etc. 
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Nous  allons  montrer  qu'ils  constituent  le  système  complet  des 
invariants  relatifs. 

15.  Admettons,  ce  qui  est  vrai  en  général,  comme  cela  sera 
démontré  plus  loin,  que  parmi  les  — ^^ invariants  fonda- 
mentaux, il  y  en  a   indépendants  (c'est-à-dire  qui,  pour 

une  forme  différentielle  arbitraire,  ne  soient  liés  par  aucune  rela- 
tion) ;  appelons-les  invariants  fondamentaux  principaux.  Les 
autres  invariants  fondamentaux  [secondaires)  et  les  invariants 
dérivés  du  premier  ordre  des  invariants  principaux  seront,  pour 
chaque  forme  différentielle  quadratique,  des  fonctions  déter- 
minées de  ces  invariants  principaux. 

Pour  deux  formes  différentielles  équivalentes  supposées  décom- 
posées de  la  manière  la  plus  générale  possible  en  carrés,  ces  fonc- 
tions sont  manifestement  les  mêmes.  Mais  réciproquement,  sup- 
posons que  pour  les  deux  formes  les  invariants  secondaires  et  les 
invariants  dérivés  du  premier  ordre  des  invariants  principaux 
soient  les  mêmes  forictions  des  invariants  principaux.  Établissons 
alors  entre  les  variables  x  et  u  d'une  part,  et  les  variables  a;  et  u 
d'autre    part,    les    — relations   indépendantes   obtenues   en 

égalant  chacun  à  chacun  les  invariants  fondamentaux  principaux 
des  deux  formes.  Le  changement  de  variables  ainsi  défini  entraîne 
par  hypothèse  l'égalité  chacun  à  chacun  des  invariants  fondamen- 
taux secondaires  et  des  invariants  dérivés  du  premier  ordre  des 
invariants  principaux. 
Les  formules 

A  =  n  1 n 

flfia  — 2  laA-W/t-f-   ^    Ia/./W/./  a  :=i  I ,   ...,   ^ 

où  les  Ijt  sont  les  invariants  principaux,  montrent  alors  que  le 
changement  de  variables  considéré  entraîne  les  égalités 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Les  quantités  A^'  et  leurs  dérivées  des  différents  ordres  cons- 
tituent donc  bien  le  système  complet  des  invariants  (relatifs). 


16.  Il  reste,  pour  être  complet,  à  combler  la  lacune  du  raisonne- 
ment précédent.  Nous  allons  le  faire  en  recherchant  en  même 
temps  le  degré  d'arbitraire  des  jonctions  qui  expriment  dans  le  cas 
général  les  inçarianis  non  principaux  au  moyen  des  invariants 
principaux. 

Partons  pour  cela  des  équations  (i8)  et  (21),  ou  plutôt  des  équa- 
tions obtenues  en  éliminant  les  oj,  et  les  (^>,■j  entre  ces  équations  et 
en  y  regardant  les  Aj)',  {-^'iD/n  {^'il)k„n  comme  des  indéterminées 
liées  par  les  relations  (i5),  (19),  (20),  (22),  (23);  cela  revient  à  dire 
qu'on  y  exprime  toutes  ces  quantités  au  moyen  des  quantités 
que  nous  avons  appelées  normales,  et  que  ces  quantités  normales 
sont  regardées  comme  des  indéterminées. 

Une   première   remarque   importante    est    qu'on    peut   trouver 

n{n  -h  i)  ,  .  /n\  !•  1  1  11 
; équations    (10)   permettant  de  tirer  les  co,  et  les    a),y.    Jl 

suffit  par  exemple  d'associer  à  chaque  combinaison  [ij]  de  deux 
indices  i,  2,  .  .  . ,  n  un  indice  k  différent  de  i,  j  et  n  et  de  consi- 
dérer celles  des  équations  (18)  qui  donnent  dA',^':  on  adjoindra  à 

ces équations  les  n  équations  qui  donnent  \esdA"',  et  dA^'^Z]. 

Les  seconds  membres  de  ces  --^— équations  sont  linéairement 

indé])endants  en  co,  et  w,y  :  il  suffit  pour  s'en  convaincre  de  remarquer 
qu'ils  le  sont  en  particulier  lorsqu'on  annule  toutes  les  expressions  A*/, 
sauf  les  A;J,  et  toutes  les  expressions  (A-/)/„  sauf  les  (A";)/  et  (A^  "ij}„. 
Les  seules  quantités  non  nulles  étant  normales  sont  indépendantes. 
Or,  dans  ces  conditions,  on  obtient 

et  les  seconds  membres  sont  manifestement  indépendants. 

Cette  première  remarque  étant  faite,  le  système  obtenu  en  éli- 


ÉQUATIONS    DE    LA.    GIUVITATION     d'eINS'I  EIN .  iGj 

minant  les  w,  et  les  co/y  entre  les  équations  (i8)  et  (21)  pourra  être 
considéré  comme  un  système  de  Pfaf!  où  les  variables  indépen- 
dantes seront  les  ^^'^  quantités  AJ,'  correspondant  aux  "^"  ^  '^ 
équations  qui  ont  servi  à  tirer  les  w,  et  les  to,j  (quantités  principales) ,  et 
où  les  variables  dépendantes  seront  les  autres  quantités  AJ/,  les  {A';!),, 
et  les  {A-Dfy,„,  ces  quantités  étant  toujours  supposées  exprimées  au 
moyen  des  quantités  normales. 

Il  est  facile  de  voir  que  si  l'on  calculait  les  covariants  w'  et  a),y 
des  expressions  w,  et  w,,,  on  retrouverait  les  expressions  (10) 
et  (i4)-  En  effet,  prenons  l'une  quelconque  des  '-^ équa- 
tions (18)  principales  et  dérivons-la.  D'après  la  manière  même 
dont  on  a  obtenu  les  équations  (21),  nous  aurons,  en  tenant  compte 
de  ces  équations  (21),  i 

p=n  h=n 

en  posant 

II/,   —  w'/,  —  ^  £/,  [co/,  ro /,/,], 

A':rzn  1 « 

D'après  les  hypothèses  mêmes  faites  sur  les  équations  princi- 
pales, on  en  déduit 

H/,  =  0,         11,7=0, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Revenons  maintenant  à  notre  système  de  Pfaff  et  dérivons  ses 
différentes  équations.  Les  équations  (18)  dérivées  sont  identique- 
ment vérifiées  si  l'on  tient  compte  des  équations  (21).  Quant  à 
ces  dernières,  leur  dérivation  conduit  manifestement  [c/.  for- 
mule (2/4)]  aux  équations 

tn  :=  n 

(3i)  ^\_^m{-^''ij)hm\  —  o  [i,  /,  k,  l,  hz^l,  2,  .  ..,  n), 

«1  =  1 
Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  11,   i(j22.  ^2 
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en   posant 

P  =  " 

0=1 

+  (  ^■ij  )/un  W/p  +  (  Ag)p„,  OJAp  +  (  Aj/)/,p  (,)„,p] 

p  z=  «         «7  =:  n 

-^2  2'p^'^'i)?^^^"+^'"p^'^'^ 


p=l         T=l 
p  =  n       T  =  n 

//<7 


2 

0  =  I         T=l 


-^  (  A?p'),„  Af^+  (  AP;),,.  Aj.^  +  (A*P),„  A^'p']  (u^ 
^2^     2  'P  !  Aj/[(Afp-),„+  (Ar);,]  +  A^/[(  a;v"),„+  (A;f  ),] 

+  APj[(A;:p,„+  (Ai';,'),]  -+-A)][(Ai!),„+  (AJf  ),J  ;  .V. 


6 

p  =  l         (T=l 


17.  C'est  la  forme  même  des  équations  (3i)  qui  va  nous  per- 
mettre de  démontrer  que  le  système  de  Pfaff  considéré  est  en  inç>o- 
lution.  Il  importe  d'abord  de  remarquer  que  les  expressions  {^'',l)/,,„ 
sont  liées  exactement  par  les  mêmes  relations  que  les  quantités 
{^l')/,m-    D'autre    part,    la    résolution    des    équations    (3i)    donne 

évidemment 

/•= Il 

(BJ,/  )/,,„   =    V   («,y   )/!/„/■  W,., 


OÙ  les  (ajy)^^^  sont  liés  par  les  mêmes  relations  que  les  (A*M^,„,. 
(ce  sont  du  reste  les  mêmes  quantités). 

Appliquons  maintenant  la  théorie  des  systèmes  de  Pfaff.  Dési- 
gnons par 

«1  le  nombre  des  expressions  indépendantes  de  la  forme  {^''/j)/,,j 
*i  "1"  ^^2  '^  nombre  des  expressions  indépendantes  de  la   forme 
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*i  +  ^2  +  •  •  •  +  5/  le  nombre  des  expressions  indépendantes  de 
la  forme  {^''/j)/,^  avec  m^i, 

j 

«1  +  «2  +  .  .  .  +  6„  le  nombre  total  des  expressions  indépendantes 

Comme  toute  expression  (A^')/„„  se  ramène  à  des  expressions 
normales  avec  diminution  soit  de  l'un  des  indices  h,  m,  soit  de 
chacun  de  ces  deux  indices,  on  voit  immédiatement  que  : 

Sj  est  le  nombre  des  expressions  normales  (A^^');^,, 
^2  est  le  nombre  des  expressions  normales  (A^j)^2, 

5 

s„  est  le  nombre  des  expressions  normales  (Ajj)^„. 

Pour  que  le  système  soit  en  involution,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
nombre  des  coefficients  (â^fy)/„„r  indépendants  soit  égal  à 

Or  ce  nombre  est  celui  des  quantités  (  A^y)/i„„.  qui  sont  normales. 
Celles  de  ces  expressions  normales  pour  lesquelles  on  a  r  =i 
sont  en  nombre  égal  aux  expressions  (A*y)^,„  normales,  c'est-à-dire 

celles  des  expressions  (A^y)/,„,^  normales  pour  lesquelles  r  =2  pro- 
viennent des 

expressions   normales   (A^')^,„   pour   lesquelles   m  ^2,   et   ainsi   de 
suite.  La  condition     _ 

x'i  +  4  +  .  .  .  -t-  5^  —  5,  H-  2  5,  -f- .  .  .  +  nSn 

est  effectivement  vérifiée  et  le  système  de  Pfaff  est  en  involution, 

18.  La  valeur  numérique  de  s„  est  importante  parce  qu'elle 
indique  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  de  n  arguments  dont 
dépend  la  solution  générale  du  système  de.Pfafî.  Or  s„  est  le  nombre 
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des  expressions  normales  (A^^^)/„„;  on  a  donc  nécessairement 

i  -  A  =^  h  ^=  /«, 

et  Sn  est  par  suite  le  nombre  des  combinaisons  avec  répétition  (// 
de  n — I  lettres  deux  à  deux 

s,,= :: '-■ 


La  solution  générale  du  système  de  Pfaff  considéré  dépend  donc 
de  — fonctions  arbitraires  de  n  arguments. 

A  toute  solution  du  système  de  Pfaff  correspondent,  d'après  ce 
qui  a  ete  vu  plus  haut,  -^^ expressions  de  riaii  w,,  w,y  satis- 
faisant aux  relations  (lo)  et  (i4)-  Convenons  de  dire  que  deux 
formes  différentielles  quadratiques  décomposées  en  carrés  appar- 
tiennent à  la  même  classe  lorsqu'il  existe  un  changement  de 
variables  transformant  chacune  à  chacune  les  expressions  w,  rela- 
tives à  la  première  forme  dans  les  expressions  îô,  relatives  à  la 
seconde.  Nous  voyons  qu'à*  toute  classe  de  formes  différentielles 
quadratiques  décomposées  en  carrés  correspond  une  solution  du  sys- 
tème de  Pfaff  et  réciproquement.  Les  relations  qui  lient  les  ùwariants 
relatifs   d'une   forme   ciuadratique   arbitraire   décomposée    en   carrés 

contiennent  donc fonctions  arbitraires  de  n  arguments   {et 

naturellement  d'autres  fonctions   arbitraires   d'un   moindre   nombre 
d'arguments). 

La  propriété  du  système  de  Pfaff'  (i8)  et  (21)  d'être  en  iiivolu- 
tion  conduit  à  une  autre  conclusion  intéressante.  Ce  système 
admet  en  effet  au  moins  une  solution  correspondant  à  des  valeurs 
numériques  arbitraires  des  variables,  tant  dépendantes  qu'indé- 
pendantes. 11  en  est  de  même  pour  les  systèmes  de  Pfaff  prolongés 
par  l'introduction  des  invariants  relatifs  des  ordres  supérieurs. 
Par  consé(j Lient,  il  existe  toujours  au  moins  une  forme  quadratique 
différentielle  décomposée  en  carrés,  telle  que,  pour  des  i^aleurs  numé- 
riques coni^enablement  choisies  des  variables  x  et  u,  les  invariants 
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relatifs    normaux   correspondants  prennent  des  valeurs    numériques 
arbitrairement  données. 

Nous  connaissons  donc,  non  seulement  le  système  complet  des 
invariants  relatifs,  mais  encore  le  système  complet  des  invariants 
relatifs  indépendants. 

19.  Si  nous  nous  donnons  une  forme  différentielle  quadratique 
à  n  variables  sous  la  forme 

l,...,n 

ds-=.  2   gij  (  X  )  dxi  dxj , 

avec  des  coefficients  gij  fonctions  indéterminées  des  x,  sa  décom- 
position en  carrés 


nous  donnera  des  expressions  de  Pfafî  w,  linéaires  en  dx^,  . .  .,  dx^, 
avec  des   coefficients   qui  dépendront  d'une  manière  déterminée 

des  g/j  et  de  — ^ variables  auxiliaires  u.  Les  composantes  w,y 

de  la  rotation  instantanée  de  l'espace,  provenant  d'une  dérivation, 
contiendront  comme  coefficients  les  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  des  gij-,  quant  aux  invariants  fondamentaux  A'^',  comme  ils 
proviennent  de  la  dérivation  des  co,y,  ils  contiendront  linéairement 
les  dérivées  partielles  du  second  ordre  des  g,j  (ainsi  que  leurs 
dérivées  du  premier  ordre  et  ces  fonctions  elles-mêmes,  mais  non 
plus    linéairement). 

De  même  les  (A^/)/,  contiendront  linéairement  les  dérivées  par- 
tielles du  troisième  ordre  des  gij  et  ainsi  de  suite. 

Il   est  important    de    savoir    si    les  —^ ^-^ invariants 

normaux  (A^^)/,  sont  des  fonctions  indépendantes  des  dérivées 
partielles  du  troisième  ordre  des  g,y,  et  plus  généralement  si 
les  invariants  normaux,  pris  jusqu'à  un  certain  ordre  p,  sont 
des    fonctions    indépendantes    des    dérivées   partielles   des  g,y   du 
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^ièmc  gy  ^p  _|_  2)iéme  Qj^^jj-g  inclus.  Ccla  est  vraisemblable,  mais  il  iaut 
le  démontrer  rigoureusement. 

Partons  pour  cela  des  expressions  w,  formées  comme  il  a  été 
dit  plus  haut  et  où  nous  regarderons  les  g/j  comme  des  indéter- 
minées. On  peut  évidemment  écrire 

(32)  0)^=:  £/2  ["/.«^A'] 

A=  1 

avec  n'-  expressions  de  Pfafï  co,^  qui  dépendent  linéairement  des  dx, 
des  du  et  des  dgij.  Ces  expressions  ne  sont  pas  déterminées  d'une 
manière  univoque  :  nous  les  prendrons  les  plus  générales  possible, 
en  introduisant  des  indéterminées  auxiliaires  nouvelles  qui  seront 

évidemment  en  nombre -,  car  de  tout  choix  possible  des  0),^ 

on  déduit  le  choix  le  plus  général  en  ajoutant  à  w,^  l'expression 

où  les  indéterminées  a^iy  satisfont  aux  seules  conditions 
Les  équations  (32)  dérivées  conduisent  aux  formules 

A-  =  l 

avec  de  nouvelles  expressions  de  Pfafî  ^kji^'^^jki  linéaires  par 
rapport  aux  dx,  du,  dg^j  et  doL/^jj.  Ces  expressions,  si  on  les  choisit 
de  la  manière  la  plus  générale  possible,  font  intervenir  à  leur  tour 
de  nouvelles  indéterminées  a//,.^,  dans  lesquelles  l'ordre  des  trois 
premiers  indices  est  indifférent. 

Les  équations  (33)  donnent,  par  dérivation,  comme  le  montre 
un  calcul  facile, 

(34)      ''>/./,=2]  ^pb^t'Ç'^'^pJi]  +  £p[w>pWAp/ 1  4-  ep[w,pWA.^p]  -h  V  [w/way,], 
P=«  /=i 
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avec  de  nouvelles  expressions  de  Pfaff  OD//,y„  dans  lesquelles  l'ordre 
des  trois  premiers  indices  l,  k,  j  peut  être  changé  sans  altérer 
l'expression. 

Une  nouvelle  dérivation  donne 

ç>  =  n 

(35)  Oi',,,ji—        2^  £pj  [w//,pajpyV]  -t-  [oj/ypWip,']  +  [f')//pO)/,yp] 

-+-  [w/p(Op/,y,-]  +  [a)/,pO)/py,]  -t-  [Wyp0)//,p,]  -f-  [w/pW/Ayp]  ! 

-4-   T'a  [f^mf^/«//i7"/] 
m  =  l 

avec  de  nouvelles  expressions  M„ii/,ji,  et  ainsi  de  suite. 

20.  Ces  formules  générales  étant  établies,  si  Von  suppose  main- 
tenant que  les  g^j  sont  des  fonctions  des  seules  variables  .x,  on  pourra 
{aP  5),  toujours  supposer  qu'on  a 

(36)  W,7+  coy,=:o; 

les  formules  (33),  comparées  aux  formules  {il\),  nous  donneront 
ensuite 

A  =  n  1,  ...,n 

ce  qui  permettra  d'écrire 

l  =  n 

(37)  ^M=^2(A;7+A^;.)a)„ 

formule  dans  le  second  membre  de  laquelle  les  indices  k  et  /  entrent 
bien  symétriquement.  Ces  équations  dérivées  donnent,  en  tenant 
compte  des  équations  (34)  et  (i8), 

l—n  1 ,  ra 
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ce  qui  permettra  d'écrire 

m  =  n 

formule  dans  le  second  membre  de  laquelle  les  indices  /,  A'  et  l 
entrent  symétriquement.  Les  formules  (36),  (37),  (38)  sont  compa- 
tibles avec  des  fonctions  arbitraires  gij  des  x. 

21.   Revenons  maintenant  à  notre  point  de  vue  primitif  du  n^  19 

,1                                                 1         •     1  '           •    ,        T         n{n  -\- 1)  , 
ou  les  gjj,  oLitjj,  etc.  sont  des  indéterminées.  Les  équations 

(36)  f.).j+  Mji=  o         (<, ./  =  I ,?.,...,  n) 

expriment  que  les  indéterminées  g^j  ne  dépendent  que  de  a:i,  .  .  . ,  x^; 
elles  sont  donc  équivalentes  à  des  équations  de  la- forme 

(36')  ^.._2]^vî'^-^/V=o         {i,/=i,  ■>..  ...,/0. 

OÙ  les  g'f-  sont  des  fonctions  des  indéterminées  qui  figurent  dans 
les  to,  et  tOij,  et  nous  saisons  d'avance  que  les  quantités  x,  u,  o,^,  g^l 
sont  indépendantes. 

Les  covariants  bilinéaires  des  premiers  membres  des  équa- 
tions (36')  sont 

i.  =  \ 

tandis  que  ceux  des  premiers  membres  des  équations  (36)  sont, 
en  tenant  compte  de  ces  équations  elles-mêmes  et  utilisant  les 
formules    (33), 

I.  -  1 

11  en  lésullc  que  les  expressions  w^^,-[-  W/,,y,  à  des  combinaisons 
linéaires  près  des  m,^  et  des  premiers  membres  des  équations  (36), 
c'est-à-dire  à  des  combinaisons  linéaires  près  des  dx  et  des  dgij, 
doivent   être   linéaires   ])ar  rapj)ort    aux  dgl"!  et,  de  plus,  que  par 
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rapport  aux  dg'/'-,  il  doit  y  en  açoir  autant  de  linéairement  indépen- 
dantes quily  a  de  différentielles  dgf-,  c  est-à-dire  — ^ Or,  d'après 

l'égalité  de  bi,-!/  et  de  dij/f,;  on  voit  facilement  que  toutes  les  expres- 
sions (sikji  se  déduisent  linéairement  des  expressions  cDy;.y,-|-  (x>k^J,  et 
leur  nombre  est  précisément Par  suite,  chaque  expres- 
sion oi^ij  est  linéaire  en  dx,  dgij,  dg'f-  et,  par  rapport  aux  dgl'-, 
les expressions  co/^,j  sont  linéairement  indépendantes. 

Introduisons  maintenant  —^ indéterminées  A^  •  liées  par  les 

12  'y  A 

relations  (i5)  et  considérons  les  équations 

(3?)  co..■,^i2(M/-^M;)^^ 

/=i 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  et  d'après  ce  qui  a  été  vu  au 
numéro  précédent,  le  système  formé  des  équations  (36)  et  (37) 
est  équivalent  au  système  formé  des  équations  (36')  et  des  nou- 
velles équations 

(37')  ^/^^î'--24''^^=°' 

1=1 

où  les  ê[,y=  g//'  sont  des  fonctions  des  indéterminées  qui  figurent 
dans  les  (o„  les  a),y  et  les  M/^j,;  ainsi  que  des  indéterminées  A^^',  et 
nous  saisons  d'avance  que  les ~  quantités  gff^  sont  indépen- 

dantes  entre  elles  et  indépendantes  des  x,  u,  gij  et  gfj . 

Les  covariants  bilinéaires  des  premiers  membres  des  équations 
du  système  (36')  et  (37')  se  réduisent,  en  tenant  compte  de  ces 
équations,  à 

1=1 

Si  l'on  effectue  la  même  opération  sur  le  système  (36)  et  (37), 
on  obtient,  en  utilisant  les  formules  (34), 


2  |^/(^/-ty~3^}7-  ^^iî    _^ 

Journ,  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  II,  1922.  2J 
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en  posant  [cf.  formule  (18)] 

p  =  n 

crjf  =  dX'jj-^  £p(  A*f  wyp  +  kf^(^iç,-h  APjco;ip-i-  AJPou^p). 
P  =  i 

Il  résulte  de  là  qu'à  des  combinaisons  linéaires  près  des  w,  et 
des  premiers  membres  des  équations  (36)  et  (Sy),  c'est-à-dire  à  des 
combinaisons  linéaires  près  des  dx,  dg,j,  dgfj,  les  expressions 

(39)  (OM.yV-  '^r^'ij—trsi'^ 

sont  des  combinaisons  linéaires  des  dgfi''  et,  de  plus,  qu'il  y  en  a 
exactement  autant  de  linéairement  indépendantes  qu'il  y  a   de 

différentielles  dg'f-'',  c'est-à-dire  — — - — -•  Or  si  l'on  effectue  sur 

l'expression  (Sg)  deux  permutations  circulaires  successives  sur 
les  indices  /,  k,  l  et  qu'on  ajoute  les  deux  expressions  obtenues 
à  l'expression  primitive,  on  obtient  3(û/kji;  on  voit  de  même  que 
tous  les  ^l'/\  se  déduisent  linéairement  des  expressions  (39).  Or 
les  expressions  to^^ty,  sont  au  nombre  de 


les  T^^-  au  nombre  de 


les  expressions  (3g)  indépendantes  sont  donc  en  nombre  total 

n^n-^  i){n  +  •>,)        ,r-{n'—i)  _  ««(«  +  ')' 

t: H —   ; • 

O  1  ■;>.  4 

Par  conséquent,  les  expressions  <^ikji  ^^  ^)'i  sont  linéairement  indé- 
pendantes par  rapport  aux  dg)j  (et  dépendent  en  outre  des  dx, 
dgij,  dgfj).  Si  nous  portons  en  particulier  notre  attention  sur  les 
expressions  gj*J  et  si  nous  remarquons  que  ces  expressions  sont 
égales  à  dK)'j,  à  des  combinaisons  linéaires  près  des  w,y,  c'est-à-dire 
à  des  combinaisons  linéaires  près  des  dx,  du  et  dgjj,  nous  voyons 
qu'iV  ne   peut  exister  entre  les  différentielles  des  in^>ariants  relatifs 


li' 

'(«4-l)(« 

+  ?.) 

5 

/i*(/i2- 

'). 
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fondamentaux,  considérés  comme  fonctions  des  x,  u,  £',,,  -^-^  - — ^^-t—j 

aucune    relation    indépendante    des    dérivées    partielles    du    second 

ordre  - — ^-• 

Autrement  dit,  les  invariants  fondamentaux  {normaux)  sont  des 
fonctions  indépendantes  des  dérivées  partielles  du  second  ordre  des 
coefficients  g,j. 

Introduisons    maintenant    — ^^ 7-^^- indéterminées    nou- 

24 

velles  (Ajy)/^  assujetties  uniquement  à  satisfaire  aux  relations  (19) 
et  (20)  et  considérons  le  système  formé  des  équations  (36),  (Sy)  et 


/l-l 


D'après  ce  qui  vient  d'être  dit  et  d'après  ce  qui  a  été  vu  au 
numéro  précédent,  ce  système  est  équivalent  au  système  formé 
des  équations  (36'),  (37')  et 


/i  =  n 


(38')  rf^-;.f  ~^4f^'f/x/,=  o, 

OÙ  les  g]j^\  dans  lesquelles  l'ordre  des  indices  supérieurs  est  indiffé- 
rent, sont  des  fonctions  des  indéterminées  qui  figurent  dans  les  co,, 
les  (ji,j,  les  oi,,j;,  les  (ii//fji,  ainsi  que  des  A^,'  et  (A^-)^.  Nous  savons 

d  avance  .que  les —^ quantités  g)-     sont  indépendantes 

entre  elles  et  indépendantes  des  x,  u,  g/j,  gf-  et  gf-  . 

Les  covariants  bilinéaires  des  premiers  membres  des  équa- 
tions (36'),  (37')  et  (38')  se  réduisent,  en  tenant  compte  de  ces 
équations,   à 
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La  même  opération,  effectuée  sur  le  système  (36,  (37)  et  (38), 
donne 

h=n 

h  =  \ 
h  =  n 

en   posant 

+  (A//)^(o,p4-(AP;)/,o);tp+(V:P)ACO/p  +  (A^:/)pa)Ap] 

p  =  «  <T  =  n 

p=!  a=i 

Il  résulte  de  là  que  les  expressions 

^^hikji     et     (nrj/)/, 

sont  des  combinaisons  linéaires  des  àx,  des  ^g/y,  des  c^g',* ,  des  c?g,y" 
et  des  dg'^'-'J'   et  que,  considérées  par  rapport  à  ces  dernières  quan- 

•  .      7    kim     Ml-.                     •              .             .    n^(n -h  i)-(/i -1- 2)  .     1  , 
tites  dg  -j  ,  il  doit  y  en  avoir  exactement  — ^ —^ indépen- 
dantes. 

Or  le  nombre  des  expressions  'o^/^y,  est  de 

n'{n  -J[-  i){n  +  ■2){n  +  3) 

les  tàj-  sont  de  leur  côté  (n®  il)  au  nombre  de 

n^{n^—i)in  +  2) 
^4 

La  somme  de  ces  deux  derniers  nombres  est 

w*  ( «  +  I  )  (  «  -h  2  )  (  «  -f-  3  )        n-  ( n*  —  I  )  (  n  +  2  )  _  «* (  «  -f- 1 )* (  /n-  i  ) 
24  '4  '^ 

Par  conséquent,  il  n  existe  entre  les  (ii„,ikji  ^^   ^^*   (^//)a  aucune 
relation  linéaire  indépendante  des  dg''''J'\  En  particulier,  il  n'existe 
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aucune  relation  pareille  entre  les  (g3^,'1/,.  Autrement  dit,  il  n'existe 
aucune  combinaison  linéaire  des  (/(A^')^  qui  puisse  s'exprimer 
linéairement  au  moyen  des  dx,  des  du,  des  dg/j,  des  dg^  et 
des  dg'^j\  Donc  enfin  les  inçariants  normaux  {A*j)^  ne  sont  liés  par 
aucune  relation  indépendante  des  déri<^ées  partielles  du  troisième 
ordre  des  coefficients   g^j. 

22.  Le  raisonnement  pourrait  se  poursuivre  de  proche  en  proche, 
mais  il  exigerait  des  calculs  très  fastidieux.  Nous  allons  montrer 
par  un  raisonnement  a  priori  que  tout  invariant  relatif  formé  avec 
les  variables  x  et  u,  les  fonctions  gij{x)  et  leurs  dérivées  partielles 
des  trois  premiers  ordres  est  nécessairement  une  fonction  des  seuls 
invariants  A^y  et  (  A^^)^.  Il  en  résultera  en  particulier,  d'après  ce  qui 
vient  d'être  vu,  que  tout  invariant  relatif  formé  avec  les  variables  x 
et  u,  les  fonctions  gij{x)  et  leurs  dérivées  partielles  des  deux  premiers 
ordres  est  nécessairement  une  fonction  des  seuls  invariants  fondamen- 
taux AJJ. 

Revenons,  pour  la  démonstration  de  ce  théorème,  au  système 
de  Pfafî  (18)  et  (21).  P^ous  savons  qu'il  admet  toujours  au  moins 
une  solution  correspondant  à  des  valeurs  numériques  arbitrai- 
rement données  des  variables,  tant  dépendantes  qu'indépen- 
dantes. Donnons-nous  par  conséquent  des  valeurs  numériques  arbi- 
traires {cl)]) h  et  a^y  pour  les  invariants  fondamentaux  et  leurs  dérivés 
du  premier  ordre,  et  considérons  une  des  solutions  correspondantes 
du  système  de  Pfafî.  Nous  pouvons  définir  cette  solution  en  pre- 
nant pour  les  variables,  indépendantes  et  dépendantes,  certaines 

fonctions  déterminées  de  — ^^ paramètres  ^.  Désignons  par  (AJ')/, 

et  A^y  les  fonctions  de  ^  obtenues. 

Cela  posé,  partons  d'une  forme  quadratique  indéterminée,  décom- 
posée en  carrés.  Désignons  par  g,y  les  coefficients  de  cette  forme  et 

par  (A^j)^,  k.)'j  les  fonctions  des  x,  a,  g/y,  -~^,  etc.,  qui  définissent 

les  invariants  relatifs.  Les  équations  qui  définissent  les  formes 
(décomposées  en  carrés)  appartenant  à  la  classe  choisie  plus  haut 
sont  évidemment  (n^  15) 


(4o)  M;  =  a^,      (aj;)^=(a^/),; 


l^O  E.     CARTAN. 

ce  sont  des  équations  où  les  variables  indépendantes  sont  les  H  et 
les  fonctions  inconnues  les  x,  u,  g^j,  gfj,  g]'-,  g'*//'.  On  peut  évi- 
demment les  remplacer  par  le  système  de  Pfafï 


(^•)(      ^=. 


(O/yH-  «y,:^:  O, 

1=1  ^ 

p  =  1  //  =  ! 

En  effet,  les  équations  (36),  (37)  et  (38)  montrent  que  les  équa- 
tions (4i)  entraînent  les  équations  (4o)  et  réciproquement. 

Or  le  système  (4i)  est  en  inç^olution,  car  les  équations  quadra- 
tiques extérieures  qui  en  résultent  par  dérivation  sont,  d'après  les 

calculs  faits  au  n^  21, 

/=« 

(42)  ^[('^/^//cji]       =0, 

1=1 

(43)  ^[<^^{^,]  =  o. 

h  =  l 

en  posant 

Or,  d'après  la  discussion  qui  a  été  faite  du  système  de  Pfaff  (18) 
et  (21),  les  équations  [l\i)  écrites  à  la  dernière  ligne  entraînent 
pour  les  d{K''j\)h  des  expressions  de  la  forme  (21),  où  les  quantités 
seraient  surlignées  et  par  suite,  d'après  la  définition  même  de  (ci*^)/,, 
les  équations  (43)  sont  identiquement  vérifiées.  Il  ne  reste  donc  à 
considérer  que  les  équations  (42)  dont  la  forme  met  en  évidence  la 
propriété  du  sijstèîue  de  Pfaff  (4i)  d'être  en  inçolulion. 

25.  Le  système  (4i)  élaiit  cm  involulion  admcl  au  moins  une 
solution  correspondant  à  des  valeurs  luimériques  arbitrairement 
données   des   variables  indépendantes   ^  et   des   variables   dépen- 
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dantes  x,  u,  gij,  gfj,  gfi^\  {gY/")  '^o^s  ^^  seule  condition  que  ces 
valeurs  numériques  satisfassent  aux  relations  {^o).  Donnons  en 
particulier  aux  ^  les  Valeurs  numériques  ^"  pour  lesquelles  les  inva- 
riants A^j  et  (Ajy)^  prennent  les  valeurs  numériques  données  afj 
et  (a/y)yi,  et  considérons  un  invariant  relatif  quelconque  de  la 
forme 

I  f  ^^      ^'S'j  ^\^'u       \ 

r  '  "'  ^'^'  dj^,  '  dx,  ÔXi '  dx,  dx,  dxj  ' 

cet  invariant  gardera  sa  valeur  numérique  si  l'on  change  arbi- 
trairement les  valeurs  numériques  de  ses  arguments,  sous  la  seule 
condition  que  les  nouvelles  valeurs  numériques  donnent  aux 
invariants  A^^'  et  [A)'j)f,  les  mêmes  valeurs  numériques.  Autrement 
dit,  V invariant  I  est  une  fonction  des  seules  quantités  A^^'  et  (Aj^)/,. 
C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer.  En  particulier,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait  remarquer,  tout  invariant  relatif  contenant  les  dérivées 
partielles  des  gij  jusqu'au  second  ordre  au  plus  est  une  fonction  des 
seuls  invariants  fondamentaux  A^'. 

D'une  manière  plus  particulière  encore,  si  Vinvariant  I  est  linéaire 
par  rapport  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  des  g/j,  cest  une 
fonction  linéaire  à  coefficients  constants  des  A*'. 

Ce  résultat,  qu'on  pouvait  regarder  a  priori  comme  très  vrai- 
semblable, et  qui  a  une  très  grande  importance  dans  la  théorie  de  la 
relativité  généralisée,  est  ainsi  démontré  rigoureusement. 

Les  invariants  absolus  d'une  forme  différentielle  quadratique. 

24.  Arrivons  maintenant  à  la  détermination  des  invariants 
absolus. 

Un   premier    procédé   théorique    consiste   à   partir   de 

invariants  fondamentaux  qui  soient  des  fonctions  indépendantes 
des  variables  auxiliaires  m  et  à  particulariser  la  décomposition 
en  carrés  de  manière  que  ces  invariants  prennent  des  valeurs  numé- 
riques fixes  données.  On  obtient  ainsi  pour  les  u  des  fonctions 
déterminées  des  x\  en  portant  leurs  valeurs  dans  les  autres  inva- 
riants  relatifs,   on  obtient   évidemment  le   système   complet  des 


l82 


E.    CARTAN. 


invariants  absolus.  Seulement  ils  se  présentent  en  général  sous 
forme  irrationnelle, 

La  méthode  précédente  met  en  tout  cas  en  évidence  ce  fait  qu'il 

y  a 

n^{n-  —  I )        n{n  —  i )  n{n  —  \)  { n  —  2 )  (  /<  H-  3 ) 

15  2  12 

invariants  absolus  fonctions  des  invariants  relatifs  fondamentaux. 
Il  nous  suffit  pour  la  suite  de  savoir  déterminer  ces 

I  2 

invariants  absolus.  Considérons  pour  cela  la  forme  différentielle 

011  le  point  indique  une  multiplication  algébrique  ordinaire.  C'est 

en  somme  une  forme  quadratique  ordinaire  des  — ^^ va- 
riables [w,a>y]. 

Les  variables  u  n'entrent  que  dans  les  coefficients  de  cette  forme, 
supposée  développée  suivant  les  quantités  \^dxidxj\  Calculons 
la  variation  de  <ï>  pour  une  variation  arbitraire  des  u,  les  x  restant 
fixes.  Désignons  par  0  le  symbole  de  cette  variation. 

On  a,  en  utilisant  une  notation  déjà  employée, 

0^=0, 

ôr.)'/=  èu)'f—  dMf=  —  £,-^  («'a/w),', 

A  =  n  k=:n 

Ô[0J,Wy]  =  — 2  £yO)f,  [W,(0/,]  — ^  £,•  (.)f ,  [  W^- W  J, 

A  - 1  A  =  1 

puis,  d'après  (17),  et  en  remarquant  que  12^^  est  nul, 

k-n 


A-l 
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d'où  enfin 

En  échangeant  dans  la  première  somme  les  indices  de  sommation 
/'  et  k  et  dans  la  seconde  les  indices  i  et  h,  on  voit  immédiatement 
que  le  second  membre  est  nul. 

Autrement  dit,  la  forme  ^  est  un  coçariant  absolu  (}). 

23.  La  recherche  des  invariants  absolus,  fonctions  des  invariants 
relatifs  fondamentaux,  revient  alors  à  la  résolution  d'un  problème 
de  Géométrie  analytique. 

Regardons  provisoirement  Wj^,  Wg,  ...,  w„  comme  les  coor- 
données homogènes  d'un  point  dans  un  espace  projectif  k  n —  i 

dimensions;  nous  pouvons  alors  regarder  les  — expres- 
sions |w,a)y]  comme  les  coordonnées  plûckériennes  d'une  droite 
dans  cet  espace.  //  s'agit  alors  de  trouver  les  in<^ariants  de  la  forme 
quadratique  plûckérienne 

(43)  ^=^^r;\/^^.■^^AbH'^^,l 

lorsqu'on  effectue  sur  les  coordonnées  ponctuelles  une  substitution 
linéaire  conservant  la  forme  /  £,w:. 

D'une  manière  moins  précise  et  pas  tout  à  fait  exacte,  il  s'agit 
de  troui^er  les  invariants  d'un  complexe  quadratique  de  droites  vis- 
à-vis  du  groupe  des  transformations  projectives  qui  laissent  inva- 
riante la  quadrique  ^^/wj  =o. 


(^)  C'est  la  forme  quadrilinéaire  classique  introduite  par  E.-B.  Christofl'el  dans 
son  Mémoire  :  Ueber  die  Transformation  der  homogenen  Differentialausdriicke 
zweiten  Grades  [Journal  de  Crelle,  t.  "0,  1869,  p.  /46-70).  Les  (A,j');,  sont  de  même 
les  coefficients  d'une  forme  covariante  à  cinq  séries  de  différentielles,  et  ainsi  de 
suite. 

Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  II,  1922.  24 
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Analytiquement,  on  peut  remarquer  que,  pour  toute  substitu- 
tion  linéaire    conservant  la   forme   ^£/wJ,   les    coefficients   de   $ 

subissent  une  substitution  linéaire  appartenant  à  un  certain  groupe. 
Les  transformations  infinitésimales  de  ce  groupe  sont  précisément 
données  par  les  formules  (i8),  d'après  lesquelles  on  a 

p=i 

Les   transformations  infinitésimales  qui  engendrent  le 

groupe  sont  caractérisées  par  les  valeurs  e,/t  des  constantes  w^^.. 

26.   Il  existe  une  combinaison  linéaire  à  coefficients  constants 
des  Pi.]'j  qui  est  un  invariant  absolu,  à  savoir 

'■/ 

et  c'est  la  seule  :  c'est  la  courbure  totale  de  Riemann. 

Il  existe  en  outre  une  forme  quadratique  en  co,  qui  est  aussi  un 
covariant  absolu,  c'est  la  forme 


^  =2  '^^'î 


WyWA-, 


'■i,k 


qui  se  déduit  de  O  par  saturation  des  indices  {V erkûrzung)  ;  il  en  est 
de  même  plus  généralement  de  la  forme  quadratique 

9 -f- (ocA -+- ;3)^  £,(07, 

où  a  et  P  désignent  deux  constantes  arbitraires. 

Dans  le  cas  général  n  >  4,  la  théorie  que  j'ai  développée  des 
groupes  linéaires  ne  laissant  invariante  aucune  variété  plane  per- 
mettrait sans  tr()|)  de  dilliculté  de  démontrer  qu'on  peut  trouv'cr 

«*(//'—!)        //(/J  -h  1)  _ /j(«  4- i)  (/< -t- 2)  (/t  —  3) 
j  2  2         ~  1 2 
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eombinaisons  linéaires  des  A*j  indépendantes  entre  elles  et  indé- 
pendantes des  coefficients  de  la  forme  cp,  qui  sont  transformées 
entre  elles  par  le  groupe  considéré  sans  quil  soit  possible  d'en 
trouver  un  moindre  nombre  jouissant  des  mêmes  propriétés. 

27.  Le  cas  /2  =4,  qui  intéresse  la  théorie  de  la  relativité  géné- 
ralisée, mérite  d'être  traité  en  détail.  Ici  la  forme  quadratique 
fondamentale  est,  comme  on  sait, 

^1  —  w.^  —  ^\  -^  ^^i- 

Avec  l'interprétation  géométrique  indiquée  plus  haut,  elle 
définit,  égalée  à  zéro,  une  quadrique  réelle  non  réglée  (quadrique 
fondamentale).  Cette  quadrique  admet  deux  systèmes  de  généra- 
trices rectilignes  imaginaires  conjuguées;  chacune  des  génératrices 
du  premier  système,  rencontrant  trois  génératrices  fixes  du  second 
système,  appartient  à  trois  complexes  linéaires  dont  les  équations 
sont  faciles  à  obtenir.  Soit  en  effet 

OJ,  -+-  i(x>.2     -1-X(&)3+  COi)  Z=  O, 
A(0Ji t'Wo) 0J3-|-(O4    ^O 

les  équations  d'une  génératrice  quelconque  du  premier,  système; 
les  coordonnées  plûckériennes  de  cette  droite  sont,  avec  les  nota- 
tions indiquées  plus  haut. 

Les  trois  complexes  cherchés  sont  donc  définis  par  les  équations 

!|,  =  [W2  00,,]  —  /[W,  0)4]  =  0, 
|3=[w,  (1)2]  —  f  [cOsWi]  =  0. 

Les  génératrices  rectilignes  du  second  système  appartiennent 
alors  aux  trois  complexes  linéaires  définis  par  les  équations 

;  Tni  =  [GJ2W3]  +  «[wjWi]  =  0, 

(45)  .     Yla^CcOsO),]  +  /[c0j(U4]  =  O, 

'   r/3=  [W1CO2] -I- «[wjojt]  =  0. 
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Effectuons  maintenant  un  changement  de  coordonnées  plûcké- 
riennes  de  la  droite  en  prenant  pour  nouvelles  coordonnées  les 
six  quantités  ^/  et  y],.  La  relation  à  laquelle  satisfont  les  six  |nou- 
velles  coordonnées  d'une  même  droite  est  maintenant 

(46)  P,  +  cl  +  ij  =  -n'i  4-  r/î  4-  r/3 . 

Le  complexe  quadratique  des  droites  tangentes  à  la  quadrique 
fondamentale  est  manifestement  défini  par  l'équation 

(47  )  ^î  +  ^2   +  Il   +  "^'"l   +  '^'l  +  "^3   =  ''• 

Cette  équation  est  en  effet  vérifiée  par  chaque  génératrice  de  cette 
quadrique,  puisque  chaque  génératrice,  du  premier  système  par 
exemple,  ayant  ses  coordonnées  ^  toutes  nulles,  la  vérifie  en  vertu 
de  (46).  Toute  droite  tangente  à  la  quadrique  en  un  point  défini 
par  l'intersection  des  deux  génératrices 

(O,   O,  O,   Tii,   -Di.    ïla),       (il,   ^2-  ;3)   O,   O,   o) 

a  pour  coordonnées 

(>.^,,  lli,  Xç3,  f^rj,,  ;^Y,,.  IXfr,) 

et  par  suite  satisfait  aussi  à  l'équation  (47)- 

28.  Remarquons  maintenant  que  toute  substitution  linéaire 
conservant  la  lorme  rondaincntale  — wj^ — wi;^ — ^^1!+  w»  se  traduit 
évidemment  par  une  substitution  linéaire  orthogonale  sur  les  ;  et 
par  une  substitution  linéaire  orthogonale  sur  les  yj  (à  moins  qu'elle 
n'échange  les  coordonnées  ^  avec  les  coordonnées  Y],  mais  nous  ne 
considérerons  que  les  substitutions  qui  n'échangent  pas  entre  elles 
les  deux  systèmes  de  génératrices  de  la  quadrique  fondamentale). 
Ces  deux  substitutions  linéaires  sont  naturellement  à  coefficients 
complexes  conjugués. 

Avec  les  nouvelles  cocndonnées  de  la  droite,  la  forme  covariantc  <i> 
se  décomposera  en  une  somme  de  trois  formes  respectivement 
covariantes  : 

1°  Une  forme  quadratique  /  (r^,  ^2>  ^3); 

2°  Une  forme  quadratique  (complexe  conjuguée)  /'  (y]i,  y]2,  y,3); 
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30  Une  forme  d'Hermite  'J>(^i,  ^g?  ^sl  ^u  *125  "^3)  bilinéaire  par 
rapport  à  chaque  série  de  variables  et  prenant  des  valeurs  numé- 
riques réelles  quand  on  donne  aux  variables  des  deux  séries  des 
valeurs  numériques  complexes  conjuguées  (c'est  cette  propriété 
qui  définit  une  forme  d'Hermite). 

En  effectuant  le  calcul,  qui  n'offre  aucune  difficulté,  on  trouve 

-2{Al^+A\l-i-    iA\l~-lAll)^,^,- 

2^a;n)=      (All  +  A\l)^,-n,-^{A^l--A\l-iA\l-iAll)^,ri, 
+  (A-ll  -  An  +  iA\\  +  iAtl)l-n, 

+  {Al\  -^  All)l,-n,+  (Ail  -  Ail  -  iAl\  -  iAl\)^,-n, 
+  (AU  —^11  -  'A^^  -  Mît )^3Yi, 
^{All-Al\^iAll+iAl\)E,-n,-h{All  +  All)l,n,. 

Nous  remarquerons  que  la  somme  des  coefficients  de  ^j  -|-  '^l  -|-  ^!| 
dans  /(^)  est  réelle.  On  peut  alors  écrire 

en  désignant  par  A  la  courbure  totale 

A    A23_,      A3t_,      Ali  A14  A  24  A34 

et  en  posant 

7(0-=/(ç)-7^A(;?  +  4l  +  4n; 

la  somme  des  coefficients  des  termes  carrés  dans  /(^)   est  alors 
nulle. 

Quand  on  effectuera  sur  les  ^  une  substitution  orthogonale, 
les  cinq  coefficients  complexes  de  /(^)  seront  échangés  linéaire- 
ment entre  eux  sans  qu'on  puisse  trouver  /i  <  5  combinaisons 
linéaires  indépendantes  de  ces  coefficients  qui  soient  aussi  échangées 
entre  elles. 
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Les  invariants  fondamentaux  relatifs  de  la  forme  différentielle 
donnée  peuvent  ainsi  se  distribuer  en  quatre  groupes  : 

i^  L'invariant  absolu  A; 

2°  Les  cinq  coefficients  complexes  de  /(^)  ; 

3®  Les  cinq  coefficients  complexes  conjugués  de  /'("/;); 

4°  Les  neuf  coelficients  (réels  ou  deux  à  deux  imaginaires  con- 
jugués) de  '^(^j  Y]). 

Toute  substitution  linéaire  sur  les  w,  échange  entre  eux  les  inva- 
riants relatifs  de  chaque  groupe  et  il  est  facile  de  voir  que  ces 
groupes  sont  indécomposables  en  d'autres  dont  les  éléments  soient 
séparément  échangés  entre  eux. 

29.  Nous  avons  introduit  dans  le  cas  général,  au  n^  2(î,  la  forme 
quadratique  covariante 

et  plus  généralement 

o'  =  2  £'  ^1/  ^J  ^^/.  +  a  A  y^  et  w ? . 

Si  l'on  détermine  le  coefficient  a  par  la  condition  que  la  somme 
des  coefficients  des  termes  en  s.,oij  soit  nulle,  ce  qui  donne 

/iaA=—  7   £,£.A'-'=:  2  A,  a  =  —-, 

^J  •'  /i 

les 1  coefficients  restants  sont  échangés  entre  eux  sans 

qu'on   puisse  en  trouver  des  combinaisons  linéaires   en  moindre 
nombre  qui  jouissent  de  la  même  propriété. 

Ici 1  =9;  les  coetiicients  qui  restent  sont  donc  néces- 
sairement des  combinaisons  linéaires  indépendantes  de  la  forme 
d'Hermite  '\i{^;  r\).  On  a  en  efîet 

H.  1(AÎ3  4_  A-Jl  +  Ajî  +  AJÎ  4-  Aît  +  Aîî)coî 

-h  2(Aîî  — Aî*)w,co3    -»-  ...  H-2(AÎ}!-HAJ})co,a)4-4-... 
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et  l'on  retrouve  sans  difficulté,  mais  avec  d'autres  combinaisons, 
les  coefficients  de  la  forme  d'Hermite  Kç;  y]). 

//  doit  y  avoir  d'après  cela  une  relation  géométrique  importante 
entre  la  forme  quadratique  f'  et  la  forme  d'Hermite  'h.  Cette  relation 
peut  être  mise  en  évidence  sous  différentes  formes.  D'abord  l'équa- 
tion obtenue  en  annulant  la  forme  d'Hermite  ^j>  définit  un  complexe 
quadratique  dé  droites  auquel  appartiennent  manifestement 
toutes  les  génératrices  de  la  quadrique  fondamentale  (puisque  •]/ 
s'annule  en  même  temps  que  les  ^  et  aussi  en  même  temps  que 
les  Y]).  Considérons  une  génératrice  G  du  premier  système  de  la 
quadrique  fondamentale  (o;  y)°);  l'équation  linéaire  en  Çj,  ^35  ^3 

jointe  à  l'équation 

définit  deux  génératrices  du  second  système,  qui  coupent  la  géné- 
ratrice donnée  G  en  deux  points;  ces  points  jouissent  évidemment 
de  la  propriété  que  toute  tangente  en  un  de  ces  points  à  la  qua- 
drique fondamentale  appartient  au  complexe  quadratique.  Quand 
la  génératrice  G  varie,  ces  points  engendrent  une  biquadratique 
gauche,  à  laquelle  correspond  un  faisceau  de  quadriques  :  la  qua- 
drique cp'  =  o  fait  partie  de  ce  faisceau. 

Mais  le  complexe  quadratique  '^  =  0  peut  être  défini  par  une 
propriété  géométrique  simple  le  rattachant  à  la  quadrique  fonda- 
mentale et  à  la  quadrique  cp'  =  o.  Partons  en  effet  a  priori  d'une 
quadrique 

«1,0)  j    +  «22^2   +  '^3î''^l   4-  «4iW^   +  2  «23^2^3+.  .  .4"  2a,4a),  W4-I-  .  .  .=  O, 

et  cherchons  l'équation  du  complexe  des  droites  qui  découpent  sur 
cette  quadrique  et  sur  la  quadrique  fondamentale  deux  segments 
formant  une  division  harmonique.  Un  calcul  facile  donne  pour 
l'équation  de  ce  complexe 

«,i  I  [Wia)i]^4- [0J1OI3J- —  [«,  w^J^J  -+-.  .  . 
-+-    av.  î  [wiOJi]''-}- [w.oji]-  -i- [cOaWi]^! 

4-2rt.,3  ;  [WiWj]  [W,  W;,]  —  [0)4^2]   [CO4UJ3]  {  -h.  .  . 

H-  2a,4;  [w20j,][a)2f''4]  -i-  [^J3«,]  1  ùJjr^Oi]  ]  +.  .  .=10, 
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OU,  en  introduisant  les  coordonnées  ;  et  v], 

-h     {<'to.-ha:^3-Jr-  a..— «,,);, -0,  —  2(rt,2— f«3i)çir;2—  2(a,,,-4-  /asi)ciri3 

—  2(a,,+  ««4i)Ç-2^1+   («33+<^ll-+-  «ii—  «22)c'2Y)2—   ^(«23—  '«lj);2"n3 

—  2(^/3,  —  <a.,i)^3"^/t  —  2(ao3+  i<2ii)ç3'^i2+  («Il  -t-  «^22-1-  "v;—  «3î);3Y/3=  O- 

En  identifiant  cette  équation  avec  l'équation  ]/  =  o,  on  retrouve 
pour  les  a,y  les  ooeïïicients  de  la  forme  o'. 

Par  conséquent,  la  relation  géométrique  entre  la  forme  quadra- 
tique :;-'  et  la  forme  d'Hermite  '^  est  la  suivante  :  le  complexe 
quadratique  de  droites  obtenu  en  annulant  la  forme  ]>  est  celui  des 
droites  qui  découpent  sur  la  quadrique  fondamentale  et  sur  la  qua- 
drique  o'  =  o  deux  segments  formant  une  division  harmonique. 

50.  On  peut  encore  associer  les  formes  /et  /'  à  des  formes 
binaires  et  la  forme  ']/  à  une  forme  doublement  binaire.  On  peut 
en  effet  exprimer  les  coordonnées  ç^,  Hg,  Hg  d'une  génératrice  du 
second  système  de  la  quadrique  absolue  au  moyen  d'un  paramètre, 
ou  de  deux  paramètres  homogènes  Uj,  itg,  par  exemple  par  les 
formules 

on  aura  de  même  pour  toute  génératrice  du  premier  système 

■fi\  —  t'î  —  v\,  r/2=:  —  l(f'7  +  i'I  ),  r;,,=:  ''.C,  l'j. 

Toute  substitution  orthogonale  sur  les  H  se  traduira  par  une 
substitution  linéaire  à  déterminant  égal  à  i  effectuée  sur  les  deux 
variables  itj,  u^.  Quant  à  la  forme  /(^),  elle  devient  une  forme 
biquadratique  binaire  on  w,  i>;  la  forme  /'(yj)  devient  la  forme 
biquadratique  binaire  en  ç^j,  Cg  fl'>iil  l<'î^  coefficients  sont  com- 
plexes conjugués  de  ceux  de  la  première;  enfin  la  forme  d'Her- 
mite '|'(H,  'f])  devient  une  forme  (piadratique  en  (i/j,  u^)  et  quadra- 
tique en  (t^i,  t^g)- 

Les  vingt  coefficients  A,^  de  Hiemaini  se  répartissent  ainsi  en 
quatre  groupes  dont  chacun  comprend  un  certain  nombre  de 
combinaisons  linéaires  de  ces  coclficicnts  : 
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1°  La  courbure  totale  A; 

2°  Les  cinq  coefficients  complexes  d'une  l'orme  biquadratique 
binaire  F  {u-^,  Wg)  ; 

3°  Les  cinq  coefficients  complexes  conjugués  de  la  forme  biqua- 
dratique binaire  conjuguée  F'  (p^,  ^-g)  ; 

4°  Les  neuf  coefficients,  réels  ou  deux  à  deux  complexes  conju- 
gués, d'une  forme  W{uj^,  u^'y  ^i,  ^2)  quadratique  par  rapport  à  aj, 
1*2  et  quadratique  par  rapport  à.Pj^,  ç^- 

La  signification  géométrique  des  variables  Wj,  Ug  est  classique  : 

le  rapport  —  désigne  le  nombre   complexe   qui   sert  à  définir  la 

position  d'un  point  réel  sur  la  quadrique  fondamentale.  Toute 
transformation  projective  de  la  quadrique  fondamentale  en  elle- 
même   se   traduit   en   effet   par  une   transformation   projective   à 

coefficients  complexes  sur  —  •  L'équation  ^F  =  o  déficit  sur  la  qua- 
drique fondamentale  une  courbe  qui  n'est  autre  que  la  biquadra- 
tique considérée  plus  haut. 

51.  La  recherche  des  invariants  absolus,  fonctions  des  A^y, 
revient  maintenant  à  un  problème  classique  de  la  théorie  des 
formes.  En  particulier,  la  forme  F  donnera  deux  invariants  ration- 
nels, l'un  du  second  degré,  l'autre  du  troisième  degré;  la  forme  F' 
donnera  les  deux  invariants  complexes  conjugués. 

Ces  invariants  s'obtiennent  du  reste  aussi  facilement  en  partant 
de  la  forme  quadratique /(^)  :  il  suffit,  comme  on  sait,  de  considérer 
la  somme  des  mineurs  principaux  du  discriminant  de  cette  forme, 
ainsi  que  ce  discriminant  lui-même.  La  forme  4^,  ou  plutôt  la 
forme  o'  qui  lui  est  équivalente,  donne  de  même  un  invariant 
quadratique,  un  invariant  cubique  et  un  invariant  biquadratique 
par  la  considération  du  discriminant  et  de  ses  mineurs  principaux  : 
ce  sont  les  coefficients  des  différentes  puissances  de  \  dans  l'équa- 
tion obtenue  en  annulant  le  discriminant  de  la  forme 

9'+  X( (ù\  —  (Ji\   —  'S^l  +  (^il), 

En  dehors  de  ces  sept  invariants  (ou  plutôt  huit  en  tenant 
compte  de  l'invariant  A)   fournis  par  la  considération  isolée  de 
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chacune  des  formes  /,  /',  'h,  il  y  en  a  six  autres  (mixtes)  formés  avec 
les  coefficients  de  plusieurs  de  ces  formes.  Nous  n'insisterons  pas 
davantage  sur  cette  question. 

52.  Ce  qui  est  plus  intéressant  pour  les  applications  à  la  théorie 
de  la  relativité  généralisée,  c'est  la  résolution  du  problème  sui- 
vant : 

Trouver,  de  la  manière  la  plus  générale  possible,  dix  combinaisons 
linéaires  à  coefficients  constants  R,y  des  quantités  A^-^  qui  soient  échan- 
gées entre  elles  comme  les  coefficients  d'une  forme  quadratique  quand 
on  effectue  sur  les  w^-  une  substitution  linéaire  consentant  la  forme 
fondamentale  — w"^  —  w^  —  Wj  -|-  (o^. 

Autrement  dit,  construire  une  forme  quadratique  couariante 

dont  les  coefficients  soient  des  combinaisons  linéaires  à  coefficients 
constants  des  A^'. 

Nous  avons  déjà  obtenu  une  solution  de  ce  problème,  à  savoir 
la   forme   quadratique 

>.<p'-l-  («A  -f-  (3)  (  —  w*  --  w'î  —  c)^  -1-  (.)■;[), 

OÙ  X,  a  et  p  sont  trois  constantes  arbitraires. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  problème  ne  comporte  pas  d'autre  solu- 
tion. 

Soit  en  effet 

une  forme  quatliali(iue  covariante;  posons 

^^>J  =  l^/y  —  7  f'V  ^^  i^'J  =o  si  i ^/  -,£,,  =  £i2  =  £.«  =—  ',  £;v  —-+-')  : 

on  peut  alors  écrire 

Qf  —jl\{  —  ûi'j  —  f.)^  —  0)';;  -+-  w;  )  -+-^  H,y  w,- Wy , 
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et  l'on  a 

h7, -h  K22+  R33  — Ri4=o. 

La  quantité  R  est,  comme  on  sait,  un  invariant  absolu  ;  par  suite, 
par  sa  propriété  même  d'être  une  combinaison  linéaire  des  A^^',  on  a 

R  =  aA  +  (3. 

Quant  aux  quantités  R^y,  elles  dépendent  linéairement  de  neuf 
d'entre  elles  que  nous  pourrons,  sans  préciser  davantage,  dési- 
gner par 

ÏÏ7,   rT.   ...,   h;. 

Elles  subissent  entre  elles  une  transformation  linéaire  quand 
on  effectue  une  substitution  linéaire  quelconque  conservant  la 
forme  — -w^' — col — <^l-\-  ^%  et  il  est  impossible  de  trouver  /i<  9 
combinaisons  linéaires  indépendantes  des  R,  jouissant  de  la  même 
propriété. 

Chacune  des  neuf  quantités  R,  peut  se  mettre,  d'une  manière  et 
d'une  seule,  sous  la  forme 

r]-—  h, h-  K,-t-  L;+  «/Â  -f-  f3/, 

où  H^  est  une  combinaison  linéaire  et  homogène  des  coefficients 
de  la  forme  /(^),  K,  une  combinaison  linéaire  et  homogène  des 
coefficients  de  la  forme  /'{y]),  L,  une  combinaison  linéaire  et  homo- 
gène des  coefficients  de  la  forme  '\>{^;  f]),  a,  et  [3,  enfin  des  cons- 
tantes. 

Quand  on  effectue  sur  les  w,  une  substitution  linéaire  conser- 
vant la  forme  — ■  w'^  —  w^  —  coij -|- f»^^?  les  quantités  R,  subissent 
entre  elles  une  substitution  linéaire;  il  en  est  de  même  des  coelli- 
cients  de  la  forme  /(H),  de  ceux  de  la  forme  f  {ri)  et  de  ceux  de  la 
forme  'j'(ç;  y]).  Si  les  H,  ne  sont  pas  tous  nuls,  comme  la  forme  f{~) 
contient  cinq  coefficients  indépendants,  il  y  aura  un  certain 
nombre  /i(4  =  ^<9)  de  combinaisons  linéaires  indépendantes 
des  R/  qui  ne  contiendront  pas  les  coefficients  de  la  forme  /(^)  : 
nous  pouvons  toujours  supposer  que  ces  combinaisons  sont  pré- 


'^'  E.     CARTA.K. 


cisément  Rj,  .  .  .,  R/,,  Mais  cela  est  impossible,  car  si  par  exemple, 
par  une  substitution  linéaire  arbitraire  laissant  invariante  la 
forme  — w^  —  coi;  —  wï;  -j-  w"^,  la  forme  linéaire  R^  était  changée  en 

les  coefllcients  'h/,.,,  .  .  .,  \  devraient  être  tous  nuls,  puisque  K^ 
est  changée  dans  une  combinaison  linéaire  des  coefficients  de  f  {'f^)-, 
Lj  dans  une  combinaison  linéaire  des  coefficients  de  i/  (H;  y])  et 
que  A  est  conservée.  Il  faudrait  donc  que  les  quantités  R^,  R2,  •••,  R// 
fussent  échangées  entre  elles  par  une  substitution  linéaire  quel- 
conque du  groupe  considéré,  ce  que  nous  avons  vu  être  impos- 
sible. 

Le  raisonnement  précédent  montre  que  tous  les  termes  H,  sont 
nuls;  on  verrait  de  même  que  tous  les  K/  sont  nuls,  ainsi  que  tous 
les  coefficients  a^  et  [3,.  Par  suite,  les  R,  sont  des  combinaisons 
linéaires  des  coefficients  de  '-{;(^;y])  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
des  coeificients  de  9'(ol)). 

Considérons  alors  la  forme  quadratique 

qui  est,  par  hypothèse,  covariante  quelle  que  soit  la  constante  X 
et  dont  les  coefficients  sont  des  combinaisons  linéaires  et  homogènes 
des  neuf  coefficients  de  z>'{<ji).  Déterminons  la  constante  X  par  la 
condition  que  les  neuf  coefficients  de  Wj,  w.^;  'oî;,  a),(o^,  soient 
linéairement  dépendants,  ce  qui  est  toujours  possible.  Si  ces  nou- 
veaux coefficients  n'étaient  pas  tous  nuls,  on  aurait  A  <  9  combi- 
naisons linéaires  indépendantes  des  coefficients  de  o'  qui  seraient 
transformés  linéairement  entre  eux,  ce  que  nous  savons  être  impos- 
sible. Il  faut  donc  que  la  forme  quadratique  écrite  ci-dessus 
devienne  identiquement  nulle  pour  une  valeur  convenablement 
choisie  de  la  constante  A.  C'est  précisément  ce  que  nous  voulions 
démontrer . 

En  définitive,  toutes  les  formes  quadratiques  covariantes  absolues 
dont  les  coefficients  sont  linéaires  par  rapport  aux  A'//  sont  données 
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par  la  formule 

(48)         x^  £,a;-} w/ojA-  +  f «2  ^'^j ^'v  +  ^) (  —  ^1  —  '"'^  —  ^' -+-  '^'t )' 

avec  trois  constantes  arbitraires  a,  p,  X. 

53.  Les  équations  de  la  gravitation  d'Einstein  sont  en  rapport 
très  étroit  avec  le  problème  qui  vient  d'être  résolu.  Etant  donné 
un  ds^  à  quatre  variables 


ds 


-=2  gik{x)djCidx^ 


i,k 


réductible  à  la  forme  —  w^  —  bi'i  —  wi;  -}-  w^,  les  équations  de  la  gra- 
vitation d'Einstein  sont  de  la  forme 

OÙ  les  G,/;,  sont  les  coefficients  d'une  forme  différentielle  quadra- 
tique coçariante 

(i»='^G^/^djr'idx/,. 

Einstein  admet  que  ces  quantités  G,/^  sont  des  fonctions  déter- 
minées des  variables  .t,  des  fonctions  g,/,  [x]  et  de  leurs  dérivées 
partielles  du  premier  et  du  second  ordre,  et  qu'elles  sont  linéaires 
par  rapport  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  La  forme 

^  G,;;  dxi  dxi 

doit  être  co variante  :  cela  signifie  que  si  Von  effectue  sur  les  x  une 
transformation  arbitraire 

Xi^=^J i\X^,    X.2,  X-^,   Xi,J, 

et  si  par  cette  transformation  on  a 

2  ^'A  (•^)  ^^'  ^^f^  —^  S, h  {^)  dxi  d.r^, 
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on  a  en  même  temps 

■  ^o„{ 

1  dxf  dx/, 

=20. 

dx,  dxi^ 

Pour  obtenir  toutes  ces  formes  quadratiques  covariantes,  ima- 
ginons que  nous  ayons  décomposé,  de  la  manière  la  plus  générale 
possible,  la  forme  donnée  ds-  en  quatre  carrés  —  'xi'\  —  wî;  —  w!;  -\-  bi'\ ; 
les  coefficients  des  quatre  expressions  de  Pfafî  seront  des  fonctions 
déterminées  des  g,/,  {x)  et  de  six  variables  auxiliaires  Wj,  .  .  .,  u^.  La 
forme  $  pourra  alors  s'exprimer  comme  forme  quadratique  en  Wj, 
cog,  t03,  ol),,,  soit 

où  les  R/;t  sont  des  fonctions  déterminées  des  x,  des  a,  des  g,/,(a:), 
de  leurs  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres,  les  dérivées 
du  second  ordre  entrant  linéairement.  La  forme  O  étant  par  hypo- 
thèse un  covariant  absolu  et  les  expressions  w,  étant  des  covariants 
relatifs,  chacun  des  coefficients  R,^  est  un  invariant  relatif  et  par 
suite,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  au  n*^  23,  une  combinaison 
linéaire  à  coefficients  constants  des  invariants  fondamentaux  Aj^ 

La  forme  d'Einstein  l,Gi/,dXidx;^  est  donc  nécessairement  de  la 
forme  (48) 


2  G/A  dxi  dxf^  =  '^  2  ^'  ^' /  ^^  '"'"'  "^  (  ^  2  ^'^J  ^'■^  -^  ?')(-'  ^>  1  —  ''4  —  ^>3  -^  f" ■  ) • 

54.  Avant  de  particulariser  les  coefficients  constants  a,  p,  A  par 
la  condition  que  la  loi  de  conservation  soit  respectée,  faisons 
quelques  remarques  sur  ceux  des  invariants  fondamentaux  qui 
n'entrent  pas  dans  les  équations  de  la  gravitation.  Ces  équations 
font  intervenir  seulement  la  courhuro  totale  A  et  les  coefficients  do 
la  forme  d'Hermitc  'Ji(;;y]),  mais  jkis  ceux  des  formes  quadra- 
tiques /(^)  et  /'(y]).  Les  dix  équations,  linéaires  j)ar  rapport  aux 
dérivées  partielles  du  second  otdre  des  g^j,  qu'on  obtient  en  annu- 
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lant  les  coelficients  de  ces  formes,  ont  évidemment  une  signili- 
cation  invariante  absolue.  Ces  équations  sont,  en  se  reportant  aux 
expressions  de /(E)  données  (n°  28) 

A  21    A  31    „ 

A,,  3   /\^2   —  "> 

A)3   _,       A:t'<    A2t    _i_    AW«   Aitî   _,       A2  1    „ 

A,  2  -1-  A,^  —  A  g  3  ■+-  A3  j  —  A3,  H-  A,^  —  O, 

J\.  ^  •    — —   /\  —   /V  .1  ^    —   jV  .  .> -tV  ■  .,    ■""*    /V  1^  o    O  ■ 

On  peut  démontrer  qu'elles   expriment  la  réductibilité  du  ds'- 

à  la  forme 

p  (rfXJ  -  ^Xf  —  dXl—dXl); 

autrement  dit,  elles  expriment  que  la  propagation  de  la  lumière  se 
fait  suivant  les  mêmes  lois  que  dans  la  théorie  de  la  relativité  restreinte. 
D'une  manière  plus  générale,  les  dix  invariants  fondamentaux 
fournis  par  les  coefficients  de  /(^)  et  /'(v^)  sont  des  invariants 
relatifs,  non  seulement  pour  la  forme  Hgijdxidxj,  mais  encore  pour 
Véquation  obtenue  en  l'égalant  à  zéro. 


La  loi  de  conservation  et  les  équations  de  la  gravitation. 

5o.  Le  tenseur  gravitationnel  G,vt  est  considéré  arbitrairement 
comme  formé  des  coefficients  d'une  forme  quadratique  cova- 
riante  ZGi/^dxidXfi.  C'est  ce  que  nous  avons  fait  jusqu'à  présent. 
Mais  il  peut  y  avoir  intérêt  à  le  considérer  d'un  autre  point  de  vue. 

Revenons  à  l'origine  physique  de  la  notion  de  tenseur.  Étant 
donné  un  milieu  élastique  dans  l'espace  euclidien,  sur  chaque  élé- 
ment de  surface  du  milieu  ayant  pour  composantes 

[dy  dz],     [dzda:]^     [dx  dy] 

suivant  les  plans  de  coordonnées,  il  agit  une  tension  (un  vecteur) 
dont  les  composantes  suivant  les  trois  axes  de  coordonnées  sont 

Pxx[dy  dz]  +  pjcy[dz  dx]  +  pjcz[d:r  dy], 
Pyx [dydz]-^  pyy [dzda^]  +  py.[da:  dy ] , 
Pz^  [ dy  dz ]  +* p^y  [dzdje]^  p^.  [ da;  dy]. 
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Ce  tenseur  est  symétrique  si  le  tableau  des  coefficients  est  symé- 
trique. 

Au  lieu  de  représenter  le  tenseur  dont  les  composantes  sont  les 
quantités  p^^,  etc.,  au  moyen  de  la  forme  quadratique 

on  peut  le  représenter,  d'une  manière  plus  conforme  à  sa  nature, 
par  la  projection  de  la  tension  elle-même  sur  un  axe  de  cosinus 
directeurs  indéterminés  ^,  y),  t.  On  aura  alors  la  forme 

ii  =  Vi  Pxx[dy  dz  ]  -I-  pxyidz  dx]  ^pxzidx  dy]  \ 
+  fi  !  Pyx[dy  dz]  -h  pyy[dz  dx]  +  Py,[dx  dy]  [ 
+  K  ;  Pzx  {dy  dz]  +  p.y  [dz  dx]  4-  p--  [dx  dy]  ! . 

Au  fond,  Çl  est  la  quantité  sous  le  signe    1  j   dans  l'intégrale  qui 

exprime  la  somme  des  projections  sur  l'axe  {ï,  y],  t)  des  tensions  élé- 
mentaires exercées  sur  une  surface  donnée. 

Si  l'on  regarde  la  direction  (H,  v],  '()  comme  fixe,  et  qu'on  prenne 
le  covariant  trilinéaire  de  l'expression  12,  on  obtient 


O,  _    f  -  fàp.,.x  àpxy 


àpxz 


ôz 


^■"^P/x   _^   àPry   _^    àl 

dx  dy  à 


rl.rdvdz  |, 


c'est-à-dire  la  projection  sur  l'axe  considéré  de  la  force  de  volume 
élémentaire  équivalente  aux  tensions  du  milieu  élastiquo. 

Le  tenseur  12  est  dit  satisfaire  à  la  loi  de  consen^ation  si  sa 
dérivée  12'  est  nulle,  quelle  que  soit  la  direction  fixe  (;,  yj,  'C). 

En  particulier,  si  l'on  a  afîaire  à  un  fluide  parfait  à  pression 
constante, 

Pxx  =  Pi  y  =  Pzz  =  P  —  <^Onsl . ,  ,p,  ;  =  p._,  =  _p.r,  =  O, 

le  tenseur  12  se  réduit,  à  un  facteur  constant  près,  à 

il  =  l\  dy  dz  ]  -(   n  l  dz  d.r]-^K[  d.i-  dy], 
et  l'on  a 
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Le  tenseur  précèdent  se  déduit  très  iacilement  de  la  forme  qui 
donne  le  volume  élémentaire 


c  est 


Q  — 


=  ^ 


U  =  [dxdydz]; 


ou 


d[da-] 


à[dy]  à[dz]' 


sous  cette  forme  sa  signification  invariante  (c'est-à-dire  indépen- 
dante du  choix  des  axes)  est  mise  en  évidence. 

56.  Revenons  au  tenseur  gravitationnel  Gif,.  Nous  regarderons 
ses  composantes  comme  des  coefficients  entrant  dans  l'expression 
de  la  projection  sur  une  direction  fixe  d'une  tension  appliquée  à 
un  élément  à  trois  dimensions  de  l'univers  à  quatre  dimensions. 
Soit  un\  enj  point  quelconque  E^,  Hg,  ^3,  ^■,  les  composantes  d'une 
direction. 

Considérons  d'abord  le  tenseur  obtenu  en  partant  de  l'élément 
de  volume  (à  quatre  dimensions)  de  l'univers 

élément  qui  a  une  signification  im^ariante,  et  en  formant 

(JMi  '     U(jU  0(i)i  '     6/0)  j 

=r  Cl  [0)3(03  W;]   -\-'^■2['^H'ih'^■A   +  S:i  [  «  1  f-Jo '■^>4  1   —  Ç4  [ ''j' I  C'Vj  f'>.i  ] ' 

Ce  tenseur  est  analogue  à  la  pression  (constante)  d'un  fluide 
parfait. 

Plus  oénéralement  nous  considérerons  le  tenseur 

oîi  ITi,  Ilg,  ITs,  n^  sont  des  éléments  d'intégrales  triples. 

La  dériçée  coçariante  de  ce  tenseur  s'obtiendra  en  prenant  la 
dérivée  ordinaire  de  12,  mais  en  supposant  que  les  différentielles  d^, 
satisfont  aux  relations  (8')  qui  expriment  que  la  direction  (H)  reste 
parallèle   à   elle-même  : 


(8') 


d'^i 


A=:l 


JX)urn    de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  II,  19^^. 
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Dans  ces  condilioiis,  on  a 

'  =  '•     (  '-'  ] 

On  pouirait  dire  que  si  T]^,  ITg,  Ils,  IT.,  représentent  les  compo- 
santes d'une  tension  élastique  s'exerçant  sur  un  élément  à  trois 
dimensions  de  l'univers,  les  quantités 

sont   les  composantes   de   la   force  s'exerçant   sur  un  élément  de 
volume  à  quatre  dimensions  de  l'univers. 

Le  tenseur  Q.  sera  dit  satisfaire  à  la  loi  de  consen^ation  si  sa  dérivée 
covariante  Q!  est  nulle,  c'est-à-dire  si  l'on  a  les  relations 

ii;.=2^'-["a'.>a,1. 

Il  en  est  ainsi  par  exemple  du  tenseur  particulier 
on  a  en  ellct,  par  exemple, 

II',  m  [ Ci)2 0)3 1,)^  ]'  =^  [(•)!;  0)3  <,y i  ]  — .[ f,)2 co',  Cii.  ]  -+-  [ 6)* fo,  t,\\  ] 

=:  £2[6)lG)l2&)3  0)j  ]  —  £.,  [  OJ,  (i)|  W,;t  Olv  ]  4"  Evl  Wj  (1)3  W,  OJ,  j  ] 
=  £2[&>3r,),  W.,0)2l]  -h  £3  [f>>l<»)200i  0)3,]  —  î-,  [f«>l''>2'«'3'^>Jl] 
—  £j|ir',).,,]  H-Sairi;,?,):,,]  -i- £;  [  II;  OU,  ]■ 

."7,  A  chaciiic  LcMscur  12  peut  être  assoi'iéc  une  iormc  ([iiadra- 
ti(jue  en  w,.  11  sullit  pour  cela  de  remarquer  que  la  forme 

est  un  c(»variaiil   absolu  de  ^i,M''^,  ([uc  par  suite  l«'s  (juatrc  expres- 
sions 

I  0),,'.t3  0li  |.       [(.):,^>,0)i  1,       1 '.M'-'j'-'i  1-       —  l/'M^-'î^'b] 
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sont  respectivement  covariantes  à 

£lG)i,        S^M-ii        ^3^31        £4^4. 

Le  tenseur  Q  est  donc  associé  à  une  forme  bilinéaire  en  ç,  et  o), 
et  par  suite,  si  cette  forme  bilinéaire  est  symétrique,  à  une  forme 
quadratique  en  w,.  Le  tenseur 

est  ainsi  associé  à  la  forme  bilinéaire  Zs/Ç/W,,  et  aussi  à  la  forme 
fondamentale  il£,w^- 

La  condition  de  symétrie  d'un  tenseur  est  d'après  cela  facile  à 
exprimer;  le  calcul  facile  donne  tout  simplement 

r>8.  D'après  ce  qui  précède  et  en  nous  aidant  de  l'invariant 
absolu 

1,..,.,4 

'./ 

il  nous  est  bien  facile  de  former  un  tenseur  symétrique  qui  soit  un 
covariant  absolu.  Partons  en  effet  de  la  forme  covariante 


—         £2£;j["23«l<»4]  +  ^a^l  ["31^2^;]  +  £,  £2  [  i2, ,  C>:t  W4  ] 

Nous  obtenons  un  tenseur  covariant  absolu  en  remplaçant 
dans  II  les  expressions  [co^toyj  par  les  valeurs  H,tOy  —  ^/W,.  Nous 
obtenons  ainsi 

^X=  £3^4  [«2  ^34]   +  £4£2[W3^42]  +  £2£3[«4^i3], 

n,^  £,£4[W3i2,4]  +  £4£;dw,i^43]  +  £3£l[«li^3l]. 

113=       £.>£4[(^ii^24]H-£4£i[('J2Î^4i]  +  £i£2[wvi2,,], 

If.  =r  —  £2  £3  [  OJi  ^2.23  ]  —  £3  £,  [CO2  i^isi  ]  —  £1  £2  [  W3  i^il  2  ]• 
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Ce  tenseur  est  symétrique,  car  si  l'oii  forme  £,  [co,!!.^]  — Saf^iH)]» 
on  obtient 

et  les  deux  termes  du  second  membre  sont  nuls  en  vertu  des  rela- 
tions (12). 

Ce  tenseur  satisfait  à  la  loi  de  conservation.  La  vérification  par  le 
calcul  est  facile  en  se  servant  des  formules  (lo)  et  (i3). 

On  remarquera  que  les  composantes  du  tenseur  précédent  sont 
obtenues  sans  faire  intervenir,  au  moins  formellement,  les  quan- 
tités A^';  la  quantité  A  elle-même  pourrait  être  laissée  de  côté 
dans  la  formation  de  l'invariant  II  en  remarquant  que  les  quan- 
tités £,£yi2/y  se  comportent  comme  les  coordonnées  plûckériennes 
d'une  droite,  au  même  titre  que  les  quantités  [tO/Oj^J:  l'expres- 
sion II  représente  alors  le  moment  mutuel  de  ces  deux  droites. 

59.  La  forme  quadratique  associée  au  tenseur  qui  vient  d'être 
considéré  doit  nécessairement  rentrer  dans  la  formule  (48).  Un 
calcul  facile  donne  par  exemple 

11,3=       (e^SsA^;;  -HEîEiA^t  -1-  £3£;A?,?)[&i,f.i.,(.).] 

—  (£2£3A:Jf   -+-£2£;A;*7)[0J3W,(O4] 

—  (  £3  £;  A  *  l   -+-  £:,  £î  A5  .',  )  [  a),  0)2  0)4  ] 

-h  (£4£2Aiî  -+-£4£3A:j;)[o),c.)2a),]. 
La  forme  quadratique  cherchée  est  donc 

(I»—  £,(£2£3A';i:î  -h  £, £;  A ^ ^  4-  £3e4A^J)ojJî  -1- . . . -^  2  (£3  Aij*  -+-  Ej  A*,*  )&),  (.). -t- 

Elle  se  déduit  de  l'expression  (48)  en  prenant 
"k  = —  I,         <x^=  i,         (3  =  o. 

^li).  Si  nous  voulons  maintenant  déterminer  toutes  les  formes 
i|uadialiqucs  l'entrant  dans  la  formule  (/j8)  et  qui  satisfont  à  la 
loi  de  conservation,  nous  remarquons  d'abord  que  le  coefTicient  ^ 
])cuL  cire  quelconque;  la  l(»i  de  conservation  est  vérifiée  si  a -f- X 
csl  nul.    l'Jlc  iw  peut  Frire  <l<in.s  aucun  autre  cas.   Sinon,    en    clTet, 
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elle   serait   vérifiée   pour   X=p=o,   a^i,   c'est-à-dire   pour  le 
tenseur 

On  aurait  donc 

[A  0)20)3004]'==  £.,  A[(03C0,  W^COji]  H-  £3  A  [Wj  0)2^40)3,]  £4A[&)if,)2W3'ji4l]- 

Cette  relation  est  vérifiée  si  A  est  constant;  il  en  résulte  donc 
qu'on  devrait  avoir 

[«fAfiJo «3(04]  =:  [r/AcojWi  W4]  =  [d\(j^^  1)2(0)4]  =  [f/Ao), 0)20)3]  =  o. 

L'invariant  A  serait  donc  une  constante,  ce  qui  n'a  pas  lieu  en 
général. 

Les  seuls  tenseurs  gravitationnels  possibles  qui  satisfassent  à  la 
loi  de  conservation  sont  donc  donnés  par  les  formules 

n,  3=       ^£i£i,[(^2^n]  -+-  ^£2£*[(<J:ti2j>]  +  ^£2£3[f»^4^23]  -+-  {^[0)20)30)4], 

112=  ^£l£4[f«>3^14]  +  ^£3£4[f^l^43]  +  ^  £3  ^1  L  ««^4  ^^3  I  ]   +  f/ [  0)3  Oj,  0)4  ], 

113=.  >iC2£4[Wl^24]  -f-  ?i£,£4[0)2i24i]   4-  ^.S,£2[W4^12]  +  F-[^l('J2('>4]» 

114  =  — X£2£3[Wli^2i]  —  X£3£l  [0)2^^31]  —  ^£l£2[W3^12]   —  // [  0))  0)2  0)3  ], 

ce  qui  correspond  à  la  forme  quadratique 

/-  4 
2  G,7.  d.Xi  dxu  =  —  ^  2  ^i^u  wy  wa-  -^  (  ^  A  -h  ^ )^  £,  o); , 

avec  deux  constantes  arbitraires  X,  \x. 

On  peut  remarquer  que,  dans  la  théorie  d'Einstein,  la  forme  H 
représente  Vêlement  de  matière,  ou  plutôt  Télémcnt  exaction  (à 
quatre  dimensions). 
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ReLatwité  restreinte  et  Géométrie  des  systèmes  ondulatoires  ; 
Par  J.  le   roux. 


INTRODUCTION. 

Le  présent  Mémoire  est  une  contribution  à  l'examen  critique  de 
la  théorie  de  la  Relativité.  Après  M.  Brillouin  (^),  M.  Lecornu  (^), 
avec  M.  Painlevé  (^),  et  d'autres  encore,  j'examine  quelques-unes 
des  graves  objections  que  soulèvent  les  constructions  d'Einstein  (*), 

A  la  suite  du  résultat  négatif  de  la  célèbre  expérience  de 
Michelson  et  Morley,  il  sembla  légitime  d'admettre  provisoire- 
ment, à  titre  de  postulat,  l'impossibilité  de  déceler  le  mouvement 
de  la  Terre  par  rapport  à  l'éther,  et  il  pouvait  être  utile  d'examiner 
toutes  les  conséquences  qui  découlent  de  cette  hypothèse.  C'est  le 
point  de  vue  adopté  par  Poincaré  dans  la  Dynamique  de  VËlec- 
tron  (').  Poincaré  ne  se  dissimulait  pas  le  caractère  coilventionnel 
et  un  peu  arbitraire  de  la  théorie  de  la  Relativité.  Au  sujet  des 
hypothèses  de  Lorentz,  il  faisait  remarquer  que,  dans  cette  théorie, 
deux  longueurs  égales  sont,  par  définition,  deux  longueurs  que  la 
lumière  met  le  même  temps  à  parcourir,  et  il  ajoutait  qu'il  suffirait 
peut-être  de  renoncer  à  cette  définition  pour  que  la  théorie  de 

(^)  Propos  sceptiques  au  sujet  du  principe  de  relativité  {Scientia,  igiS). 

(^)  La  Mécanique.  Les  Idées  et  les  Faits,  191 8,  p.  45-54-  —  Comptes  rendus  de 
V Académie  des  Sciences,  t.  174,  p.  387. 

("*)  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  1^  semestre  1921. 

(^)  Voir  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  172,  p.  1227  et  1467; 
t.  173,  p.  1074  et  i343;  t.  174,  p.  924. 

(•')  Rendiconti  di  Palermo,  t.  XXI,  1906,  p.  129. 


2oG  .1.     LE    ROUX. 

Lorentz  fût  aussi  complètement  bouleversée  que  l'a  été  le  système 
de  Ptolémée  par  l'intervention  de  Copernic. 

Ces  réserves  de  Poincaré  paraissent  justifiées. 

Il  y  a  des  inconvénients  à  abuser  des  principes.  Quand  on  qua- 
lifie de  principe  une  proposition  scientifique,  on  n'ajoute  rien  à 
son  degré  de  certitude  ni  à  la  précision  des  observations  qu'elle 
résume. 

Le  principe  de  la  relativité  est  très  contestable.  Il  diffère  des 
autres  propositions  fondamentales  de  la  Science  par  son  caractère 
négatif.  La  seule  chose  que  l'on  puisse  affirmer  à  propos  de  l'expé- 
rience de  Michelson,  c'est  que  les  phénomènes  se  passent  autre- 
ment qu'on  ne  l'avait  supposé.  C'est  donc  dans  une  analyse  plus 
exacte  et  plus  complète  de  ces  phénoniènes  qu'il  faut  chercher  la 
raison  du  résultat  obtenu.  Déclarer  d'avance  qu'on  ne  devait  rien 
trouver  et  qu'on  ne  trouvera  jamais  rien  dans  cet  ordre  d'idées 
est  une  affirmation  arbitraire  et  une  façon  détournée  d'escamoter 
la  difficulté. 

Le  principe  de  la  relativité  restreinte  tel  qu'il  a  été  énoncé  par 
Einstein  (^)  peut  se  formuler  à  peu  près  de  la  manière  suivante  : 

î"  Les  lois  de  la  Nature,  rapportées  à  un  système  de  référence 
auquel  s'appliquent  les  lois  de  la  Mécanique  newtonienne,  consentent 
la  même  forme  d* expression  dans  tout  autre  système  qui  se  déduit  du 
premier  par  un  moui^ement  de  translation  uniforme. 

2°  La  vitesse  de  la  lumière  est  une  constante  universelle,  indépen- 
dante de  la  vitesse  de  translation  uniforme  du  foyer. 

Quand  on  examine  l'application  qui  est  faite  de  ce  [)rincipe, 
on  constate  dès  le  début  l'une  de  ces  contradictions  et  de  ces 
équivoques  qui  se  répètent  fréquemment  dans  les  travaux  publiés 
sur  la  relativité.  Après  avoir  parlé,  dans  l'énoncé,  d'une  translation 
uniforme,  on  rem])lace  dans  l'application  cette  translation  par  une 
transformation  de  Lorentz.  Ce  n'est  pas  la  même  chose. 

(^)  V.  L0H1..MZ,  1^I^^STKI^>^,  Minkowski,  Dus  liclalU'iluts  Prinzip.  Euxo  saminliiii;! 
von  AbliHiidlniigcn  (1920). —  Wkyl,  liauni,  Zeit,  Malcrie  {njn). —  Kddington, 
Espace,  Temps,  Gravitation  (Paris,  Ilermann,  1921).  —  Becquerkl,  Le  principe 
de  Relativité  et  la  Théorie  de  la  Gravitation  (Paris,  if)c>.a). 
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On  s'aperçoit  d'ailleurs  que  les  seules  lois  naturelles  considérées 
par  Einstein  dans  la  relativité  restreinte  sont  celles  qui  se  rap- 
portent à^  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  la  propagation  des 
ondes  dans  un  milieu  isotrope  quand  la  vitesse  de  propagation  est 
égale  à  celle  de  la  lumière. 

Les  phénomènes  auxquels  pourrait  s'appliquer  la  théorie  de  la 
relativité  restreinte  sont  en  effet  ceux  dont  l'étude  se  ramène  à 
cette  équation.  C'est  à  tort  qu'on  a  voulu  les  appliquer  à  tous  les 
phénomènes  sans  exception. 

Les  faits  extraordinaires,  d'apparence  paradoxale,  qui  ont  été 
déduits  de  la  théorie  d'Einstein  reposent  sur  cette  extension  abu- 
sive, et  principalement  sur  une  confusion  entre  le  temps  local  de 
Lorentz  et  le  temps  vulgaire. 

Comme  ce  sont  deux  choses  différentes,  on  n'a  pas  le  droit 
d'étendre  à  l'une  ce  qui  n'est  vrai  que  pour  l'autre.  La  même 
observation  s'applique  à  la  vitesse.  On  prétend  démontrer  qu'aucune 
vitesse  ne  peut  dépasser  celle  de  la  lumière.  Cette  proposition  est 
vraie  pour  la  pseudo-vitesse  au  sens  d'Einstein,  elle  ne  s'applique 
pas  à  la  vitesse  au  sens  ordinaire  du  mot  ;  il  y  a  là  encore  deux  choses 
différentes  désignées  par  le  même  nom.  On  pourrait  multiplier 
les  exemples  de  confusions  de  ce  genre.  Dans  la  plupart  des  cas, 
les  mots  employés  ont  un  certain  sens  dans  les  raisonnements  et 
les  calculs,  et  on  leur  donne  ensuite  un  sens  différent  dans  l'appli- 
cation physique. 

Le  principe  de  relativité  restreinte,  au  sens  d'Einstein,  paraît 
complètement  inutile.  On  en  a  déduit  beaucoup  d'absurdités.  Les 
faits  positifs  auxquels  il  s'appliciue  peuvent  s'obtenir  beaucoup 
plus  simplement  par  une  étude  analytique  régulière  de  l'équation 
de  la  propagation  des  ondes  dans  un  milieu  isotrope.  On  pourrait 
même  soutenir  que  l'attirail  de  règles  et  de  chronomètres  idéaux 
qui  s'introduit  dans  les  raisonnements  d'Einstein  constitue  un 
procédé  bizarre  pour  représenter  certaines  intégrales  de  l'équation 
considérée. 

L'analyse  n'a  nul  besoin  de  cet  artifice  un  peu  grossier.  La  déter- 
mination des  intégrales  à  pôle  mobile  fournit  une  représentation 
très  nette  et  très  simple  de  la  transformation  de  Lorentz  et  de  la 

Journ.  de  Math.,  lt»me  I.  —  Fasc.  H,  1922.  2^ 
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contraction  apparente  de  Fitz-Gérald.  Ces  intégrales  conduisent  à 
la  considération  d'ondes  d'interférence  ellipsoïdales,  aplaties  comme 
les  électrons  de  Lorentz. 

Pour  un  observateur  en  mouvement  dans  un  milieu  isotrope 
vibrant,  les  phénomènes  sont  semblables  à  ceux  qui  seraient 
observés  dans  un  milieu  en  repos,  sauf  le  remplacement  de  l'onde 
sphérique  de  progression  par  l'onde  d'interférence  ellipsoïdale 
aplatie. 

C'est  l'onde  d'interférence  qui  remplace  l'onde  de  progression 
dans  les  phénomènes  de  réflexion.  Dans  la  propagation  d'un  train 
d'ondes  planes  rapporté  à  un  système  de  référence  mobile,  le  rayon 
n'est  pas  perpendiculaire  au  front  d'onde,  il  est  parallèle  au  dia- 
mètre conjugué  (le  ce  front  dans  T'ellipsoïdc  d'interférence.  C'est 
encore  l'ellipsoïde  d'interférence  qui  intervient  comme  élément 
directeur  dans  la  détermination  des  nappes  d'interférence  de  deux 
trains  d'ondes  de  même  période.  Enfin,  si  l'on  mesure  les  distances 
en  rayons  de  l'ellipsoïde,  les  formules  analytiques  conservent  exac- 
tement la  même  forme  pour  les  systèmes  mobiles  qiie  pour  les 
systèmes  en  repos. 

Ces  résultats  étant  de  simples  conséquences  de  l'équation  de  la 
])r()pagation  des  ondes  sont  applicables  dans  la  mesure  où  l'équa- 
tion considérée  représente  exactement  les  phénomènes  observés. 
Ils  s'étendent  aussi  bien  au  son  qu'à  la  lumière.  Ils  cessent  d'être 
aj)plicables  dès  que  le  mouvement  de  la  source  produit  sur  le 
milieu  une  action  dynamique  détruisant  l'isotropie. 

Les  calculs  auxquels  conduit  cette  étude  sont  exactement  les 
mêmes  que  ceux  de  la  ihéorie  de  la  relativité  restreinte,  mais  on 
n'a  besoin  d'aucun  principe  nouveau  ni  même  d'aucune  hypothèse 
nouvelle.  Si  l'on  ne  perd  j)as  de  vue  le  point  de  départ,  on  n'éprouve 
aucune  tentation  d'étendre  les  résultats  obtenus  à  des  phénomènes 
])oui-  lesquels  ils  ne  sont  pas  démontrés.  L'analyse  fait  voir  nette- 
ment qu'on  n'a  pas  le  droit  de  déduire  de  l'expérience  de  Michelson 
l'égalité  des  vitesses  relatives  de  |)id])agation  dans  tous  les  sens,  et 
met  ainsi  en  évidence  l'erreur  de  raisonnement  (jui  a  été  l'origine 
de  la  théorie  d'Einstein. 

Je  ne  m'occupe  pas  dans  ce  premier  travail  de  la  théorie  de  la 
relativité  généralisée  qui  fera  l'objet  d'un  autre,  Mémoire. 
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CHAPITRE  I. 

LE    TEMPS. 

1.  Pour  discuter  valablement  en  matière  scientifique,  il  est 
nécessaire  d'être  d'accord  sur  le  sens  des  mots.  Sans  cette  précau- 
tion élémentaire,  toute  discussion  est  vaine. 

Les  symboles  du  langage  n'ont  par  eux-mêmes  aucune  signi- 
fication et  l'on  n'est  généralement  pas  très  sûr  que  les  mêmes 
formules  représentent  les  mêmes  idées  chez  deux  personnes  diffé- 
rentes. Les  définitions  verbales  peuvent  évidemment  déterminer 
le  sens  de  certains  mots,  mais  c'est  toujours  en  les  ramenant  à 
d'autres  termes  dont  la  signification  est  supposée  antérieurement 
connue.  En  remontant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  arrive  néces- 
sairement à  un  ensemble  de  symboles  fondamentaux  dont  la  signi- 
fication ne  peut  pas  être  définie  par  d'autres  mots.  Nous  reconnais- 
sons cependant  que  l'accord  existe  sur  le  sens  de  ces  symboles  en 
constatant  qu'on  les  applique  de  la  même  manière  aux  mêmes 
faits  d'expérience. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  nous  avons  appris  au  début  à  nous 
servir  du  langage  en  attachant  constamment  le  même  mot  à  la 
considération  d'objets  ou  de  faits  similaires.  L'association  cons- 
tante du  signe  et  de  la  chose  fait  que  l'audition  du  signe  verbal 
rappelle  à  la  mémoire  l'image  de  faits  expérimentaux  antérieure- 
ment perçus. 

Les  définitions  initiales  se  réduisent  donc  essentiellement  à  la 
constatation  du  rapport  qui  existe  entre  les  mots  fondamentaux 
et  les  faits  d'expérience  commune.  D'où  il  résulte  que  la  méthode 
la  plus  sûre,  pour  reconnaître  si  l'on  est  d'accord  sur  le  sens  des 
termes  essentiels  d'une  théorie,  consiste  à  remonter  à  ce  fonds 
commun  d'observations  expérimentales. 

Certains  logiciens,  se  plaçant  au  point  de  vue  de  la  logique  for- 
melle, considèrent  les  mots  comme  de  simples  symboles  préala- 
blement vidés  de  tout  sens  concret.  Le  raisonnement  consiste  alors 
à  combiner  ces  symboles  suivant  des  règles  déterminées,  comme 


2IO  .),    LE    ROUX. 

des  symboles  algébriques.  Les  questions  de  forme  ont  leur  utilité, 
comme  les  règles  du  calcul  algébrique,  mais  elles  ne  constituent 
que  l'une  des  faces  du  problème.  En  matière  scientifique,  il  faut 
toujours  partir  de  l'expérience  et  y  revenir. 

Un  calcul  algébrique  peut  être  exact  et  conduire  néanmoins  à 
des  conclusions  fausses.  Tel  sei^a  le  cas,  par  exemple,  si  l'on  désigne 
par  le  même  symbole  deux  quantités  différentes  :  eireur  assez 
commune  chez  des  débutants. 

C'est  précisément  l'erreur  fondamentale  de  la  théorie  d'Einstein. 
La  confrontation  avec  l'expérience  peut  seule  la  révéler. 

2.  Le  temps  dans  la  Mécanique  classique.  —  Dans  son  exposé  des 
principes  de  la  Mécanique,  H.  Hertz  {})  commence  par  un  ensemble 
de  considérations  qu'il  suppose  étrangères  à  toute  expérience  et 
basées  uniquement  sur  les  lois  de  l'intuition  interne  au  sens  de 
Kantc.  11  y  a  là  évidemrrient  une  grande  part  d'illusion,  puisque 
les  mots  n'acquièrent  de  sens  transmissible  que  par  leur  correspon- 
dance avec  les  faits  expérimentaux.  La  Science  n'a  pas  à  se  préoc- 
cuper des  idées  de  Kant  sur  le  temps  et  l'espace,  auxquelles  cer- 
tains philosophes  accordent  peut-être  beaucoup  trop  d'importance. 

Les  considérations  métaphysiques  n'interviennent  ni  dans  les 
calculs  ni  dans  l'interprétation  des  résultats.  Ce  qu'il  importe  de 
connaître,  c'est  le  procédé  pratique,  effectivement  employé  pour 
attacher  à  la  considération  du  temps  une  valeur  numérique  pré- 
cise sur  laquelle  tous  les  observateurs  soient  d'accord. 

Les  chronomètres  ne  sont  que  des  instruments  auxiliaires  de 
comparaison  dont  les  indications  sont  valables  seulement  pour 
Il  ne  durée  limitée.  On  règle  les  chronomètres  d'après  les  observa- 
tions astronomiques.  La  détermination  pratique  du  nombre  t 
revient  en  définitive  à  une  mesure  d'angle  horaire.  L'observation 
du  mouvement  diurne  nous  fournit  donc  une  sorte  de  chronomètre 
commun  valable  pour  tous  les -observateurs  terrestres.  Il  est  préma- 
turé de  nous  occuper  des  autres. 

r>.   L' isochronisnie  et  la  simultanéité.         La  correspondance  entre 
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le  temps  et  un  phénomène  physique  quelconque  a  pour  base  la 
notion  de  simultanéité.  L'analyse  de  cette  notion  ne  présente 
aucune  difficulté  quand  il  s'agit  de  phénomènes  se  produisant  à 
proximité  de  l'observateur.  Pour  les  phénomènes  qui  se  produisent 
à  distance,  la  question  nécessite  un  certain  examen,  car  c'est  à  ce 
sujet  que  nous  observons  la  première  divergence  entre  le  langage 
relativiste  et  le  langage  vulgaire.  Tout  le  monde  sait  que  lorsqu'on 
tire  un  coup  de  canon,  un  observateur  éloigné  remarque  un  inter- 
valle de  temps  très  sensible  entre  la  vue  de  l'éclair  et  l'audition  du 
son.  Ces  deux  phénomènes  sont  pourtant  simultanés  pour  un 
observateur  voisin.  Il  y  a  donc  lieu  de  distinguer  pour  deux  phéno- 
mènes la  simultanéité  de  production  et  la  simultanéité  de  per- 
ception, quand  il  s'agit  d'observateurs  éloignés.  Il  reste  à  exa- 
miner comment  nous  établissons  la  correspondance  de  simulta- 
néité de  production,  au  sens  ordinaire  du  mot,  entre  des  phéno- 
mènes qui  se  passent  en  des  lieux  différents. 

Un  phénomène  se  passe  à  New-York  (City  Hall),  le  7  octobre 
1921,  à  8^  9"^  23s,  temps  solaire  moyen  du  méridien  du  lieu;  quelle 
est  au  même  moment  l'heure  de  l'Observatoire  de  Paris  ?  L'angle 
dièdre  compris  entre  les  plans  méridiens  des  deux  lieux  est  la 
différence  de  longitude.  Elle  est  de  76°  20'  38  ",  correspondant  à 
une  différence  en  temps  de  5^  5"^  23s.  L'heure  du  méridien  de  Paris 
qui  correspond  à  l'événement  considéré  observé  à  New-York 
est  i3^  i4"^46s. 

La  détermination  de  cette  correspondance  nécessite  simple- 
ment la  mesure  de  la  différence  de  longitude,  c'est-à-dire  d'un 
angle  dièdre.  Une  fois  qu'on  a  déterminé  les  éléments  nécessaires, 
on  peut  donc  reconnaître  la  correspondance  de  simultanéité  entre 
des  événements  qui  se  passent  en  des  lieux  différents,  et  cela  avec 
une  précision  comparable  à  celle  des  mesures  physiques  les  plus 
délicates. 

Il  est  évident  toutefois  que  la  détermination  de  la  simultanéité 
ou  de  l'ordre  de  succession,  dans  la  production  des  phénomènes, 
nécessite  la  connaissance  d'un  ensemble  d'éléments  qui  fait 
quelquefois  défaut.  L'ordre  de  perception  peut  différer  d'un  obser- 
vateur à  un  autre  et  différer  par  conséquent  de  l'ordre  de  produc- 
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tion.  Tout  cela  est  bien  connu.  Mais  l'incertitude  qui  règne  sur 
l'époque  règne  également  sur  la  position,  et  elle  est  du  même  ordre. 
Le  fait  qu'on  ignore  une  date  n'est  pas  un  motif  suffisant  pour 
déclarer  que  la  notion  de  date  n'existe  pas.  Toutes  les  prédictions 
de  phénomènes  astronomiques  se  résolvent  par  des  questions  de 
simultanéité. 

4.  Correspondance  des  mouvements.  —  Si  l'on  veut  rattacher  la 
détermination  pratique  du  temps  à  une  notion  plus  générale,  on 
peut  remarquer  que  la  correspondance  de  simultanéité  entre  les 
positions  d'un  mobile,  d'une  part,  et  les  indications  d'un  chrono- 
mètre, d'autre  part,  se  ramène  à  une  correspondance  entre  deux 
mouvements. 

L'un  d'entre  eux  est  un  mouvement  type  auquel  on  compare  tou^ 
les  autres.  Supposons  que  la  position  du  mobile  qui  définit  le  mou- 
vement type  soit  déterminée  à  l'aide  d'un  paramètre  t.  On  pourra 
évidemment  déterminer  la  correspondance  de  simultanéité  en 
employant  le  même  paramètre  pour  l'étude  des  autres  mouvements. 

o.  Le  temps  dans  V expression  des  lois  physiques.  —  Lorsqu'on 
n'a  en  vue  que  cette  simple  correspondance  de  simultanéité,  il  est 
évident  qu'on  dispose  d'une  grande  latitude  dans  le  choix  du  para- 
mètre. On  pourrait  par  exemple  employer  indifféremment  l'angle 
horaire  du  Soleil  vrai  ou  celui  du  Soleil  moyen.  Il  n'en  est  ])lus  de 
même  lorsque  le  temps  doit  intervenir  dans  l'énoncé  d'une  loi 
physique.  Une  fonction  linéaire  de  l'angle  horaire  du  Soleil  moyen 
n'est  pas  linéaire  par  rapport  à  l'angle  horaire  du  Soleil  vrai.  La 
notion  de  mouvement  uniforme  qui  intervient  dans  l'énoncé  du 
j)rincipc  d'inertie  suppose  don<'  une  graduation  déterminée  du 
temps.  L'étude  des  conséquences  de  ce  principe  doit  indiquer  si 
l'on  pciiL  pi'ciidre  avec  une  j)récision  sullisante  l'angle  horaire  du 
Soleil  moyen  comme  graduation  du  teni|)s  (ui  s'il  y  a  lieu  d'y 
a])porter  quelques  corrections. 

A  ce  sujet,  on  peut  faire  une  remarque  :  si  Ton  prenait  l'angle 
horaire  du  Soleil  vrai  pour  graduer  le  temps,  il  faudrait  remplacer 
l'énoncé   ordinaire  ilu   principe  de  l'inertie  par  un   autre  énoncé 
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d'après  lequel  la  vitesse  d'un  point  mobile,  soustrait  à  toute  action 
extérieure,  serait  une  fonction  variable  du  temps.  Les  lois  de  la 
Mécanique  ne  sont  indépendantes  du  temps  que  pour  certains 
choix  du  paramètre. 

(>.  Isochronisme  dans  la  théorie  d' Einstein.  —  Dans  la  théorie 
d'Einstein  la  définition  du  temps  repose  sur  d'autres  considérations. 
Chaque  observateur  est  supposé  muni  d'un  chronomètre  idéal 
auquel  il  rapporte,  les  phénomènes  de  son  entourage.  La  définition 
de  la  correspondance  de  simultanéité  ne  présente  de  difficulté  que 
pour  les  observations  qui  s'effectuent  en  des  lieux  différents. 
Einstein  imagine  le  procédé  suivant  :  Deux  observateurs  A  et  B 
sont  entraînés  dans  le  mouvement  de  translation  d'un  système 
d'axes  par  rapport^auquel  on  puisse  appliquer  les  principes  de  la 
Mécanique  de  Newton.  A  un  instant  t^  marqué  par  le  chrono- 
mètre de  A,  on  lance  de  ce  point  un  signal  lumineux  qui  parvient 
en  B  à  l'époque  f„  marqué  par  le  chronomètre  de  B.  Il  s'y  réfléchit 
sur  un  miroir  et  revient  en  A  à  l'époque  t^.  Les  deux  chronomètres 
sont  dits  isochrones  par  définition,  si  l'on  a 

^li  —  'a  =  ^A  —  (■n,  <l  ou  ^n  = 

2 

Un  admet  en   outre   que   le  rapport    p —    est  une  constante 

^A  'A 

universelle  V,  représentant  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  vide. 

L'heure  d'un  phénomène  dans  le  système  de  référence  consi- 
déré est  l'heure  marquée  par  un  chronomètre  idéal  situé  au  lieu 
où  se  produit  le  phénomène.  Deux  phénomènes  sont  dits  simul- 
tanés dans  le  système  S  s'ils  correspondent  à  des  indications  iden- 
tiques des  chronomètres  placés  dans  les  lieux  où  ils  se  produisent. 
Après  avoir  ainsi  défini  la  simultanéité,  Einstein  fait  observer  que 
deux  chronomètres  qui  paraissent  isochrones  dans  un  système 
de  référence  ne  le  sont  plus  dans  un  autre  système  S'  en  mouve- 
ment de  translation  uniforme  par  rapport  au  premier,  et  par  consé- 
quent les  conditions  de  simultanéité  diffèrent  d'un  système  à 
l'autre. 

Supposons  en  effet  une  barre  AB  qui  se  déplace  uniformément 
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par  rapport  à  S  avec  une  vitesse  i^  dans  sa  propre  direction.  A 

l'époque  t^,   on   lance   un   signal   lumineux   qui  parvient    en   B   à 

l'époque  ^,i  et,   après  réflexion,   retourne   en  A  à  l'époque  t.^.    Les 

heures  t^,  i,„  t'^  étant  marquées  par  les  chronomètres  du  système  S, 

on  a 

_     AB  ,  _    AH 

En  vertu  du  déplacement  de  la  barre,  ils  ne  satisfont  pas  à  la 
condition 

Mais,  si  l'on  considère  le  système  S'  qui  participe  au  mouvement 
de  translation  de  la  barre  par  rapport  au  système  S,  les  condi- 
tions de  l'expérience  devront  être  exactement  Jes  mêmes  que  si  le 
système  S'  était  au  repos.  Soient  donc  0^,  0,(,  0^  ^es  temps  ana- 
logues à  t;,,  f,„  t\,  mais  marqués  par  les  chronomètres  d'observa- 
teurs liés  au  système  S'.  La  condition  d'isochronisme  dans  le  sys- 
tème S'  devra  s'exprimer  par  l'égalité 

De  plus,  la  mesure  de  la  longueur  AB  dans  le  système  S'  devra 
également  satisfaire  à  la  condition 

2AH 

-r, TT  =-  V. 


V  ayant  la  même  valeur  numérique  pour  S  et  pour  S'. 

Les  nombres  0  sont  donc  ditîérents  du  nombre  t,  et  des  valeurs 
égales  de  0  ne  correspondent  j)as  à  des  valeurs  égales  de  t. 

La  définition  de  i'isochronisme  donnée  par  Einstein  est 
inspirée  par  Vider  que  la  vitesse  de  la  lumière  doit  être  une  cons- 
tante universelle,  la  même  dans  toutes  les  directions  et  la  même 
aussi  poui-  les  systèmes  S  et  S'  qui  se  déduisent  l'un  de  l'autre 
|)ar  un  nioiivcmcnl  de  translation  uniforme. 

Des  conditions  qu'il  s'est  imposées,  Einstein  détiuit  les  relations 
qui  doivent  exister  entre  les  coordonnées  et  les  temps,  envisagés 
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dans  les  deux  systèmes,  pour  que  ces  conditions  soient  vérifiées. 
11  obtient  ainsi  les  formules  de  transformation  de  Lorentz. 

Supposons,  pour  simplifier  les  calculs,  que  les  axes  Ox  et  O'x' 
des  deux  systèmes  coïncident,  l'origine  0'  du  système  S'  décri- 
vant Ox  avec  la  vitesse  ^.  Soient  x,  y,  z,  t  les  coordonnées  et  le 
temps  du  premier  système,  x\  y',  z',  t'  les  quantités  correspon- 
dantes du  second;  soit  en  outre  c  la  vitesse  de  la  lumière.  Les  for- 
mules de  transformation  de  Lorentz  sont,  dans  cette  hypothèse, 

^■'=q{j^—  vt). 
On  a  posé 


(3=- 


Je  m'abstiens  de  reproduire  la  démonstration  d'Einstein.  Nous 
retrouverons  plus  loin  les  mêmes  résultats  par  une  autre  méthode 
et  avec  une  interprétation  précise  du  paramètre  t'. 

On  sait  que  les  formules  de  Lorentz  sont  réversibles.  Si  l'on 
résout  les  équations  (i)  par  rapport  à  x,  y,  z,  t,  on  a 

7.  Comparaison  de  la  définition  d' Einstein  ai^ec  les  détermina- 
tions expérimentales.  —  La  définition  de  l'isochronisme  adoptée 
par  Einstein  et  la  condition  posée  par  lui  de  la  conservation  de  la 
valeur  numérique  de  la  vitesse  de  la  lumière  entraînent  donc  cette 
conséquence  nécessaire  :  le  temps  n'est  pas  un  élément  indépen- 
dant du  système  de  référence;  il  n'a  pas,  relativement  aux  change- 
ments de  coordonnées,  le  caractère  invariant  qu'on  lui  attribue 
généralement. 

Nous  nous  trouvons,  par  suite,  en  face  de  deux  notions  difîé- 
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rentes  :  celle  du  temps  vulgaire,  commun  à  tous  les  observateurs 
quel  que  soit  le  déplacement  relatif  des  uns  par  rapport  aux 
autres,  et  celle  du  temps  d'Einstein,  qui  varie  avec  le  système  de 
référence.  On  est  porté  à  se  demander  laquelle  de  ces  notions  est 
la  plus  correcte.  Si  l'on  remonte  aux  conditions  expérimentales 
réelles  ou  supposées,  on  reconnaît  immédiatement  qu'il  s'agit  de 
deux  choses  différentes  et  non  pas  de  deux  notions  différentes 
d'une  même  chose.  Nous  avons  fait  voir  en  effet  que  le  temps 
vulgaire,  temps  sidéral  ou  temps  solaire  moyen,  est  déterminé  par 
l'observation  d'une  sorte  de  chronomètre  universel,  le  même  pour 
tous  les  observateurs.  Dans  l'hypothèse  d'Einstein,  au  contraire, 
chaque  observateur  a  un  chronomètre  idéal  et  la  correspondance 
d'isochronisme  entre  deux  chronomètres  différents  se  détermine 
uniquement  par  la  méthode  des  signaux  lumineux.  Les  conditions 
ne  sont  pas  les  mêmes,  et  il  n'y  a  aucune  raison  d'admettre  que 
les  nombres  déterminés  par  les  deux  méthodes  soient  identiques. 

11  est  intéressant  de  rapprocher  de  cette  discussion  une  argu- 
mentation de  Pascal  à  propos  des  diverses  définitions  du  temps. 

En  la  répétant  presque  textuellement,  nous  pouvons  dire  : 
«  Ensuite  de  cette  définition,  il  y  aura  deux  choses  qu'on  appellera 
du  nom  de  temps  :  l'une  est  celle  que  tout  le  monde  entend  naturel- 
lement par  ce  mot,  et  que  tous  ceux  qui  parlent  notre  langue 
nomment  par  ce  terme;  l'autre  sera  le  paramètre  t  d'Einstein,  et 
que  les  relativistes  désignent  aussi  sous  ce  nom,  suivant  une  nou- 
velle convention.  11  faudra  donc  éviter  les  équivoques  et  ne  pas 
confondre  les  conséquences.  Car  il  ne  s'ensuivra  pas  de  là  que  la 
chose  qu'on  entend  naturellement  par  le  mot  temps,  soit  en  effet 
le  paramètre  d'Einstein.  11  a  été  libre  de  nommer  ces  deux  choses 
de  même,  mais  il  ne  le  sera  pas  de  les  faire  convenir  de  nature 
aussi  bien  que  de  nom.  » 

Une  grande  partie  de  la  théorie  de  la  relativité  restreinte  repose 
sur  une  équivoque  constante  qui  consiste  à  appliquer  au  temps 
solaire  moyen  des  résultats  qui  sont  applicables  seulement  au 
pseudo-temps  d'Einstein. 

8.   Critique  de  la  définition  de  Visochronisme.  —  La  notion  d'iso- 
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chronisme  et  de  simultanéité  étant  l'origine  de  toute  l'équivoque 
relativïste,  il  est  indispensable  d'insister  sur  le  caractère  artificiel 
et  arbitraire  des  définitions  d'Einstein.  Il  y  a  des  notions  que  l'on 
altère  en  leur  appliquant  les  règles  des  définitions  logiques.  Ce  sont 
celles  dont  l'idée  résulte  de  l'observation  concordante  d'une  grande 
multiplicité  de  faits  naturels,  et  qui  finissent  par  nous  être  telle- 
ment familières  que  nous  n'avons  plus  le  souvenir  de  les  avoir 
acquises.  Telle  est  celle  de  la  simultanéité  qui  se  détermine  prati- 
quement par  un  ensemble  d'observations  de  formes  diverses.  La 
méthode  supposée  par  Einstein  n'est  jamais  appliquée  dans  les 
conditions  qu'il  indique.  Les  signaux  télégraphiques  peuvent  être 
utilisés  évidemment  pour  le  problème  des  longitudes,  mais  seule- 
ment dans  la  mesure  où  les  erreurs  qui  pourraient  en  résulter  sont 
inférieures  aux  erreurs  de  mesures  provenant  de  l'application  des 
autres  méthodes.  Les  conclusions  qu'en  tire  Einstein  sont  basées 
précisément  sur  la  considération  de  quantités  dont  l'ordre  de  peti- 
tesse est  celui  de  ces  erreurs.  Le  problème  des  longitudes  pourrait 
se  poser  pour  une  sphère  de  dimensions  beaucoup  plus  grandes 
que  celles  de  la  Terre,  pour  laquelle,  par  conséquent,  les  résultats 
fournis  par  la  méthode  des  signaux  lumineux  devraient  subir  une 
correction  très  appréciable.  Les  chronomètres  idéaux  d'Einstein 
n'ont  aucune  existence  réelle.  Comme  ce  sont  des  produits  de 
pure  imagination,  l'auteur  a  pu  les  doter  de  toutes  les  qualités 
qu'il  lui  a  plu,  car  il  en  disposait  comme  de  son  ouvrage. 

Quand  on  reste  en  un  même  lieu,  on  peut  toujours  remplacer  le 
temps  solaire  moyen  par  un  nombre  proportionnel,  comme  par 
exemple  le  temps  sidéral,  et  la  définition  d'Einstein  ne  présente 
aucun  inconvénient.  Il  n'en  est  plus  de  même  dans  les  déplace- 
ments. La  formule  de  transformation  de  Lorentz  suppose  une  loi 
de  décalage  des  indications  fournies  par  les  chronomètres  mobiles. 
11  est  évident  qu'il  faut  une  robuste  crédulité  pour  admettre  que 
la  marche  des  chronomètres  soit  régie  par  cette  loi.  Nous  verrons 
d'ailleurs  que  le  décalage  en  question  se  présente  dans  l'étude  des 
systèmes  ondulatoires  avec  une  signification  toute  différente  de 
celle  que  suppose  Einstein. 

Il  y  a  une  autre  critique  à  formuler  à  propos  de  la  confusion 
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établie  entre  le  pseudo-temps  d'Einstein  et  le  temps  ordinaire. 
Elle  ne  concerne  pas  seulement  la  différence  des  valeurs  numé- 
riques, ce  qui  serait  une  question  secondaire  :  elle  se  rapporte  au 
caractère  même  de  la  notion  de  temps.  Les  astronomes  prennent 
les  précautions  les  plus  minutieuses  pour  rendre  rigoureusement 
comparables  entre  elles  les  observations  chronométriques  des  diffé- 
rents observatoires.  Les  nombres  directement  mesurés  subissent 
des  corrections  diverses  destinées  à  éliminer  les  circonstances 
purement  locales  de  l'observation.  De  cette  façon  les  nombres  cal- 
culés présentent  à  l'égard  des  changements  de  coordonnées  ou 
d'observateur  un  véritable  caractère  invariant.  Or,  c'est  précisé- 
ment à  ce  caractère  invariant  qu'il  faut  attribuer  le  rôle  spécial 
du  temps  en  Mécanique.  Une  durée  est  une  sorte  d'invariant 
intégral.  Dans  l'expression  du  théorème  des  forces  vives,  on  consi- 
dère le  rapport  de  deux  invariants. 

Le  pseudo-temps  d'Einstein  ne  présentant  pas  le  même  carac- 
tère, il  est  abusif  de  lui  conserver  le  même  rôle  dans  l'expression 
des  lois  de  la  Mécanique.  Il  y  a  une  conséquence  plus  grave  encore  : 
d'après  le  raisonnement  d'Einstein  la  constance  de  la  vitesse  de  la 
lumière  ne  serait  pas  une  loi  naturelle,  une  relation  entre  des  faits 
observés.  Elle  résulterait  simplement  de  la  conçention  arbitraire 
d'après  laquelle  les  observateurs  règlent  la  correspondance  de  leurs 
chronomètres. 


9.  Le  temps  i^ulgaire  et  Vinteri>alle  relativiste.  —  Dans  la  théorie 
de  la  relativité,  l'élément  qui  jouit  des  mêmes  propriétés  d'inva- 
riance que  le  temps  ordinaire  est  la  quantité  désignée  sous  le  nom 
à' intervalle  ou  temps  propre  de  Minkowski. 

L'intervalle  élémentaire  di  est  défini  par  l'égalité 

Jffî  =  c*  dl^  —  d.r'—dy^  —  dz\ 

11  reste  inaltéré  par  la  transformation  de  Lorentz.  Dans  le  mouve- 
ment d'un  point  matériel,  l'intégrale  /  6?a,  évaluée  entre  deux  posi- 
tions ou  deux  états  du   mobile  est  également    indépendante    du 
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système  de  référence.  Cette  propriété  correspond  au  caractère 
invariant  de  la  durée  dans  la  Mécanique  classique. 

Si  l'on  établit  entre  deux  mouvements  une  correspondance 
exprimée  par  une  relation  entre  les  intervalles,  cette  correspon- 
dance subsistera  donc  quand  on  effectuera  un  changement  de 
système  de  référence  représenté  par  une  transformation  de  Lorentz. 

Supposons  que  l'on  prenne  comme  mouvement  type  un  mouve- 
ment observable  dans  les  différents  systèmes,  et  que  la  correspon- 
dance de  simultanéité  soit  exprimée  par  une  relation  entre  les 
intervalles  des  divers  points  mobiles  et  l'intervalle  correspondant 
du  mouvement  type  :  on  se  trouvera  dans  un  cas  analogue  à  celui 
de  la  Mécanique  classique.  Dans  la  théorie  de  la  relativité  géné- 
ralisée, c'est  en  effet  l'intervalle  qui  joue  le  rôle  du  temps  vulgaire, 
mais  sans  en  porter  le  nom. 

Les  conclusions  d'Einstein,  en  ce  qui  concerne  le  temps,  ne 
résultent  pas  du  principe  de  relativité;  elles  découlent  de  la  con- 
vention spéciale  qui  sert  de  base  à  sa  définition  de  l'isochronisme, 
et  nous  avons  vu  que  cette  convention  est  en  contradiction  avec 
la  détermination  de  la  simultanéité  au  sens  ordinaire  du  mot.  Il 
aurait  pu  supposer  que  les  observateurs  se  déplacent  dans  un 
espace  jalonné  de  chronomètres  et  que  chacun  d'eux,  au  lieu  de 
consulter  son  propre  chronomètre  idéal,  observe  l'indication  du 
chronomètre  auprès  duquel  il  passe.  Ces  indications  étant  indé- 
pendantes de  la  vitesse  de  l'observateur  par  rapport  à  l'espace 
jalonné,  il  est  évident  que  les  conclusions  d'Einstein  auraient 
dû  être  différentes.  Cette  hypothèse,  sous  son  apparence  para- 
doxale, est  peut-être  plus  près  de  la  réalité  que  celle  d'Einstein, 
car  les  phénomènes  astronomiques  fournissent  précisément  une 
sorte  de  jalonnage  chronométrique  de  l'espace.  On  peut  rattacher 
à  cette  conception  la  méthode  employée  en  mer  pour  la  détermi- 
nation des  longitudes  par  l'observation  des  distances  lunaires. 

Nous  allons  voir  cependant  que  l'étude  des  phénomènes  d'ondu- 
lations conduit  à  l'introduction  d'un  paramètre  analogue  au  temps 
local  de  Lorentz  et  jouissant  des  mêmes  propriétés  au  point  de  vue 
des  transformations.  Mais  ce  paramètre  n'est  pas  le  temps  solaire 
moyen. 
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CHAPITRE  H. 

LES     ONDKS     A     PÔLE     MOBILE. 

i(h  L'équation  do  la  propagation  des  ondes  dans  un  milieu 
homogène  et  isotrope  se  ramène,  en  coordonnées  rectangulaires., 
à  la  forme  suivante  : 

(py     cP\     fp\      I  d'\'  _ 

La  constante  c  est  la  vitesse  de  propagation,  qui  dépend  de  la 
constitution  du  milieu,  la  variable  t  est  censée  désigner  le  temps 
ordinaire. 

Cette  équation  admet  des  intégrales  à  pôle  fixe  que  l'on  obtient 
facilement  par  la  méthode  de  Poisson.  J'en  rappelle  sommaire- 
ment le  calcul. 

Cherchons,  par  exemple,  les  intégrales  admettant  un  pôle  fixe 
à  l'origine  des  coordonnées.  Nous  posons 

et  nous  sommes  conduits  à  étudier  les  intégrales  qui  dépendent 
seulement  de  r  et  de  t.  Elles  satisfont  à  la  célèbre  équation  d'Euler' 
et  de  Poisson  dont  M.  Darboùx  a  fait  une  étude  approfondie  : 

Un  calcul  facile  la  ramène  à  la  forme 

d'où 

r\  =/(/•  —  et)  +  o(/-  -h  et), 

/  et  o  désignant  des  fonctions   ail)itvai)cs  des  variables  carartéris- 
tiques  /•  —  et  o\  r  -4-  et. 
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On  a  donc 

y  ^  /(/■  +  cO  +  cp(r-cO  ^ 
/• 

Cette  intégrale  admet  les  singularités  caractéristiques  définies 
par  la  forme  des  fonctions  /  et  fp  et,  en  outre,  le  pôle  fixe  r  =  o. 
Cette  dernière  singularité  peut  disparaître  pour  certaines  combi- 
naisons des  fonctions  arbitraires.  Si  l'on  a,  en  particulier, 

l'intégrale  V  se  ramène  à  l'intégrale  fondamentale  (') 


r^—cH-" 


11.  Considérons  maintenant  le  cas  d'un  pôle  qui  se  déplace  le 
long  de  l'axe  Ox  avec  la  vitesse  uniforme  i>.  Pour  ramener  le  pro- 
blème de  l'onde  à  pôle  mobile  à  celui  de  l'onde  à  pôle  fixe,  il  est 
naturel  d'effectuer  un  changement  de  coordonnées  en  posant 
X  =  Xj  -{-  vt. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  (3)  devient  alors 

L'équation   (5)  contient  un  terme   en  - — -^'  On  le  fera  dispa- 

raître  par  une  nouvelle  transformation  effectuée  sur  la  variable  t. 
Supposant  {>^  <  c^,  nous  avons 

(6)  «  =  P'-.^> 

P  désignant  le  facteur  de  Lorentz,   i  /  i ^ 

Prenant  v  comme  nouvelle  variable  au  lieu  de  f,  nous  ramenons 


(^)    Hadamabd,   Sur  les  solutions  fondamentales  et  ^intégration  des  équaiions 
linéaires  aux  dérif^ées  partielles  {Annales  de  l'École  Normale^  i9o4  ^t  1900). 
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l'équation  (5)  à  la  forme  symétrique 

Par  une  dernière  transformation 

(8)  ^'^_^___, 

nous  retrouvons  enfin  la  forme  de  l'équation  primitive 

,  ,  o'y     à'-\     (p\     o'Y 

11  est  visible  que  les  formules  (6)  et  (8)  définissent  la  transfor- 
mation de  Lorentz.  La  chose  est  évidente  pour  la  formule  (8),  Dans 
la  formule  (6),  quand  on  remplace  x^  par  sa  valeur  x-^^  =^  x  —  i^t, 
on  trouve 

Intégrons  l'équation  (g)  par  la  méthode  de  Poisson  en  posant 


nous   avons  la  forme  générale  de  l'intégrale  cherchée,  avec  deux 
fonctions  arbitraires 


12.  Module  et  paramètre  de  rayonnement.  —  Le  dénominateur  r', 
exprimé  en  fonction  des  variables  primitives,  prend  la  forme 


Nous  donnerons  à  cette  quantité  le  nom  de  module  de  l'inté- 
grale V. 

Les  points  qui  correspondent  à  une  même  valeur  du  module 
dans  le  système  mobile  sont  situés  sur  la  surface  d'un  ellipsoïde 
de  révolution  ayant  pour  axe  Oa;  et  pour  centre  le  pôle  mobile. 
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Cette  surface  est  aplatie  proportionnellement  au  facteur  de 
contraction  de  Lorentz. 

Les  arguments  caractéristiques  ç'  ±  c  0,  dont  dépendent  les 
fonctions  arbitraires,  correspondent  à  deux  séries  d'ondes;  les 
ondes  positives  qui  se  dilatent  concentriquement  autour  du  pôle 
et  les  ondes  négatives  qui  se  contractent  au  contraire  en  se  rap- 
prochant de  ce  point.  Pour  les  unes,  le  pôle  constitue  un  foyer 
d'émission  et,  pour  les  autres,  un  foyer  d'absorption. 

Dans  le  mouvement  de  l'onde,  la  variation  du  module  est  tou- 
jours égale  à  celle  de  l'argument  cG,  en  valeur  absolue.  Nous  pose- 
rons dans  la  suite  c6  =  u'  et  nous  donnerons  à  cette  quantité  le 
nom  de  paramètre  de  rayonnement. 

Cette  désignation  semble  traduire  assez  exactement  le  rôle 
physique  de  la  variable  u'. 

L'expression  du  paramètre  de  rayonnement  ne  dépend  que  de 
la  constante  c  et  de  la  vitesse  d'entraînement  du  système  mobile, 
cette  vitesse  étant  considérée  en  grandeur  et  en  direction. 

Nous  désignerons  de  même  par  u  =  ci  le  paramètre  de  rayonne- 
ment du  système  d'axes  fixes. 

15.  Ondes  ellipsoïdales  d'interférence.  —  Considérons  le  cas  d'un 
doublet  constitué  par  la  juxtaposition  d'un  foyer  d'émission  et 
d'un  foyer  d'absorption  correspondant  à  des  ondes  périodiques 
égales. 

Soit,  par  exemple, 

.       .     .    27r(r'— «'+«)  .     .^  27î(/-'-t- «'+(3) 

A,  a,  (3,  À  désignant  des  constantes. 

La  valeur  correspondante  de  V  prend  la  forme  suivante  : 

,       a  +  [3               /   ,       (3-a 
.  r'-\ ^  (ii'-t- 

(.12)  V  =  — pSin27r  ^ -COS27r-^ =; 

/  A  A 

Cette  forme  met  en  évidence  une  série  de  surfaces  d'interférence 
stationnaires  dans  le  système  mobile. 

Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  II,  1922.  2() 
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La  fonction  V  s'annule  quel  que  soit  le  paramètre  de  rayonne- 
ment aux  points  où  le  module  vérifie  la  condition 

r=  n-         (n  entier). 

2 

En  ces  points  il  y  a  interférence. 

Nous  donnerons  pour  cette  raison  le  nom  d'ondes  d' interférence 
aux  ondes  ellipsoïdales  qui  correspondent  aux  valeurs  constantes 
du  module. 

Si  l'on  considère  un  système  d'axes  mobiles  de  mêmes  directions 
que  les  axes  fixes  et  ayant  pour  origine  le  pôle  de  l'onde,  la  surface 
de  l'onde  d'interférence  sera  représentée  par  l'équation 

gï  +J'7  4- Jï  =  M*=consl. 

14.  Signification  physique  de  la  transformation  de  Lorentz.  — 
Nous  appellerons  ellipsoïde  d'interférence  du  milieu  mobile,  la 
surface  particulière  correspondant  à  w  =  i. 

En  vertu  de  la  contraction  de  l'onde  d'interférence  dans  le  sens 
du  déplacement  du  joôle  ,  les  longueurs  d'onde  d'interférence 
varient  avec  la  direction.  Mais  si  nous  évaluons  les  distances  en 
rayons  de  l'ellipsoïde,  ou  plus  exactement  si  nous  les  rapportons, 
dans  chaque  direction,  à  une  unité  qui  varie  proportionnellement 
au  rayon  de  l'ellipsoïde  d'interférence  correspondant  à  cette 
direction,  les  axes  de  l'ellipsoïde  seront  mesurés  par  des  nombres 
égaux.  Ce  changement  d'unité  équivaut  à  la  transformation 

•^!  —  -V.'  V  —  v'  -  —  -' 

-^  —  ^1        j\—j->        -,— -. 

Nous  avons  maintenant  une  interprétation  physique  très  simple 
et  très  précise  des  transformations  de  Lorentz. 

Désignons  res])octivcnicnt  par  u  et  u'  les  paramètres  de  rayon- 
nement pour  les  ondes  attachées  aux  deux  systèmes  de  référence, 

et  posons  -  =  a.  Les  formules  de  Lorentz  prennent  alors  la  forme 
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suivante  : 

X'z=.-fr{x —  (XU),  u'^=-r{u  —  (XX), 


y'  =  y,         z'=z,         ^  =  s/x-aK 

Dans  chaque  système,  les  distances  rectilignes  sont  mesurées 
en  rayons  d'ellipsoïde  d'interférence  relatif  au  système  considéré. 
Nous  donnerons  à  ces  valeurs  des  coordonnées  le  nom  de  variables 
de  Lorentz. 

\^.  Déphasage  (^)  du  paramètre  de  rayonnement.  —  Les  valeurs 
du  paramètre  de  rayonnement  sont  simplement  proportionnelles 
au  temps  dans  le  système  fixe.  Dans  le  système  mobile  ces  valeurs 
se  propagent  ou  se  déphasent  par  ondes  planes.  En  exprimant  u' 
en  fonction  de  t  et  de  x,  on  a 

,      c  /        vx 


La  vitesse  de  déphasage  est  donc  égale  à  —  • 

Dans  le  système  de  variables  x^,  y^,  z,  t,  relatif  à  des  axes 
entraînés  dans  le  mouvement  de  translation  du  pôle  mobile,  mais 
où  les  longueurs  conservent  leur  signification  ordinaire,  on  a 


'■=K^"-^') 


c-3-        c^ 
La  vitesse  de  déphasage  est  égale  à  — —  =  —  —  u,  résultat  qui 

concorde  naturellement  avec  le  premier.  Enfin,  si  l'on  exprime  u' 
à  l'aide  des  variables  t  et  x'  on  a 

La  vitesse  de  déphasage  mesurée  en  longueurs  d'onde  d'inter- 

(^)  Expression  employée  par  M.  Varcoluer,  Les  déplacements  dans  les  champs 
de  vecteurs  et  la  Théorie  de  la  Relativité  [Revue  générale  des  Sciences,  1918,  p.  loi 
à  1 14  et  i35  à  i46). 
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2  f- 

férence  et  en  temps  est  égale  à  —  •   Elle  est  la  moyenne  géomé- 
trique des  deux  autres. 

1(>.  Périodes.  —  Considérons  une  fonction  périodique  du  para- 
mètre de  rayonnement;  soit  U'  la  période.  La  période  correspon- 
dante rapportée  au  temps  ne  sera  pas  la  même  pour  les  deux  sys- 
tèmes d'axes.  Soit  T  la  période  rapportée  au  système  fixe,  prise 
par  conséquent  dans  l'hypothèse  x  =  const.  On  a 

c 

La  période  T^  rapportée  au  système  mobile,  prise  dans  l'hypo- 
thèse x^  =  const.,  sera  donnée  par  la  formule 

Le  rapport  des  périodes  Tfr  est  égal  à 

l  '-  U' 

Le  produit  des  périodes  Tl\  est  égal  à   — r-  Le  rapport  —  serait 

la  période  rapportée  à  la  variable  0  défini  par  l'équation  (lo)  et 
correspondant  au  pseudo-temps  d'Einstein  dans  le  cas  des  ondu- 
lations lumineuses. 

17.  Ondes  de  progression.  —  Au  lieu  de  nous  placer  au  point 
de  vue  des  interférences,  considérons  le  lieu  des  points  atteints  à 
une  époque  t  j)ar  une  perturbation  instantanée  issue  du  pôle 
mobile  à  une  époque  antérieure  <„.  Le  problème  revient  à  chercher 
le  lieu  des  points  pour  lesquels  l'argument  caractéristique,  r' —  u', 
de  l'onde  positive  a  une  valeur  constante  donnée  à  l'époque  consi- 
dérée t.  La  valeur  initiale  est  égale  à 

"•>=?('«-  — j' 
où  l'on  peut  supposer  d'ailleurs  x„  =  i^t^. 
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On  devra  donc  avoir,  à  l'époque  t, 
ou 

On  en  tire,  par  un  calcul  facile, 

Le  lieu  est  donc,  comme  il  fallait  s'y  attendre,  une  sphère  ayant 
pour  centre  le  point  d'origine  de  la  perturbation  et  dont  le  rayon 
croît  proportionnellement  à  la  durée.  Ce  résultat  est  le  même  que 
si  le  pôle  était  fixe.  Pour  distinguer  ces  ondes  ordinaires  des  ondes 
d'interférence,  nous  leur  donnerons  le  nom  d'ondes  de  progression. 
Dans  le  cas  d'un  pôle  fixe,  les  ondes  d'interférence  coïncident  avec 
les  ondes  de  progression. 

18.  Caractère  analytique  des  fonctions  qui  représentent  le  module  et 
le  paramètre  de  rayonnement  de  Fonde  mobile.  —  Quand  on  introduit 
le  paramètre  de  rayonnement  au  lieu  du  temps,  l'équation  aux 
dérivées  partielles  de  la  propagation  des  ondes  prend  la  forme 

d^Y       <r'\       Ô^Y       d'\_ 
dœ'^        ây'^         âz'^         du- 

Les  multiplicités  caractéristiques  sont  définies  par  l'équation 
du  premier  ordre 

m -m -m -m- 

Nous  désignerons  par  D  (cp)  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion. Le  module  r'  et  le  paramètre  de  rayonnement  u'  satisfont  aux 
relations  suivantes  : 

D(/-')  =  i,         D(a')=— I, 
dr^du^       âr^du^       ôr'  du'       dr'  du'  _ 
âjc   dx        dy    ây        âz   dz         du   du 

La  dernière  de  ces  relations,  suivant  une  notation  fréquemment 
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employée,  pourrait  se  représenter  par 

D(r',  u')  =  o. 

Il  est  facile  de  déduire  de  ces  résultats  que  les  fonctions  r'  —  u' 
et  r'  +  u'  satisfont  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  multi- 
plicités  caractéristiques. 

En  rattachant  ainsi  la  transformation  de  Lorentz  à  la  théorie 
des  caractéristiques  et  au  mouvement  de  propagation  des  ondes 
à  pôle  mobile,  on  voit  comiment  le  problème  pourrait  être  généra- 
lisé pour  des  mouvements  quelconques.  Les  difficultés  que  l'on 
rencontre  sont  d'ordre  purement  analytique,  de  même  nature  que 
pour  tous  les  problèmes  relatifs  à  l'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles. 

19.  Extension  au  cas  des  vitesses  quelconques.  —  Nous  avons 
constamment  supposé  que  la  vitesse  de  translation  v  est  moindre 
que  la  vitesse  de  propagation  c.  Cette  condition  restrictive  n'est 
pas  obligatoire.  Pour  des  vitesses  supérieures  à  c,  les  ondes  d'inter- 
férence sont  hyperboliques  et  le  module  s'annule  sur  la  surface 
d'un  cône  réel.  Le  coefficient  de  contraction  de  Lorentz  devrait 


être  remplacé  par  v^a^  —  i  ;  mais,  à  part  ce  détail,  le  calcul  est 
identique.  Le  cas  de  ^  ^  c  est  un  cas  singulier  qui  nécessiterait 
une  étude  spéciale. 

Le  fait  que  la  transformation  de  Lorentz  peut  se  présenter  dans 
l'étude  des  interférences  de  tout  système  ondulatoire  montre  suffi- 
samment que  les  conclusions  qu'on  a  cru  pouvoir  en  tirer  dans  le 
cas  spécial  de  la  lumière  ne  sont  pas  toutes  fondées. 

Les  théories  mathématiques  n'ont  d'ailleurs  aucun  pouvoir 
mystérieux  pour  régir  les  phénomènes.  La  prétention  d'Einstein 
d'édicter  une  condition  restrictii^e  à  laquelle  les  lois  de  la  nature 
doivent  se  soumettre  est  difficile  à  admettre. 

Les  opérations  analytiques  n'ont  ni  la  signification  ni  la  portée 
qu'on  leur  attribue  ainsi.  Ce  ne  sont  pas  les  faits  qui  se  plient  à 
nos  formules;  ce  sont  nos  formules  qui  doivent  s'adapter  à  l'obser- 
vation, et  nous  ne  pouvons  avoir  la  prétention  d'attribuer  au 
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résultat  de  nos  calculs  une  précision  supérieure  à  celle  des  données 
expérimentales  sur  lesquelles  ils  sont  fondés. 

20,  Systèmes  homogènes  non  isotropes.  —  Le  fait  que  les  équa- 
tions de  Maxwell  conservent  leur  forme  par  les  transformations  de 
Lorentz  semble  indiquer  que  les  ondes  d'interférence  et  le  paramètre 
de  rayonnement  ont  une  assez  grande  importance  dans  l'étude 
des  phénomènes  optiques  et  électromagnétiques,  lorsque  l'on  a  à 
considérer  des  foyers  mobiles.  Au  point  de  vue  simplement  ana- 
lytique, leur  considération  nous  permet  en  outre  une  généralisa- 
tion facile  de  nos  résultats.  Nous  pouvons  en  effet  envisager  le  cas 
beaucoup  plus  général  de  la  propagation  des  ondes  dans  un  milieu 
homogène  non  isotrope.  Si  l'on  prend  toujours  l'ellipsoïde  d'inter- 
férence comme  quadrique  directrice  pour  la  mesure  des  distances, 
comme  nous  l'avons  indiqué,  les  équations  conservent  exactement 
la  même  forme  que  pour  les  systèmes  isotropes.  Les  calculs  et 
l'expression  même  de  l'intégrale  restent  identiques.  Nous  aurons 
toujours  un  module  elliptique  r  et  un  paramètre  de  rayonne- 
ment u,  fonction  linéaire  du  temps  et  des  coordonnées. 

L'anisotropie  des  ondes  ne  peut  être  révélée  que  par  des  mesures 
faites  avec  des  instruments  qui  ne  participent  pas  à  la  défor- 
mation apparente  des  ondes.  Si  les  longueurs  sont  évaluées  en 
rayons  de  l'ellipsoïde  d'interférence,  toute  distinction  disparaît 
entre  les  systèmes  isotropes  ou  anisotropes.       , 

Nous  arrivons  donc  à  un  résultat  d'un  très  grand  intérêt  qui 
explique  le  rôle  de  la  théorie  de  la  relativité  restreinte  dans  l'étude 
intrinsèque  des  systèmes  ondulatoires.  On  ne  peut  avoir  la  notion 
du  déplacement  du  foyer  dans  le  milieu  que  par  la  comparaison 
avec  un  autre  phénomène. 

21.  Remarque  sur  V expérience  de  Michelson.  —  Dans  l'expérience 
de  Michelson,  les  phénomènes  d'interférence  sont  observés  à  l'aide 
d'instruments  réputés  rigides.  On  ne  se  trouve  donc  pas  dans  le 
cas  du  phénomène  homogène  dont  nous  venons  de  parler.  L'étude 
de  l'expérience  peut  être  facilitée  dans  une  certaine  mesure  par 
les  résultats  que  nous  avons  déjà  établis. 
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La  discussion  ordinaire  est  évidemment  défectueuse  et  pourrait 
laisser  subsister  quelques  doutes  sur  la  validité  de  la  conclusion. 
Nous  l'admettrons  cependant  comme  exacte.  Les  conséquences 
en  sont  intéressantes,  mais  n'ont  aucun  rapport  avec  la  théorie 
d'Einstein. 

L'expérience  devait  mettre  en  évidence  l'aplatissement  des 
ondes  d'interférence.  Les  résultats  obtenus  tendent  au  contraire 
à  démontrer  que,  dans  les  conditions  et  les  limites  de  l'observation, 
l'onde  d'interférence  est  rigoureusement  sphérique,  au  sens  phy- 
sique du  mot,  les  mesures  étant  faites  avec  des  instruments  ter- 
restres. 

Le  module  r  désigne  alors  une  véritable  distance.  L'équation 
de  la  multiplicité  caractéristique  à  quatre  variables 

interprétée  en  supposant  i*  =  const.,  donne  l'onde  d'interférence 
que  nous  venons  d'envisager.  La  même  équation,  interprétée  en 
supposant  i  =  const.,  donne  une  autre  quadrique  représentant 
l'onde  de  progression.  Conune  le  paramètre  de  rayonnement  u 
est  une  fonction  linéaire  des  coordonnées,  cette  quadrique  est  en 
général  un  ellipsoïde  de  révolution  ayant  pour  foyer  le  pôle  mobile. 

Nous  arrivons  ainsi  à  iin  résultat  intéressant  indiqué  par  M.  Poin- 
caré  (^)  sous  une  forme  moins  générale,  retrouvé  par  M.  Ch.-E. 
Guillaume  (^)  et  correspondant  également  aux  recherches  de 
M.  Sagnac  (='). 

C'est  l'onde  de  progression  qui  donne  la  loi  de  variation  des 
vitesses  relatives  de  propagation.  D'après  ce  résultat  on  ri  a  donc 
pas  le  droit  de  dire  que  ces  i^itesses  sont  égales  dans  toutes  les  direc- 
tions. LHsotropie  de  Vonde  d" interférence  n  entraîne  pas  Visotropie 
de  Vonde  de  progression. 

Nous  obtenons  en  même  temps  une  autre  conséquence  très 
importante. 


(')  Science  et  Méthode,  p.  289. 

(*)    Comptes  rendus  du  Congrès  Int.  des  Math,  de  Strasbourg,  p.  602, 

(^)   Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  17'*,  1922,  p.  29. 


\ 
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La  forme  ellipsoïdale  de  l'onde  de  progression  ne  permet  plus 
de  supposer  que  le  champ  de  propagation  soit  isotrope  dans 
le- domaine  restreint  où  s'effectue  l'expérience. 

Dans  ce  domaine  il  y  aurait  donc  influence  de  la  Terre  sur  le 
champ  et,  par  conséquent,  sur  la  propagation  de  la  lumière. 

Quant  à  la  forme  et  à  la  nature  de  cette  influence,  le  champ 
des  hypothèses  est  extrêmement  vaste.  Nous  n'en  formulerons 
aucune.  La  seule  consécfuence  légitime  que  nous  puissions  tirer 
de  l'expérience  de  Michelson,  c'est  l'isotropie  de  l'onde  d'inter-  • 
férence.  Nous  n'avons  aucun  renseignement  sur  l'expression  du 
paramètre  u.  Le  résultat  est  d'un  très  grand  intérêt,  mais  ne  pré- 
sente rien  de  paradoxal  quand  on  l'examine  sans  idée  préconçue. 

Dans  nos  calculs  nous  avons  supposé  que  le  champ  puisse  être 
considéré  comme  homogène  dans  le  domaine  de  l'expérience  et 
que  les  mesures  soient  effectuées  à  l'aide  d'instruments  terrestres. 

Pour  expliquer  le  résultat  de  l'expérience  de  Michelson,  Einstein 
suppose  qu'il  existe,  outre  les  observateurs  terrestres,  d'autres 
observateurs  non  entraînés  dans  le  mouvement  de  la  Terre.  Ces 
observateurs  seraient  munis  d'un  jeu  approprié  de  règles  compres- 
sibles et  de  chronomètres  à  retardement  dont  les  indications 
correspondent  à  celles  des  instruments  terrestres  par  les  formules 
de  Lorentz. 

L'intervention  de  ces  personnages  hypothétiques  ne  paraît 
guère  utile  dans  la  question,  car  nous  ne  pouvons  parler  qu'en 
langage  terrestre,  de  mesures  terrestres  et  d'observateurs  terrestres. 
De  plus,  dans  l'expérience  de  Michelson,  on  n'a  pas  à  consulter 
de  chronomètre  ni  à  établir  de  comparaison  avec  d'autres  chro- 
nomètres qui  n'existent  pas,  portés  par  des  observateurs  qui 
n'existent  pas  davantage.  Ce  sont  des  éléments  entièrement 
étrangers  à  l'interprétation  du  phénomène. 


.Iniiin.  de  Mnlh.,  i.ome  I.   —   Fasi'.  II,    1922  '^*' 
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CHAPITRE  III. 

(JÉOMÉilUE    DES    SYSTÈMES    ONDULATOIRES. 

22.  La  géométrie  des  systèmes  ondulatoires  dans  un  milieu  iso- 
trope se  ramène  à  l'étude  des  transformations  de  Lorentz  consi- 
dérées au  point  de  vue  le  plus  général.  On  rencontre  dans  cette 
étude  des  propriétés  géométriques  d'un  très  grand  intérêt. 

Nous  avons  donné  la  signification  précise  des  formules  de  Lorentz 
indépendamment  de  toutes  considérations  de  chronomètres  méta- 
physiques ou  de  règles  enchantées. 

Étant  donnés  deux  systèmes  d'axes  en  mouvement  de  translation 
uniforme  l'un  par  rapport  à  l'autre,  il  correspond  à  chacun  un 
ellipsoïde  d'interférence  et  un  paramètre  de  rayonnement.  Les 
longueurs  étant  supposées  mesurées  en  rayons  de  l'ellipsoïde 
d'interférence,  nous  avons  les  formules  de  Lorentz  sous  la  forme 
normale  : 

P  P 

Comme  le  facteur  -^  est  supérieur  à  l'unité,  nous  posons,  en  intro- 
duisant les  fonctions  hyperboliques, 

■^=zcn(^,  -^:=shcp,  a  =  lhcp. 

I  P 

Les  deux  premières  formules  de  Lorentz  deviennent 

jc'  =       û::  ch  o  —  //  sli  C3, 


u'  =  —  a:  sh  (^  -\-  a  c\\o. 

Par  leur  forme  elles  rappellent  les  formules  de  la  rotation,  avec 
substitution  des  fonctions  hyperboliques  aux  fonctions  circu- 
laires. 

On  a  identiquement 
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Entre  les  différentielles,  il  existe  une  relation  semblable  : 
du'- —  dx'^  —  dy'-  —  dz'-  sh  du-  —  dx'^  —  dy-  —  dzK 

Désignons  par  cZa^  la  valeur  commune  des  deux  membres  de  cette 
identité.  La  quantité  d'y  que  les  relativistes  appellent  l'intervalle 
élémentaire  est  un  invariant  relativement  aux  transformations  de 
Lorentz.  Inversement,  le  groupe  des  transformations  qui  conserve 
l'invariant  da  constitue  le  groupe  de  Lorentz  le  plus  général. 

25.  Détermination  des  transformations  du  groupe  de  Lorentz.  — 
Au  point  de  vue  géométrique,  il  est  extrêmement  facile  d'obtenir 
la  transformation  la  plus  générale  conservant  la  forme  di. 

On  sait  que  les  transformations  linéaires  à  coefficients  constants 
sont  les  seules  qui  remplacent  une  forme  quadratique  de  différen- 
tielles à  coefficients  constants  par  une  autre  forme  de  même  nature. 
Nous  n'aurons  donc  à  nous  occuper  que  des  transformations 
linéaires.  Nous  négligerons  même  les  constantes  additives  pour 
nous  borner  au  cas  des  formes  homogènes. 

L'équation 

(i4)  u-  —  x"-  —  y^ — s-=o 

peut  être  considérée  comme  représentant  en  coordonnées  homo- 
gènes une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité.  Toute  substitution  qui 
ramènera  le  premier  membre  à  la  forme 


X  -  —  Y  '■  — 


y 

s'obtiendra  en  prenant  pour  tétraèdre  de  référence  un  tétraèdre 
conjugué  par  rapport  à  la  sphère.  Inversement,  à  tout  tétraèdre 
conjugué  correspondra  une  substitution  linéaire  ♦  jouissant  de  la 
propriété  demandée. 

Des  quatre  sommets  d'un  tétraèdre  conjugué  il  y  en  a  un  seul 
qui  soit  intérieur  à  la  sphère;  ce  sommet  sera  le  point  0',  ayant 
pour  coordonnées  homogènes  x'  =  o,  ?/'  =  o,  z'  =  o  dans  le  nou- 
veau système.  Le  plan  w'  =  o  sera  le  plan  polaire  de  0'. 

Le  trièdre  0'  x'  y'  z'  devra  être  conjugué  par  rapport  au  cône 
imaginaire,  de  sommet  0'  circonscrit  à  la  sphère.  Si  l'on  veut  qu'il 
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soit  en  même  temps  trirectangle,  il  faudra  que  l'un  dos  nouveaux 
axes  de  coordonnées  coïncide  avec  l'axe  de  révolution  00'  du 
cône;  les  deux  autres  seront  seulemient  assujettis  à  être  perpendi- 
culaires entre  eux  et  perpendiculaires  à  00'.  Enfin,  pour  que  la 
transformation  soit  réciproque,  que  le  premier  système  se  déduise 
du  second  comme  le  second  du  premier,  avec  conservation  de 
l'orthogonalité,  il  faudra  également  cjue  l'un  des  axes  du  premier 
système  coïncide  avec  00'. 

Prenons  donc  cette  droite  pour  axe  commun  des  :r  et  des  rr'. 
Soient  u  =  i,  a;  =^  ol,  y  =  o,  z  =  o  les  coordonnées  homogènes  du 
point  0'  dans  le  premier  système  d'axes.  Le  plan  polaire  P'  de  ce 
point  a  pour  équations  dans  le  premier  système  u  —  ol  x  =  o,  et, 
dans  le  second,  u'  =  o.  Le  plan  perpendiculaire  à  00'  mené  par 
le  point  0'  est  représenté  dans  les  deux  systèmes  respectivement 
par  les  équations 

a:  —  octi^zo,  cc'z=:o. 

On  aura  donc,  en  désignant  par  X  et  a  des  coefficients  constants, 

u' =  1(0^  —  ixjc),         .x'=[j.{x  —  au). 

Les  variables  u'  et  x'  s'expriment  en  fonction  homogène  de  u 
et  de  x;  les  variables  y'  et  z'  s'expriment  également  à  l'aide  des 
seules  variables  y,  z,  puisque  les  plans  de  coordonnées  correspon- 
dants passent  par  la  même  droite  00'. 

L'identité   proposée 

u'  —  .x'-'  —  y'-'  —  z'-  —  «2  _  .i  2  _  j2  _  c« 

se  divise  donc  en  deux  autres  : 

u''—u:'-=  u^  -  .r\  y''-\-  z'^  =  y-+  z-. 

De  la  première  on  tire 


La  seconde  cxprinic  ([uc  les  (lir(>ctio.ns  des  axes  ()' .r'  et  O'  ::'  se 
déduisent  des  axes  correspondants  du  premier  système  j)ar  une 
simple   rolaliori. 
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Les  conditions  d'orthogonalité  et  de  réciprocité  ont  évidemniHnt 
restreint  le  nombre  des  paramètres  dont  dépendrait  la  transfor- 
mation la  plus  générale.  Le  résultat  obtenu  se  traduit  par  une 
sorte  de  rotation  hyperbolique  pour  les  variables  u  et  X:  et  une 
rotation  circulaire  ordinaire  pour  les  variables  y  et  z.  En  négligeant 
cette  dernière  rotation  on  a  la  transformation  de  Lorentz  sous  la 
forme   ordinaire. 

2^.  Le  module. —  Le  cône  circonscrit  à  la  sphère  (i4)  et  ayant 
pour  sommet  le  point  0'  serait  représenté  par  l'équation 

{u  —  a  ^  )-  —  (  I  —  «-)(//-  —  j:-  —  y- —  z'^  )  ==  o. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  se  réduit  à  l'expression 
suivante 


(i-a-^: 


{jr-—OCUr-  ,  _., ,  .,,_,.     „,,,„„  ,  ,.,,  ,  ,„^^ 


^j=(i-a^)(.r'^  +  y^ 


OÙ  l'on  reconnaît,  à  un  facteur  près,  le  carré  du  module  des  ondes 
à  pôle  mobile. 

Tous  les  éléments  de  la  transformation,  y  compris  le  module, 
sont  donc  entièrement  définis  par  un  point  0'  supposé  intérieur 
à  la  sphère  fondamentale  considérée. 

L'abscisse  du  plan  polaire  du  point  0'  est  égale  à  -• 

Elle  représente  la  vitesse  de  déphasage  du  nouveau  paramètre 
de  rayonnement  u'  par  rapport  à  u. 

2o.  Composition  des  transformations  de  Lorentz.—  Ce  qu'on 
appelle  dans  la  théorie  de  la  relativité  la  composition  des  vitesses 
équivaut  en  réalité  à  la  composition  des  transformations  de 
Lorentz.  , 

Dans  le  champ  des  quatre  variables  u,  x,  y,  z,  un  déplacement 
sera  représenté  par  une  variation  de  ces  quantités.  Considérons 
un  déplacement  infiniment  petit  du,  dx,  dy,  dz  et  soit  c^q-  l'inter- 
valle correspondant.  Posons 

ds"^  =p  d.v^  -+-  dy-  -+-  dz-. 
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L'égalité  qui  définit  l'intervalle  peut  s'écrire 

d(j-=z  du-  —  ds-, 

ce  qui  permet  de  poser,  en  désignant  par  ç  un  argument  i\e  fonc- 
tion hyperbolique  : 

du  r=  «y?  cil  ç>. 

ds  =  da  shcp. 

Les  composantes  dx,  dy,  dz  du  déplacement  suivant   les   axes 
sont  de  la  forme 

dx  =z  /  da  shcû,         dy  ^^  m  da  nh  oj) ,         d z  ^  u  du  sh  (o , 
les  paramètres  l,  m,  n  étant  liés  par  la  relation 


ds 
Le  rapport  -r-  est  assimilé  à  une  vitesse  dans  la  théorie  de  la 

relativité;  nous  l'appellerons  une  pseudo-vitesse.  Le  temps  propre- 
ment dit  n'intervient  pas,  en  effet,  dans  la  question;  comme  nous 
l'avons  vu,  il  n'est  pas  nécessairement  proportionnel  au  paramètre 
de   rayonnement. 

On  a 

ds        . 
du 

les  composantes  de  la  pseudo-vitesse  suivant  les  axes  sont 
dx        ,  ,  dy  ,  dz  , 

-7—  =:/ll)CO,  -f-=r/nlha),  -;-=:/MhO. 

du  '  du  '  du 

A  toute  pseudo-vitesse  de  cette  forme  correspond  un  point  0' 
intérieur  à  la  sphère  fondamentale  définie  précédemment,  et,  à 
ce  point  0'  correspond  également  une  transformation  de  Lorentz. 

Rapportons  le  même  déplacement  à  un  second  système  de  réfé- 
rence m',  x\  y',  z* .  En  désignant  par  ç-'  l'argument  hyperholicpie 
relatif  au  déplacement  dans  ce  système,  on  aura  dos  fornuilcs  ana- 
logues aux  premières  : 

du'  rr:  d<7  ch  'j\ 

d.v'  ^n  l' du  s\\(u\  dy'  =  i/i'  du  iiho',  ri  z' =  n' du  ^U  o' . 
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Désignons  enfin  par  6 l'argument  hyperbolique  de  la  transforma- 
tion de  Lorentz  qui  établit  la  correspondanee  entre  les  deux  sys- 
tèmes 

x' ■=.       x'cli0  +  «'sh  9, 
u'  —  -\-  x'  i\\  Q-\-  «'ch^. 

Nous  aurons  immédiatement 

ch9=       ch9'ch9  4- /'sh^'sliÇ, 
/shcp=    /' sli  cp' cil  (;  +     ch^'sh^, 
m  sh  cp  =  m'sh  œ', 
/i  sh  C9  =  n'  shcp'. 


(i5) 


Comme  le  coefficient  V  désigne  un  cosinus,  les  deux  premières 
équations  de  ce  groupe  rappellent  les  formules  fondamentales  de 
la  trigonométrie  non  euclidienne.  Nous  en  trouverons  plus  loin 
la  raison. 

Posons,  comme  précédemment, 


"■«  =  ".  eTS 


P- 


Les   équations   (i5)    donnent 


(t6) 


dx 
du 


dy 
du 


du 


/Ih© 


dx' 


+  « 


dx' 


^  du' 


I  -H  a 


dx' 
dIP 


^% 


I  -ha 


dx' 
dû' 


Si  le  déplacement  considéré  est  dirigé   suivant  l'axe  Ox,  on  a 


ce  qui  entraîne 


cp'+9; 
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rrôù 

lliCS=  Î-- — -. 

I  -t-  1I19  ili5 

26.  Cas  des  pseudo-vitesses  supérieures  à  V unité.  —  Nous  avons 
supposé  jusqu'ici,  par  l'emploi  des  fonctions  hyperboliques,  que  les 
pseudo-vitesses  composantes  étaient  toutes  inférieures  à  l'unité. 
Un  calcul  semblable  pourrait  cependant  être  effectué  dans  le  cas 
de  pseudo-vitesses  quelconques.  Considérons  le  cas  de  deux  pseudo- 
vitesses de  même  sens  a  et  a'.  La  pseudo-vitesse  résultante  a^  sera 

donnée  par  la  formule 

a  -\-  a' 

a,  = y 

La  différence   i  —  a^  n'est  plus  nécessairement-  positive.  On  a 

(i-«)(i-«0 

1  —  a,  =  ■ , 

I  +  aa. 

Cette  quantité  change  de  signe  lorsque  l'une  des  vitesses  com- 
posantes traverse  l'unité  ou  encore  quand  le  dénominateur  s'annule. 

Donc  :  si  l'une  des  pseudo-vitesses  composantes  est  égale  à 
l'unité,  la  pseudo-vitesse  résultante  est  aussi  égale  à  l'unité;  si  l'une 
des  composantes  est  égale  et  opposée  à  la  pseudo-vitesse  de  dépha- 
sage du  paramètre  de  rayonnement,  la  résultante  devient  infinie. 

La  somme  i  +  aj  peut  se  mettre  sous  une  forme  semblable 

(i  -h  a)  (i  -4-  a') 


*11 .  La  transformation  de  Lorentz  et  la  Géométrie  cayleyenne  (^). 
. —  Nous  nous  sommes  bornés  jusqu'ici  à  considérer  les  transfor- 
mations de  Lorentz  qui  conservent  l'orthogonalité  euclidienne  des 
axes.  Mais  on  peut  examiner  le  cas  le  plus  général  par  une  méthode 
géométrique  simple  qui  conduit  à  une  application  intéressante  de 
la  notion  cayleyenne  d'angle  et  de  distance. 

Nous  avons  montré  que  la  transformation  de  Lorentz  peut  se 

(^)  Cayley,  .1  sixth  nienwir  un  quantics  {London  Trunsacl.,  iSôg). 
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représenter  par  une  transformation  de  coordonnées  homogènes 
conservant  une  sphère  fixe.  Dans  un  tétraèdre  conjugué  par  rap- 
port à  la  sphère,  le  somimet  intérieur  joue  un  rôle  spécial  quand 
on  ne  considère  que  des  pseudo-vitesses  de  translation  inférieures 
à  l'unité. 

Le  centre  0  de  la  sphère  correspond  à  un  certain  système  de 
référence  fondamental  (S).  Tout  autre  point  P  intérieur  à  la  sphère 
définit  une  pseudo-vitesse  de  translation  rapportée  au  système  (S), 
et  qui  serait  mesurée  par  le  vecteur  OP.  On  pourrait  prendre  pour 
pôle  le  point  P;  il  lui  correspond  un  autre  système  (S').  Les  pseudo- 
vitesses rapportées  au  système  (S')  ne  sont  pas  mesurées  par  les 
longueurs  euclidiennes  des  vecteurs. 

Si  l'on  considère  par  exemple  un  point  P^^,  différent  de  P,  la 
pseudo-vitesse  qui  correspond  à  ce  point  par  rapport  au  système  (S) 
sera  bien  mesurée  par  la  longueur  euclidienne  OPj^,  mais  la  pseudo- 
vitesse relative  au  système  (S')  ne  sera  pas  mesurée  par  la  lon- 
gueur euclidienne  PPi-  H  semblerait  donc  qu'il  y  a  une  différence 
entre  les  deux  systèmes.  Or,  il  est  possible  de  la  faire  disparaître 
par  un  procédé  de  mesure  qui  s'applique  indifféremment  à  tous  les 
systèmes,  quel  que  soit  le  pôle  correspondant. 

Désignons  par  p  le  vecteur  OP.  L'argument  hyperbolique  6  de 
la  transformation  de  Lorentz  qui  permet  de  passer  du  système  (S) 
au  système  (S')  sera  défini  par  l'égalité 


lh9=— -=i; 


et  l'on  a,  par  conséquent, 


9  =:  -  loe ' 

2  I  —  V 


Il  est  facile  de  donner  à  cette  expression  une  forme  projective, 
qui  se  conservera  par  le  changement  de  pôle.  La  droite  OP  coupe 
la  sphère  en  deux  points  M  et  M'.  Je  suppose  qu'on  ait  pris  comme 

sens  positif  sur  la  droite  le  sens  M' M. 

Le  rapport    anharmonique  des  quatre   points  M,    M',  O'P  est 

Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  II,   1922.  ''I 


aZjo 
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égal  à 

OM 
OM' 

PM          I        1  -  (' 

1  -+-  V 

•  FM'  ~  -1  •  i-\-v~ 

1  —  (' 

En  désignant  par  (MM'OP)  ce  rapport  anharmonique,  on  a  donc 


9  =  -log(MM'OP). 


Le  rôle  particulier  de  la  position  attribuée  d'abord  au  point  0 
disparaît  dans  cette  nouvelle  expression,  et  l'on  pourra  appliquer 
la  même  formule  pour  passer  d'un  point  Pj  à  un  autre  P2. 

La  droite  P^  Pg  coupe  la  sphère  en  deux  points  N,  N'. 

L'argument  hyperbolique  G  de  la  transformation  correspon- 
dante sera  donné  par  la  formule 

ô=^iog(NN'P.P,). 

C'est  précisément  l'expression  de  la  distance  cayleyenne  qui 
correspond  à  la  sphère  considérée  prise  comme  quadrique  londa- 
mentale. 

Désignons  par  [Pj  Pg]  cette  distance.  11  est  évident  que  l'on  a 
pour  un  système  de  trois  points  P^,  Pg,  P3  en  ligne  droite 

[p7p;1  =  [p,p,I  +  1P,P3]. 

La  distance  cayleyenne  de  tout  point  P  à  un  point  de  la  surface 
de  la  sphère  est  infinie. 

La  pseudo-vitesse  qui  correspond  à  l'argument  0  est  toujours 
égale  à  thO,  quel  que  soit  le  pôle  du  système  de  référence.  La 
géométrie  cayleyenne  fournit  donc  une  image  très  simple  de  la 
composition  des  pseudo-vitesses. 

28.  Expression  analytique  de  la  distance  cayleyenne.  —  Je  crois 
utile  de  rappeler  sommairement  le  calcul  de  la  distance  cayleyenne 
en  fonction  des  coordonnées. 

Soient  deux  points  Pj  (i-j,  y^,  z^),  P2  (-^2  î/2 -'2)  intérieurs  k  la 
sphère  fondamentale.  Les  coordonnées  de  tout  point  de  la  droite 
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Pj  Pg  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

En  exprimant  que  le  point  M  se  trouve  sur  la  sphère,  on  obtient 
une  équation  du  second  degré  en  X  : 

(i  — ^-ï—  rj—  z\)  +  2l{\  —  XiX-i  —  J'^y,—  :■^z.,)  -\-l^i  — ^l— yl—  -^)  —  o. 

On  pose 

F/y  —  i  --  Xi.vj  —  Yiyj  —  :;,  Zj  ; 

l'équation  en  A  prend  la  forme  abrégée 

Fil -I- 2AF,2-t- >^-F,2=  0. 

Soient  Xj^  et  Xg  les  racines  de  cette  équation,  correspondant  aux 
points  d'intersection  M^,  M2. 

Le  rrpport  anharmonique  (Mj  Mg  Pj  P2)  est  égal  à  —  • 


On  a  donc 


d'où 

Xi  -+■  X2  Fi5 


-  =  K\/^\/§) 


2^1,1,  y/F.iF; 

Nous  tirons  de  là 


Fj, —  F,,  F, 2 


F1.F22 
et,  par  suite, 

En  développant  l'expression  de  sh^6,  on  trouve 

_{x^~~x.^-  +  (v,—y.)-  +  iz^  —  Zi)-  —  {v^Zi  —  z,y^y  —  {z...%\  —  x^ZiY~'{Xiyi~y,iXiy 
{i  —  x\  —  y-]  —  z\){\  —  x\—y\  —  z\) 

L'expression  de  l'élément  linéaire  cayleyen  s'en  déduit  immédia- 
tement : 

,., dx-  -Y-  dy-  ->-  dz- —  (y  dz  —  z  dyY—  (  ;  d.z^ —  x  dz)'' —  (.r  dy  —  y  dxY 
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Ces  formules  résolvent  dans  le  cas  le  plus  général  le  problème  de 
la  composition  des  pseudo-vitesses. 

L'expression  de  d^^,  assimilée  à  un  élément  linéaire,  conduit 
à  l'expression  de  l'élément  qui,  dans  la  terminologie  cayleyenne, 
remplace   l'angle. 

L'angle  cayleyen  se  ramène  à  un  logarithme  de  rapport  anhar- 
monique  comme  la  distance. 

Soient  A  et  A'  deux  droites  qui  se  coupent  en  un  point  P  inté- 
rieur à  la  sphère.  Par  le  point  P  et  dans  le  plan  AA',  on  peut  mener 
à  la  sphère  deux  tangentes  imaginaires  conjuguées  P  et  P'.  L'angle 
cayleyen  des  deux  droites  est  le  produit  par  —  du  rapport  anhar- 
^monique  des  quatre  droites  T,  T',  A,  A'.  Cette  définition  et  celle 
de  la  distance  sont  évidemment  inspirées  par  l'expression  de 
l'angle  ordinaire  donnée  par  Laguerre  en  i853  (^). 

*29.  Géométrie  cayleyenne  et  Géométrie  de  Lobatschewski.  —  F. 
Klein  (^)  observa  en  1871  que  la  géométrie  cayleyenne  fournit  une 
représentation  simple  des  propositions  de  la  géométrie  de  Lobats- 
chewski, quand  on  prend  comme  éléments  les  points  et  les  seg- 
ments de  droite  intérieurs  à  la  sphère  fondamentale,  et  qu'on 
évalue  la  distance  suivant  la  définition  de  Cayley.  Il  est  intéressant 
d'indiquer  comment  cette  représentation  se  rattache  à  la  représen- 
tation utilisée  par  Poincaré  pour  la  théorie  des  fonctions  fuch- 
siennes,  La  correspondance  est  extrêmement  simple  dans  le  cas  de 
la  géométrie  plane.  La  sphère  fondamentale  est  alors  remplacée 
par  un  cercle  (C)  du  plan  fixe  considéré  II. 

Imaginons  une  demi-sphère  (ï)  située  au-dessus  du  plan  II  et 
passant  par  le  cercle  fondamental  (C).  Tout  point  P  du  plan  II 
intérieur  au  cercle  (C)  est  la  projection  d'un  point  P'  de  la  demi- 
sphère.  Un  segment  de  droite  intérieur  au  cercle  (C)  est  la  projec- 
tion d'un  demi-cercle  de  i^.  Les  tangentes  imaginaires  issues  de  P 
au  cercle  (C)  sont  les  projections  des  génératrices  rectilignes  de  la 
sphère  passant  en  P'. 

C)  LAGUERRr.,  Sur  la  Théorie  des  foyers  {Nom'ellas  Antuilcs  de  Mnthématiqiics, 
t.  72,  p.  57). 

(2)  F.  Klein,  Ma«/i.  Aniuden,  t.  IV,  1871;  t.  VJ,  iS;^:  I.  \ll.  1874. 
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Le  rapport  anharmonique  du  faisceau  formé  par  deux  droites 
quelconques  passant  en  P  et  les  deux  tangentes  imaginaires  au 
cercle  (C)  est  égal  à  celui  du  faisceau  des  quatre  droites  homo- 
logues passant  en  P'  et  tracées  dans  le  plan  tangent  à  la  sphère 
en  ce  point.  Il  résulte  immédiatement  de  là  que  l'angle  cayleyen 
de  deux  droites  passant  par  P  est  égal  à  l'angle  sous  lequel  se 
coupent  sur  la  sphère  les  demi-cercles  de  la  demi-sphère  (S)  qui 
correspondent  respectivement  à  ces  droites. 

Il  reste  à  transformer  l'expression  de  la  distance  cayleyenne. 
Soient  Pj  et  Pg  deux  points  du  plan  II  intérieur  au  cercle  (C), 
M  et  M' les  deux"^oints  où  la  droite  Pj^  Pg  coupe  le  cercle  fondamen- 
tal (C).  Désignons  par  p  le  rayon  du  demi-cercle  qui  se  projette 
suivant  la  droite  M'  Pj^  Pg  M,  par  o^  et  cpg  respectivement,  les 
angles  que  forment  avec  M' M  les  rayons  de  ce  demi-cercle  abou- 
tissant aux  points  P'j,  PI,  homologues  de  Pj  et  Pg.  Le  rapport 
anharmonique  (MM'  F^  Pg)  est  égal  à 

p(i  —  cosy,  )     ^     p(i  —  coscpa)     *    2 

—  p(i  4- COS9,  )  '   —  p(i -h  coscpa)  ""  ^        ,  c&2 

2 

L'argument  hyperbolique  que  nous  avons  désigné  par  6  et  qui 
représente  la  distance  cayleyenne  des  deux  points  est  donc  égal 

,tang-^ 
à  loe 

Or  si  l'on  joint  le  point  M'  aux  points  M,  P,,  P,,  et  que  l'on 
complète  ce  faisceau  en  y  adjoignant  la  tangente  au  demi-cercle 
en  M',  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  ainsi  construit  est  le 
rapport  anharmonique  constant  des  quatre  points  M,  M',  P^,  P^' 
du  demi-cercle. 

Les  coefficients  angulaires  des  quatre  droites  considérées  sont 
respectivement  O,  oo,  tang^,   tang  ^;   le  rapport  anharmonique 


a  donc  pour  valeur 


lan.îi 


"    2 
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Et  l'on  a 

Ozzzlog.  r;i|)p.  anli.  AJiM'P,  P;. 

Effectuons  maintenant  une  projection  stéréographique  de  la 
demi-sphère  (Z)  sur  le  plan  II.  Les  demi-cercles  dont  le  plan  est 
perpendiculaire  à  11  se  projetteront  suivant  des  arcs  de  cercles 
normaux  au  cercle  (C).  Les  points  M^,  M'j  se  conservent;  P',,  P,  se 
projettent  respectivement  en  Pj,  P,.  Le  rapport  anharmonique 
(MM'  P',  Pj)  sur  l'arc  de  cercle  de  la  projection  stéréographique  est 
égal  au  rapport  anharmonique  (MM'  P,P!,)  sur  le  demi-cercle 
de  la  sphère  (S).  Il  est  égal  par  conséquent  à  la, racine  carrée  du 
rapport  anharmonique  des  quatre  points  en  ligne  droite  M,  M',, 

Comme  les  angles  se  conservent  en  projection  stéréographique, 
l'angle  euclidien  de  deux  arcs  de  cercle  normaux  au  cercle  fonda- 
mental est  égal  à  l'angle  cayleyen  de  leurs  cordes. 

On  retrouve  donc  ainsi  la  représentation  bien  connue  des  élé- 
ments fondamentaux  de  la  géométrie  non  euclidienne. 

L'emploi  de  la  demi-sphère  (L)  fournit  également  une  image 
très  simple  de  la  contraction  de  Lorentz,  Soit  P  un  pôle  du  plan  II, 
P'  son  image  sur  (S).  Un  petit  cercle  de  S  ayant  pour  pôle  le  point  P' 
se  projette  sur  II  suivant  une  ellipse.  Le  rapport  des  axes  de  cette 
ellipse  est  égal  au  coefficient  de  contraction  de  Lorentz  pour  la 
vitesse  de  translation  qui  correspondrait  au  point  P. 

50.  Extension  aux  figures  à  trois  dimensions.  —  L'oxtonsion  de 
la  méthode  précédente  aux  figures  à  trois  dimensions  ost  extrême- 
ment simple.  La  sphère  fondamentale 

est  la  projection  sur  l'espace  (.r,  ij,  z)  de  la  domi-hyjM'rs])hère  (2C) 
à  quatre  dimensions  définie  par  l'équation  et  l'inégalité  suivantes  : 

On  peut   i'(''|>rl  Cl'  -iir  relie  ligurr  à  ([iiati'c  dinuMisions  les  raison- 
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nements  que  nous  avons  faits  sur  la  ligure  à  trois  dimensions 
considérée  précédemment,  et  l'on  obtient  la  transformation  des 
segments  rectilignes  en  arcs  de  cercles  normaux  à  la  sphère  fonda- 
mentale. 

Si  l'on  considère  les  coordonnées  x,  y,  z  comme  les  composantes 
d'une  pseudo-vitesse  dans  un  système  (S),  la  quatrième  coor- 
donnée w  représente  la  dérivée  -j-  de  l'intervalle  par  rapport  au 

paramètre  de  rayonnement.  Cette  quatrième  variable  a  donc  une 
signification  physique  très  précise.    ' 

Bien  que  les  résultats  que  je  viens  d'exposer  n'aient  rien  d'essen- 
tiellement nouveau,  il  m'a  paru  utile  de  les  rappeler  pour  faire 
ressortir  l'intérêt  mathématique  de  la  géométrie  des  systèmes 
ondulatoires. 

51.  Uunwers  de  Minkowski  (').  —  Pour  terminer  cette  étude 
sommaire  de  la  transform.ation  de  Lorentz  et  des  questions  qui 
s'y  rattachent,  je  dois  ajouter  quelques  observations  sur  Vuniçers 
de  Minkowski.  On  sait  que  Minkowski  considère  les  trois  coor- 
données d'espace  et  le  temps  comme  les  éléments  d'une  multi- 
plicité à  quatre  dimensions  qu'il  appelle  Vunwers.  L'emploi  du 
langage  géométrique  pour  figurer  les  ensembles  dans  lesquels,  les 
coordonnées  d'espace  et  le  temps  varient  simultanément  n'est 
pas  nouveau.  Il  présente  des  avantages  dans  certaines  ques- 
tions et  M.  Hadamard,  entre  autres,  en  a  fait  un  usage  courant 
dans  ses  Leçons  sur  la  propagation  des  ondes.  On  pourrait  critiqu^er 
la  terminologie  employée;  il  est  quelque  peu  ridicule  de  vouloir 
représenter  l'univers  à  l'aide  de  quatre  variables  seulement.  Mais 
il  y  a  d'autres  reproches  plus  graves.  Sous  prétexte  que  les  quatre 
variables  figurent  symétriquement  dans  ses  formules,  Minkowski 
prétend  nier  la  distinction  physique  entre  ces  quantités,  ce  qui  est 
absurde.  Si  l'on  remplace  u  par  si,  dans  la  forme  quadratique 

—  de'  =  da-^  -h  dy^  -+-  dz^—du\ 

{}■)  Die  Grand gleichungen  fur  die  electiomagnetische  Vorgànge   in  bewegtenkorpeni 
{Nachr.  der  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Gottingen,  1908). 
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elle  devient 

Cette  forme  symétrique  présente  des  avantages  pour  certains 
calculs.  En  particulier,  les  transformations  de  Lorentz  se  ramènent 
aux  transformations  orthogonales  à  quatre  variables,  ce  qui  cons- 
titue un  rapprochement  intéressant. 

De  même  l'équation  de  la  propagation  des  ondes  prend  la  forme 
symétrique  de  l'équation  du  potentiel  ordinaire 

<)-\        0'\       d'\        d'X 
<..T-        aj-        as-         ûs^ 

Mais  il  ne  faut  pas  se  dissimuler  que  cette  simplification  est  illu- 
soire dans  l'interprétation  des  phénomènes  réels.  Les  caractères 
analytiques  des  intégrales  réelles  sont  très  différents  suivant  que 
les  caractéristiques  sont  réelles  ou  imaginaires.  Dans  les  transfor- 
mations de  Lorentz,  également,  la  distinction  du  réel  et  de  l'imagi- 
naire est  essentielle. 

Pour  se  rendre  compte  du  caractère  de  la  transformation  de 
Minkowski,  on  peut  la  comparer  à  la  transformation  de  x^  — ■  y^ 
en  x^  +  y^,  qui  remplacerait  une  hyperbole  équilatère  par  un 
cercle. 

Cet  artifice  de  calcul  peut  être  avantageux  dans  certains  cas;  il 
peut  présenter  des  inconvénients  dans  d'autres.  Mais  ce  n'est  qu'un 
artifice,  et  les  conclusions  qu'on  a  prétendu  en  déduire  au  point  de 
vue  des  réalités  physiques  sont  absolument  inacceptables. 


CHAPITRE  IV. 

INTERFÉRENCE    ET    RÉFLEXION    DES    ONUES    l'LANES. 

52.  Les  ondes  planes  étant  considérées  comme  issues  d'un  pôle 
infiniment  éloigné,  on  peut  les  rapporter  indifféremment  à  deux 
systèmes  S  et  S',  en  mouvement  uniforme  de  translation  l'un  par 
rapport  à  l'autre.  Nous  dirons  que  S  est  fixe  et  S'  en  mouvement. 
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Une  intégrale  V  de  la  forme 

, ,        ,     .  tj:-{-/nv  +  nz  +  a  —  u 

V  =  A  SI  n  2  TT ? > 

K 

rapportée  au  système  S,  devient  par  la  transformation  de  Loreniz 

V::=  A.  sin2  7r ■ Yl » 

A 

en   posant 


i  T=. 


/a  I  —  /« 

(•7)  <^ 


/a  I  —  la. 

L'égalité  Z*  -\-m-  -\-n-  =  i  entraîne  l'-  -\-  m'*  -\-n''-  =  i . 

Les  trois  premières  des  formules  (17)  sont  équivalentes  aux 
formules    (16). 

On  peut  rapprocher  ces  résultats  des  conditions  pour  que  deux 
trains  d'ondes  planes  admettent  des  plans  d'interférence  station- 
naires  dans  un  système  de  référence  donné. 

Soient  deux  intégrales  de  même  intensité  et  de  même  période 
dans  le  système  S  • 

lœ  -\-  my  ->r  HZ  ->r  a  —  u 


Y  =  A  si  n  2  71 
V,=  A  sin  27: 


liX  -\-  nix  y  +  «,^  -I-  a,  —  u 


La  somme  V  +  V^  s'annule  en  tous  les  points  des  plans  repré- 
sentés par  l'équation 

(18)    (/— /,  )j;+ (/«  —  m|)j-+- («  —  n^)z-+-{a  —  a,  )  =  |  « -f- -  j /,     (rentier). 

Ces  plans  sont  par  conséquent  des  nappes  d'interférence  station- 
naires  dans  le  système  S. 

Dans  le  système  S'  ces  deux  trains  d'ondes  n'auraient  plus  en 
général  la  même  période  et  ne  pourraient  pas  y  fournir  de  nappes 
d'interférence  stationnaires. 

33,  Des  nappes  d'interférence  stationnaires  dans  le  système  mobile. 

Journ.  de  Math.,  loirie  I.  —  Fasc.  II,  1922.  -^2 
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—  Cherchons  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  périodes  de  deux 
trains  d'ondes  dans  le  système  S  pour  qu'elles  puissent  interférer 
en  S'.  La  transformation  de  Lorentz  fournit  immédiatement  le 
résultat;  cependant  il  m'a  paru  utile  de  faire  le  calcul  directement 
en  supposant  d'abord  que  S'  se  déduise  de  S  par  une  simple  trans- 
lation au  sens  ordinaire  du  mot.  Nous  désignons  par  A  et  Aj  les 
périodes. 

Posons  par  conséquent 


a,  =  X  —  au 


et  conservons  les  autres  variables. 

Les  arguments  caractéristiques  des  intégrales  deviennent 

/  j:^',  -\-  m  y  -i-  n  z  -}-  a  —  w  (  i  —  /,  a) 
-~ " î ' 

/, .r,  -H  /«i  )'  -h  rt|  :;  -f-  «,  —  ii{i  —  /i  a ) 

_ 

Pour  que  le  paramètre  de  rayonnement  u  disparaisse  dans  la 
différence  des  arguments,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

(19) 


I  —  la        1  —  /i  a 

Ce  résultat  rapproché  de  la  dernière  des  formules  (17)  exprime 
que  les  périodes  transformées  de  X  et  de  X^  par  la  transformation 
de  Lorentz  sont  égales  entre  elles. 

Si  cette  condition  est  réalisée,  les  plans  d'interférence  station- 
naires  des  deux  trains  d'ondes,  observés  dans  le  système  S',  seront 
parallèles  au  plan 

(20)  ■- . f =0. 

L'équation  (20)  se  simplifie  par  l'introduction  de  la  transforma- 
tion de  Lorentz. 

Un  calcul  immédiat  la  ramène  en  eiïet  à  la  forme 

(0.1)  /'_/;),r'-i-(,»'_m',)/+ («'+«',)?'=  o. 

U  reste  à  interpréter  géométriquement  le  résultat  obtenu.  Si  l'on 


r 
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suppose  que,  dans  le  système  S,  les  ondes  d'interférence  sont  de 
véritables  sphères,  les  plans  des  nappes  d'interférence  (i8)  sont 
parallèles  à  l'un  des  plans  bissecteurs  des  plans  des  ondes  planes 
considérées. 

Mais,  dans  ce  cas,  les  ondes  d'interférence  du  système  (S')  sont 
des  ellipsoïdes 5  l'équation 

représente  un  ellipsoïde,  et  l'équation  (21)  doit  être  interprétée  en 
conséquence. 

Les  plans  bissecteurs  d'un  dièdre  sont  les  plans  conjugués  harmo- 
niques à  la  fois  par  rapport  aux  faces  du  dièdre  et  par  rapport  à 
une  sphère  qui  aurait  son  centre  sur  l'arête  du  dièdre. 

Si  la  sphère  directrice  est  remplacée  par  un  ellipsoïde  d'interfé- 
rence, on  se  trouve  dans  le  cas  du  système  mobile  S'.  Donc  : 

Les  plans  d'interférence  stationnaires  dans  le  système  mobile  S'  sont 
parallèles  à  V  un  des  deux  plans  conjugués  en  direction  par  rapport  aux 
plans  des  fronts  d'ondes  et  par  rapport  à  V ellipsoïde  d'interférence. 

L'expression  de  front  d'onde  doit  être  précisée.  L'emploi  des 
coefTicients  /',  m',  n'  implique  qu'il  s'agit  des  plans  qui  corres- 
pondent à  l'hypothèse  u'  =  const.,  et  non  à  l'hypothèse  a=  const. 
C'est  donc  le  paramètre  de  rayonnement  du  système  mobile  qui 
doit  intervenir  dans  la  détermination  de  ces  plans. 

Le  raisonnement  précédent  ne  précise  pas  lequel  des  plans  con- 
jugués est  celui  qui  correspond  à  la  direction  des  plans  d'interfé- 
rence stationnaire.  Le  procédé  d'élimination  de  u,  que  nous  avons 
employé,  indique  que  le  plan  considéré  est  celui  sur  lequel  les 
vitesses  de  propagation  des  deux  ondes  se  projettent  dans  le 
même  sens. 

54.  Rayons  de  propagation.  Aberration.  —  M.  Hadamard  a  rat- 
taché la  notion  des  rayons  de  propagation  à  celle  des  hicaractéris- 
tiques,  c'est-à-dire  des  lignes  ou  multiplicités  à  une  dimension  sui- 
vant lesquelles  les  multiplicités  caractéristiques  touchent  leur 
enveloppe. 
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Nous  avons  donné,  au  n^  18,  l'équation  aux  dérivées  partielles 
des  multiplicités  caractéristiques  dans  le  système  des  variables  u, 
X,  y,  z. 

Les  équations  différentielles  des  bicaractéristiques  correspon- 
dant à  une  intégrale  donnée  sont 

da-  dy  dz  —  (/// 

do  \        i  âo  \        / do\        /  do 


[àTr)        ^Jy)        ['(h.)        \ô7i) 


Dans  le  cas  particulier  des  ondes  planes 

Lx:  -{-  m  y  -\-  ?i  z  —  u  ^=~  consl., 

on  a 

dœ        dy        dz        du 
m  II  n  I 

Ces  équations  peuvent  être  appliquées  indifféremment  ai:xsys' 
tèmes  de  coordonnées  fixes  ou  mobiles,  pourvu  que  la  variable  u 
désigne  le  paramètre  de  rayonnement  relatif  au  système  consi- 
déré, et  que  l'on  ait  soin  de  les  interpréter  en  tenant  compte  de  la 
forme  de  l'ellipsoïde  d'interférence. 

Elles  expriment  que  le  rayon  est  parallèle  au  diamètre  conjugué 
du  plan  d'onde  dans  l'ellipsoïde  d'interférence.  C'est  ce  que  nous 
appellerons  la  direction  pseudo-normale  du  plan. 

La  correspondance  entre  les  directions  des  rayons  par  rapport 
à  deux  systènaes  d'axes  en  mouvement  de  translation  uniforme  l'un 
par  rapport  à  l'autre,  résulte  immédiatement  des  formules  (17) 
quand  on  emploie  dans  les  deux  systèmes  les  variables  de  Lorentz. 

A  un  rayon  de  propagation  du  premier 

-g  —  -^'o  _  .y  — /o  _  ^  — ^0  _  'I  —  "(,  ^ 

l  m  n  I 

correspond  un  rayon  homologue  du  second 


les  dénominateurs  des  deux  groupes  étant  liés  par  les  formules  (17). 
Les  trois  premiers  rapports  de   chaque  système  définissent  la 


} 
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direction  spatiale   stationnaire   du   rayon,   exprimée   en  variables 
de  Lorentz. 

Ces  équations  résolvent  par  conséquent  le  problème  de  l'aberra- 
tion dans  le  cas  le  plus  général. 

5o.  Réflexion.  —  Les  résultats  obtenus  pour  le  phénomène  de 
l'interférence  stationnaire  s'appliquent  également  à  la  réflexion 
des  ondes  sur  un  miroir  plan  qui  se  déplace  dans  le  milieu  consi- 
déré suivant  un  mouvement  de  translation  uniforme. 

Nous  devons  supposer  nécessairement  que  le  mouvement  du 
miroir  n'altère  pas  l'homogénéité  ni  l'isotropie  du  milieu.  Le  plan 
du  miroir  est  alors  un  plan  d'interférence  stationnaire  pour  l'onde 
incidente  et  l'onde  réfléchie. 

La  loi  de  réflexion  se  déduit  immédiatement  de  cette  remarque» 
A  la  direction  du  plan  de  réflexion  correspond  une  direction 
pseudo-normale,  définie  plus  haut. 

Le  rayon  incident,  le  rayon  réfléchi  et  la  pseudo-normale  sont 
situés  dans  un  même  plan. 

Les  deux  rayons  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  la 
pseudo-normale  et  à  la  droite  d'intersection  de  leur  plan  avec  le 
plan  du  miroir.  C'est  donc  l'ellipsoïde  d'interférence  qui  remplace 
encore  la  sphère  dans  l'étude  du  phénomène  de  la  réflexion.  Pour 
que  le  rayon  lumineux  se  réfléchisse  dans  sa  propre  direction,  il 
faut  qu'il  soit  dirigé  suivant  la  pseudo-normale  au  plan  du  miroir. 

On  peut  faire  à  ce  sujet  une  remarque  intéressante.  Dans  le  sys- 
tème S',  qui  participe  au  mouvement  de  translation  au  miroir,  le 
rayon  incident  et  le  rayon  réfléchi  ont  la  même  longueur  d'onde. 
Au  contraire,  dans  le  système  S,  les  longueurs  d'onde  diffèrent  en 
général  entre  elles.  Même  dans  le  cas  où  les  deux  rayons  se  super-, 
posent  en  S',  les  deux  rayons  du  système  S  ont  des  périodes  diffé- 
rentes. S'il  s'agit,  par  exemple  d'ondulations  lumineuses,  le  rayon 
incident  et  le  rayon  réfléchi  du  système  S  ne  sont  pas  de  même 
couleur.  11  convient  d'ajouter,  d'ailleurs,  que  les  rayons  considérés 
ne  sont  pas  stationnaires  dans  le  système  S.  Nos  calculs  de  périodes 
s'appliquent  en  réalité  aux. deux  systèmes  d'ondes  planes  du  sys- 
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tème   S   qui   correspondraient   respectivement   à    la  direction   de 
l'onde  incidente  et  de  l'onde  réfléchie  du  système  S'. 

36.  Réflexion  et  interférence  abondes  polaires  élémentaires.  —  On 
arrive  à  des  conclusions  semblables  quand  on  étudie  dans  un  sys- 
tème mobile  la  réflexion  d'une  onde  élémentaire  issue  d'un  pôle 
simple  ou  l'interférence  de  deux  ondes  élémentaires  identiques 
issues  de  deux  pôles  différents  liés  au  même  système.  Dans  ces 
questions,  c'est  le  module  elliptique  de  l'onde  (n^  12)  qui  remplace 
la  distance,  et  la  pseudo-normale  qui  remplace  la  normale. 

Les  formules  relatives  aux  phénomènes  stationnaires  d'interfé- 
rence ou  ces  réflexions  s'obtiennent  en  général  par  l'élimination 
du  temps.  Mais  d'après  la  forme  même  de  l'intégrale,  l'élimination 
de  t  entraîne  celle  du  paramètre  de  rayonnement  u.  Les  calculs  et 
les  résultats  conserveront  donc  la  même  forme  dans  le  cas  du  repos 
ou  du  mouvement,  en  tenant  compte  toutefois  de  la  signification 
physique  du  module. 

57.  Je  TOfi  suis  borné  dans  tout  ce  qui  précède  à  déduire  les  con- 
séquences mathématiques  de  l'équation  de  la  propagation  des 
ondes,  sans  formuler  d'hypothèses  ni  introduire  aucun  principe 
nouveau. 

Nous  avons  pu  constater  que  pour  les  observations  effectuées 
dans  un  système  de  référence  mobile,  c'est  toujours  l'ellipsoïde 
d'interférence  qui  joue  le  rôle  d'élément  directeur. 

Le  temps  n'intervient  que  dans  le  paramètre  de  rayonnement, 
où  il  figure  au  premier  degré,  en  général  avec  les  coordonnées  de 
position,  mais  avec  un  coefficient  qui  peut  varier  beaucoup  d'un 
phénomène  à  un  autre. 

Nos  calculs  ne  visent  pas  particulièrement  les  phénomènes 
lumineux;  ils  s'étendent  à  tous  les  phénomènes  vibratoires  qui  se 
propagent  dans  un  milieu  isotrope. 

Les  formules  obtenues  sont  analogues  à  celles  qu'on  prétend 
établir  en  se  basant  sur  le  principe  de  relativité  restreinte.  Nous 
démontrons  ainsi  que  ce  principe  est  inutile  pour  l'étude  des  phéno- 
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mènes  optiques  et  électromagnétiques,  puisque  les  mêmes  résultats 
s'obtiennent  avec  beaucoup  plus  de  netteté  et  de  précision  par 
la  simple  étude  analytique  de  l'équation  des  ondes. 

D'autre  part,  comme  l'extension  du  principe  d'Einstein  en  dehors 
de  cette  catégorie  de  phénomènes  constitue  un  abus  basé  sur  une 
équivoque,  la  conclusion  très  nette  à  laquelle  nous  aboutissons 
est  la  suivante  : 

Le  principe  de  la  relativité  restreinte^  au  sens  d^ Einstein,  constitue 
tantôt  une  superfétation  et  tantôt  une  absurdité,  suivant  le  domaine 
auquel  on  l'applique. 


k 


FONCTIONS  ABELIENNES  A  TROIS  VARIABLES. 


255 


Sur  les  systèmes  de  relations  singulières  entre  les  périodes 
de  fonctions  abéliennes  à  trois  variables 

(  suite  et  fin  )  ; 

Par    Paul    LÉVY. 


CHAPITRE   II. 

LES    RELATIONS    SINGULIÈRES    DE    l'oPÉRATION    §. 

15.  Les  relations  singulières  et  le  tableau  des  coefficients.    — 
Considérons,  d'une  part,  le  tableau  ]  T  |  formé  par  les  quinze  coefficients 


a. 

^, 

7' 

>^, 

[X 

a', 

[3', 

/' 

>.', 

F-' 

«", 

(3", 

/'> 

^", 

F-" 

I 


d'autre  part,  le  système  (T)  formé  par  les  trois  relations  singulières 

E  =ICJ  +A'Je"  +  X"3C'+y'G"— [3"G'+((3'-y")l]  +  a'H'~  a"M"+ ^  =  o, 
E'^l3t"+l'  (,"  +h"3t  +  a"G  -y  G"  -^  {■/' -  a  )H'  +  (3"H"— (3  H  +  pL'=o, 
E"=>.5e'  +X'aC  H-X"  Cj"  +  ^G'  -  a'G  +  (a  — (3')H"+  yH  _  y'H'+ |ui"=  o. 

La  donnée  du  tableau  |  T  |  définit  parfaitement  le  système  (T).  Mais 
l'inverse  n'a  pas  lieu;  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  on  peut, 
sans  changer  le  système  (T),  ajouter  une  même  constante  aux  coeffi- 
cients a,  [il',  y",  qui  n'interviennent  que  par  leurs  différences  dans  les 
équations  du  système  (T). 

Nous  désignerons  par  p|Tl  +  p,|T,|  le  tableau  déduit  des  deux 
tableauxjTj  et  |T,|  eu  ajoutant  les  coefficients  correspondants  mul- 
tipliés respectivement  par  p  et  p , .  Nous  emploierons  dans  une  acception 
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analogue  la  notation  p(T)  4- p,  (T,  )  concernant  les  systèmes.  Nous 
désignerons  par  1  ^  |  le  tableau  pour  lequel 

tous  les  autres  coefficients  étant  nuls. 

Avec  ces  notations,  les  tableaux  qui  correspondent  à  un  même  sys- 
tème (T)  sont  représentés  par  la  formule 

(25)  |T|  +  a|r| 

et  ceux  qui  correspondent  aux  systèmes  p(T)  sont  représentés  par 

(25')  p|T|  +  a|r|. 

Ces  tableaux  sont  bien  dislincts^  en  ce  sens  que  les  transformations 
singulières  de  coefficients  a,y  auxquelles  ils  correspondent  par  les 
formules  (i  i)  sont  différentes,  et  que  de  même  les  fonctions  intermé- 
diaires singulières  auxquelles  ils  correspondent  par  les  formules  du 
n°  11  sont  différentes. 

Parmi  les  tableaux  (25)  qui  correspondent  au  système  (T),  il  nous 
arrivera  de  considérer  spécialement  le  tableau 

(^6)  |T|-5li^|.|, 

pour  lequel  la  somme  remplaçant  a  +  [i'-i-  y"  est  nulle.  Nous  l'appel- 
lerons tableau  moyen  du  système  (T).  Son  introduction  nous  per- 
mettra de  définir  des  invariants  qui  ne  dépendent  que  du  système  et 
non  du  tableau  correspondant  à  ce  système  que  Ton  considère.  Bien 
que  ses  coefficients  puissent  ne  pas  être  entiers,  nous  introduirons 
dans  les  formules  des  coefficients  numériques  tels  que  les  invariants 
soient  entiers. 

W.  L'interprétation  géométrique  du  n°  8  montre  bien  le  sens  de  la 
difierence  entre  le  tableau  |  T  |  et  le  système  (T). 

Le  tableau  |T|,  ou  plus  exactement  Tcnsemble  des  tableaux  p|T|, 
p  étant  une  constante,  correspond  à  un  complexe  F.  Le  tableau  |t| 
correspond  au  complexe  C.  Los  tableaux  rentrant  dans  la  formule  (25) 
définissent  une  famille  linéaire  de  complexes  contenant  le  com- 
plexe C. 
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Or  les  relations  singulières  expriment  que  la  droite  correspondant 
à  un  système  de  périodes,  c'est-à-dire  une  droite  du  complexe  G, 
appartient  au  complexe  F.  Elles  ne  changent  donc  pas  si  l'on  rem- 
place r  par  tout  autre  complexe  du  faisceau  considéré  (à  l'exception 
bien  entendu  du  complexe  G  lui-même).  Le  système  (T)  correspond, 
non  au  complexe  F,  mais  à  la  famille  linéaire  définie  par  G  et  F. 

11>.  Formation  des  tableaux  dérivés.  —  Nous  appellerons  tableau 
dérivé  d'un  tableau  |T|  tout  tableau  tel  que  les  transformations  qui  lui 
correspondent  par  la  formule  (ii)  s'appliquent  à  tout  système  de 
périodes  auquel  s'appliquent  les  transformations  correspondant  au 
tableau  jT].  En  d'autres  termes,  un  tableau  sera  dérivé  de  |  T  |  si  le 
système  de  relations  singulières  qui  lui  correspond  résulte  algébri- 
quement du  système  (T). 

Les  tableaux  {iS')  sont  donc  des  tableaux  dérivés  du  tableau  |T1. 
Nous  allons  voir  qu'il  y  en  a  d'autres,  dont  l'existence  a  été  découverte 
par  M.  Humbert. 

Pour  la  mettre  en  évidence,  formons  d'abord,  entre  les  équations 
du  système  IT|,  les  combinaisons 


(27)  ^  F'=H"li:-^-G'E'+H  E-r^o 

H  E'-v-G"VJ=o 


\   r    ^n    II, 
(  F'^H'E 


GE-f-ir'E'+H'E"  =  o, 

n 


\ 


En  appelant  toujours  D  le  déterminant  des  périodes,  il  vient 

F  =  >.  D-+-y'  (^'  _(3"(,"'— ((3'— y")  X  —  [3  3e'  +  y  3€"-+-  [x  G  +fji'  I1"+jul"H'=  o, 
F' =  >/D +  «"(,'"-  y  ()  —(/-a  )3C'— y'a€"4-a'3e  +  p.  I1"h-/jl' G'-+-fx"  H  =  o, 
F"  =  >."D-i-  [3  (,'  -  oi'  (,"  — (a  -[3')  OC"-  a"5C  +  [3"Je'  4-  f/  t{'  +  .a'  M  -^^"G"=  o. 

Formons  maintenant  les  combinaisons 

i  E,  =  }/  F"  —  >,"F'  4-  a  E  -+-  a'  E'  +  a"  E"  =  o, 

(28)  I  E;  =  >."F  _>.  F"-i-[3E-+-[3'E'+^"E"=o, 

[  E';  =  X  F'  —  >/  F    +■  y  E  +  y'  E'  +  y"  E"  =  o. 

En  développant  ces   expressions,  on  constate  sans  peine  que  ces 
équations  constituent  un  système  (T,)  de  relations  singulières  corres- 
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pondant  au  tableau  |  T,  |  de  coefficients 

en  désignant  par  (a),  (fJ),  . ..,  (y")  les  mineurs  du  déterminant 


(29) 


(3;  =  />'-(  [3'), 

/."y", 


/,  =  ////'- ({3"), 


lA -=!'■■/  +/^-'v'+f^"/': 


ô  = 


a     a'     a" 

r-     (3'     (3" 

V   y'    7" 


'  I 


correspondant  respectivement  aux  éléments  a,  [iJ, 

Le  système  (T,),   et  par  suite  tous  les  systèmes  p(T) - 
résultant  algébriquement  du  système  (T),  tous  les  tableaux 

(3o)  plT|  +  p,|T,|-^a!T| 


?XT,), 


sont  des  tableaux  dérivés  du  tableau  |T|.  Nous  désignerons  le  tableau 

IT,  I  parle  symbole 

1T.|  =  F(|Ï|),. 

l'opération  F(.)  étant  la  transformation  d'un    tableau   par  les  for- 
mules (29). 

16.  Il  existe  une  relation  linéaire  à  coefficients  constants  entre  les 
six  équations  des  systèmes  (T)  et  (T,).  Les  formules  (28)  donnent  en 
effet 


(3i) 


1 E,  -+-  À'  E;  -4-  l"  E\  =  h  l'>  -<-  >•',  K'  -+-  >.î  K". 


17.  Répétition  de  l! opération  F.  —  La  formule  (J5o)  donne-l-elle 
tous  les  tableaux  dérivés  du  tableau  |T|?  Fn  particulier,  l'opération  F 
effectuée  sur  le  tableau  |T,  |,  ou  sur  un  tableau  (juelconque  rentrant 
dafis  la  formule  (3o),  en  donne-l-elle  de  nouveaux? 

On  peut  répondre  a  priori  en  observant  qu'il  n'est  pas  possible  en 
général  d'éliminer  à  la  fois  G,  H",  11'  entre  les  équations  (T);  félimi- 
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nation  de  G  donne  en  effet  les  équations 

E  =  o,        e;  =  o, 

entre  lesquelles  rélimination  simultanée  de  H"  et  H'  n'est  pas  possible 
en  général.  Or,  si  Ton  pouvait  déduire  de  (T)  un  nouveau  système  de 
relations  singulières  (To)  qui  ne  soit  pas  de  la  forme  p(T)  -+-  p^  (T,  ), 
on  pourrait  éliminer  G,  H",  H'  entre  les  équations  de  ces  systèmes. 

Nous  ne  développerons  pas  ces  calculs  ;  il  est  plus  intéressant 
d'étudier  les  substitutions  résultant  de  l'opération  F  effectuée  sur  les 
tableaux  de  la  forme  (3o). 

Commençons  par  effectuer  cette  opération  sur  les  tableaux 

|T'|  =  IT|  +  alr| 

correspondant  à  un  même  système  (T).  Il  résulte  sans  difficulté  des 
formules  (29)  que 

(32)  |T;i  =  F(|T'l)  =  |T,|  +  ajT|-[a^+a(a  +  [3'+y")]|T|. 

Effectuons  maintenant  l'opération  F  sur  le  tableau  |  T,  |.  Un  calcul 
facile  donne 

(33)  F(|T,|)  =  F^(|T1)^K|T|, 

en  posant 

K  =  V,  +  l'  ij.\  4- 1"  ij.\  —  è, 

Appliquons  cette  formule  en  remplaçant  |  T  |  par  |T'|.  Tenant 
compte  de  la  formule  (3*2),  il  vient 

(34)  F(|T'J)  =  K'|T'|, 

K'  étant  ce  que  devient  K  quand  on  ajoute  <j  aux  coefficients  a,  [3',  y", 
c'est-à-dire 

(35)  K'=K  +-  («,+  (3; +  -/;)(7  — (a  +  [3'+y")^'--a^ 

La  combinaison  des  formules  (32),  (34)  et  de  la  formule  évidente 

F(p|T|)  =  p^F(|Tl) 
permet  de  former 

Fip\T\  +  p,\'i\\^-a\7\). 


26o 
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La  substitution  considérée  est  donc  parfaitement  définie  par  ces 
formules. 


18.  L'opération  i.  —  Nous  allons  mettre  en  évidence  des  quantités 
qui  soient  des  fonctions  du  système  (T).  Pour  cela  nous  représenterons 
ce  système  par  son  tableau  moyen,  pour  lequel 

(36)  a4-f3'-Hy"=o, 

qui  se  déduit  d'un  tableau  quelconque  |T|  correspondant  au  même 
système  en  retranchant ^ — -- 1  t  [.  Le  tableau 


correspond  à  un  système,  à  coefficients  entiers,  que  nous  représente- 
rons par 

(G,)  =  'n('n]. 

Les  formules  relatives  à  l'opération  i  se  déduisent  sans  difficulté 
de  celles  relatives  à  l'opération  F,  en  supposant  que  le  tableau  |T'| 
vérifie  la  condition  (3(3).  Remarquons  d'abord  que,  dans  ce  cas, 
K  prend  la  forme 

(37)  K'=i-H-U-a3, 

27         6 

les  coefficients 

(38)  J=7,7K,         I  =  3(a,-i-(3',-t-/;)' 

étant  des  entiers,  toutes  les  fois  que  le  tableau  considéré  est  dérivé  par 
la  formule  (26)  d'un  tableau  à  coefficients  entiers.  Si  d'ailleurs  le 
système  (T)  est  défini  par  un  tableau  |T|  ne  vérifiant  pas  la  condi- 
tioFi  (3(3),  on  ramène  sans  difficulté  l'expression  (35)  à  la  forme  (87) 
par  le  changement  de  variable 

a_.a4- ^— ^, 

et  les  e\|)ressions  de  I  et  J  en  fonction  des  coefficients  de  ce  tableau 
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sont 

(39) 


J  =  27K  -  9(«  +  (3'+  /)  (a,  +  (3;  +  /;)  -^  2(a  +  (3'  +  -/'y. 


Ayant  écrit  les  expressions  de  I  et  de  J  dans  le  cas  général,  revenons 
au  cas  où  l'on  définit  le  système  (T)  par  son  tableau  moyen.  On  a  dans 
ce  cas,  par  définition  de  l'opération  §, 

^{\T,\  +  a\T\)  =  3F(\T,\  +  a\T\-''-l±^±ïl.\r\y 

=  3F|^|T,|  +  a|T|-a^lT|  +  (a^-^)lr|    . 

En  tenant  compte  des  formules  (32)  et  (34),  et  négligeant  les  termes 
en  I T  [,  on  trouve  comme  expression  de  ce  tableau 

3K'|T|  +  3(^a^-lj{|T,|  +  a|T|)  =  .H(a^'--i)lT.l  +  (i  +  ^|^j|T|. 

Passant  de  ce  tableau  au  système  correspondant,  remplaçant  (T,) 
par  -x  (g,)  et  la  lettre  a  par  la  lettre  p,  on  trouve 


3(^i)  +  P(T) 


^(J_,_|lp),T)+(p^-I)(.,), 


puis,  en  tenant  compte  de  l'homogénéité  des  formules  (29)  et  intro- 
duisant un  paramètre  p^ , 

(4o)  .f[p(T)  +  p,(G,)]  =  ('^Ipp.  +  Jp'f)(T)  +  (p--'-Ipn(50. 

Cette  formule  montre  bien  les  substitutions  résultant,  parmi  les 
systèmes 

p(T)  +  p,(G,), 
de  l'opération  #. 

19.  Formules  concernant  les  entiers  l  et  J.  —  Appelons  I,  et  J, 
ce  que  deviennent  I  et  J  lorsqu'on  remplace  le  système  (T)  par  son 
transformé  (G,),  et  F  et  J'  ce  qu'ils  deviennent  lorsqu'on  remplace  le 
système  (T)  par  le  système 

(,S)  =  p(T)  +  p.(5,). 
La  formule  (4o)  permet  de  calculer  ces  quantités. 
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Pour  p  =  o,  p,  =  I ,  cette  formule  devient 

(4i)  (S2)=^f(5,)  =  J(T)-I(Gi). 

Nous  pouvons  maintenant  avoir  deux  expressions  de  ^(Sa),  l'une 
en  remplaçant  p  et  p,  par  J  et  —  I  dans  la  formule  (4o),  l'autre  en 
remplaçant  (T)  par  (g,)  dans  la  formule  (4i);  il  vient  ainsi 

^(S0=-1^J(T)  +  (J^-P)(5,) 

=  J,(GO- 1.(52)  =-i,J(T)  +  (J,+  iio(e,). 

Or  les  systèmes  (T)  et  (s,)  sont  distincts^  en  ce  sens  qu'un  système 
ne  peut  être  mis  que  d'une  seule  manière  sous  la  forme 

c(T)-4-c,(Ei)- 

(Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  point;  il  est  évident  que  dans  les 
cas  exceptionnels  où  il  n'en  est  pas  ainsi,  l'opération  i  n'introduisant 
pas  un  nouveau  système,  toutes  les  formules  écrites  deviennent  sans 
intérêt.)  En  comparant  les  deux  expressions  de  ^(Gj),  on  a  donc 

(42)  I,  =  P,         J,  =  J'--2P. 

On  peut  opérer  de  même  en  partant  du  système  (s).  La  formule 
(4o)  donne  son  transformé  (s,).  On  peut  calculer  §{è^),  soit  en  rem- 
plaçant p  par  p,  dans  la  formule  (4o)  P^r  ^Ipp,  -h  Jp^  et  p^  —  Ip^,  soit 
en  remplaçant  (T),  (s,),  I  et  J  dans  la  formule  (4»)  par  (^)  (s,),  V 
et  J.  Remplaçant  encore  dans  cette  formule  (s)  et  (s,)  par  leurs  expres- 
sions en  fonction  de  (T)  et  (s,)  et  identifiant  les  deux  expressions 
trouvées  pour  ^(-s,),  il  vient,  tous  calculs  faits, 

^"'   '  j  J'=(J'--2p)p? -^-3IJpp?^-6^\&2p,  +  Jp^ 

Le  discriminant  de  l'expression  (37)  est,  au  facteur  numérique  27 
près,  .P — 4L'.  D'après  les  formules  précédentes,  il  se  transforme  par 
l'opération  i  en 

(44)  (J'2-41'--')  =  (J^-41^)(Jpî  +  3Ipp?-.o3)'. 


22.  Les  systèmes  exceptionnels.   —   En  général,  le  système  (G,), 
quoique  équivalent  algébriquement  au  système  initial  (T),  est  distinct 


i 


FONCTIONS     VBÉI.IENNES    A    TIIOIS     VARIABLES.  263 

de  lui,  en  ce  sens  que  les  coefficienLs  de  ces  deux  syslrmes  ne  sont  pas 
proportionnels.  Lorsqu'ils  le  sont,  nous  dirons  que  le  système  (ï)  est 
exceptionnel. 

La  formule  (32)  montre  que,  parmi  les  tableaux  corres[)ondant  à  un 
système  exceptionnel,  il  y  en  a  un  et  un  seul  qui,  transformé  par 
Topération  F,  donne  un  tableau  multiple  du  tableau  It].  On  démontre 
aisément  qu'il  est  à  coefficients  entiers.  Il  suffit  évidemment  de  le 
démontrer  dans  Tliypothèse  où  les  coefficients  du  système  (T)  sont 
premiers  entre  eux.  Dans  ce  cas,  si  |  ï' |  est  un  quelconque  des 
tableaux  correspondant  à  ce  système,  on  a  évidemment 

F(|T'|)==c,lT'|4-c,|rl. 

c,  et  Ca  étant  entiers.  Le  tableau  à  coefficierits  entiers 

|T|  =  1T'|-c.|t|, 

d'après  la  formule  (32),  est  alors  tel  que 

F(IT1)  =  c1t|. 

La  répétition  de  l'opération  F,  d'après  la  formule  (33),  donne  un 
tableau  K  |  T|  multiple  de  |T|;  mais  le  second  membre,  transformé  par 
cette  opération,  donne  —  c^|t|,  comme  on  le  voit  en  faisant  [  T  |  =  o, 
(7  =  c  dans  la  formule  (32).  La  comparaison  de  ces  deux  résultats 
entraîne  c  =  K  =  o. 

Parmi  les  tableaux  correspondant  à  un  système  exceptionnel  (T), 
il  y  en  a  donc  un  et  un  seul  qui,  transformé  par  l'opération  F,  donne 
un  tableau  identiquement  nul.  Nous  l'appellerons  tableau  excep- 
tionnel correspondant  au  système  (T).  Il  est  à  coefficients  entiers  si  le 
système  est  à  coefficients  entiers. 

Les  expressions  de  I  etJ,  et  la  formule  de  définition  de  l'opération  #, 
en  tenant  compte  toujours  de  la  formule  (32),  deviennent,  dans  le 
cas  d'un  système  exceptionnel, 

(^5)  I^(a  +  ;3'^-7■")^        J  =  -2(a  +  (3'+/')^ 

(46)  ,f(T)=r-(a  +  [î'+y")(T). 

a,  ^',  y"  étant  les  coefficients  du  tableau  exceptionnel  correspondant 

Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  III,  1923.  -^4 
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au  système  considéré.  On  en  déduit 
(47)  J2— 4P  =  o. 

23.  Les  systèmes  exceptionneis  dérùés  d^un  système  donné.  — 
Soient  (T)-un  système  non  exceptionnel,  |T|  son  tableau  moyen.  Son 
transformé  (s,)  par  l'opération  §  est  distinct  de  lui.  La  formule  (4o) 
montre  alors  que  la  condition  pourjju'un  système  dérivé  de  (T),  c'est- 
à-dire  de  la  forme 

(.S)  =  p(T)  +  p,{e,), 

soit  exceptionnel,  est 
c'est-à-dire 


•',  Ipp,  -^-  i p\  p^ —  I 


Pi 


(48)  Jp-J+3Ippf-p3=o. 

Ce  résultat  peut  se  déduire  des  forinules  des  n°*  17  et  18  sans 
utiliser  la  formule  {(\o).  Le  système  (s)  est  en  effet,  à  un  facteur 
conslanl  près,  d'après  la  formule  (32),  celui  qui  correspond  au  tableau 

|TV|-=F(|T'|):=:b^(lTl  +  a|7l),  (<^=-3^)- 

La  répétition  de  l'opération  F,  d'après  la  formule  ('>3).  donne  le 
tableau  K  |T'|,  correspond  certainement  à  un  système  distinct  de 
celui  auquel  corres])ond  |  T',  |,  sauf  si  \L'  =  o.  La  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  le  système  (s)  soit  exce})tionnel  est  donc 

I.       J        '  3 

Iv'  rr 1-  ô  0" 0-^=0. 

En  remplaçant  a  par  sa  valeur,  on  retrouve  la  condition  (4^)» 

Parmi  les  systèmes  dérivés  de  (T),  il  y  en  a  donc  trois,  déterminés 
chacun  à  un  facteur  constant  près,  qui  sont  exceptionnels.  La  condi- 
tion pour  que  deux  soient  confondus  est 

(49)  J^'-4l^--o. 

Dans  ce  cas,  le  système  (s),  correspondant  à  la  racine  double  de 
l'équation  (4^)?  sevA  dit  système  exceptionnel  double  dérivt'  de  (T). 
Les  systèmes  dérivés  de  (T)  étant  les  mômes  que  ceux  dérivés  d'un 
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quelconque  des  systèmes  (s)  autres  que  ies  systèmes  exceptionnels,  la 
formule  (49)  (entraîne  la  formule  analogue 

(5o)  J'-^—  /ir^rzzo. 

C'est  bien  ce  que  montrait  d'une  manière  plus  précise  la  formule  (44)- 
Cette  formule,  ou  la  formule  (4?)  applicable  à  tout  système  excep- 
tionnel, montre  de  plus  que  l'éi^alité  (5o)  est  vérifiée,  même  si 
l'égalité  (49)  ne  Test  pas,  pour  les  trois  systèmes  exceptionnels 
dérivés  de  (T). 

Dans  le  cas  où  la  condition  (49)  est  vérifiée,  on  a  pour  le  système 
exceptionnel  double  dérivé  de  (T) 

(5i)  I'=J'=o.  .        t 

Ces  formules  se  déduisent  en  effet,  en  tenant  compte  des  expres- 
sions (43)  de  I'  et  J',  du  fait  que-^  est  une  racine  double  de  l'équa- 

lion  (4^)-  Inversement,  si  la  condition  (5i)  est  vérifiée  pour  un 
système  exceptionnel  {§)  dérivé  de  (T)(cela  ne  fait  qu'une  condition 
puisque  J'^  —  4I''  est  nul  de  toute  façon),  on  vérifie  aisément  que  la 

valeur  de  —  correspondant  à  (s)  est  une  racine  double  de  l'équation  (48). 

La  condition  (5i)  est  donc  nécessaù^e  et  sii^sanle  y)Ouv  qu  un  système 
exceptionnel  (-s),  dérivé  de  (T),  soit  double.  Il  est  à  remarquer  qu'elle 
ne  dépend  que  du  système  exceptionnel  considéré,  et  non  du  sys- 
tème (T)  dont  il  est  dérivé,  ce  qui  n'était  nullement  évident  a  priori. 
On  peut  donc  employer  sans  ambiguïté  l'expression  système  excep- 
tionnel double. 

D'après  l'expression  (45)  des  entiers  I  et  J  relatifs  à  un  système 
exceptionnel,  la  condition  (5i),  qui  indique  qu'un  tel  système  est 
double,  indique  aussi  que  son  tableau  exceptionnel  est  identique  à  son 
tableau  moyen,  c'est-à-dire,  d'après  la  définition  même  de  l'opé- 
ration #,  que  son  transformé  par  cette  opération  estidentiquement  nul. 

Il  peut  arriver  que  les  trois  systèmes  exceptionnels  dérivés  de  (T) 
soient  confondus.  Etant  donnée  la  forme  de  l'équation  (48),  la  con- 
dition pour  qu'il  en  soit  ainsi  est 
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Dans  ce  cas,  il  y  a  un  système  exceptionnel  triple  dérivé  de  (T),  pour 
lequel  la  condition  (5i)  est  certainement  vérifiée.  Mais  on  ne  peut  pas 
reconnaître  d'après  les  coefficients  de  ce  système  s'il  en  est  ainsi. 
Nous  verrons  qu'étant  donné  un  système  exceptionnel  double  quel- 
conque (s),  on  peut  toujours  trouver  des  systèmes  (T)  tel  que  (s)  soit 
un  système  exceptionnel  triple  dérivé  de  (T). 

24.  Recherche  directe  des  systèmes  exceptionnels.  —  Chaque  sys- 
tème exceptionnel  étant  représenté  d'une  manière  unique  par  son 
tableau  exceptionnel,  il  nous  suffit  de  trouver  la  forme  générale  d'un 
tel  tableau.  Les  conditions  pour  qu'un  tableau  |T|  soit  exceptionnel 
s'obtiennent,  d'après  la  définition  même,  en  annulant  les  coefficients 
de  son  transformé  |  T,  |,  donnés  par  les  formules  (29). 

Il  résulte  d'abord  des  neuf  premières  de  ces  formules  que  le  déter- 
minant 0  a  pour  adjoint 

)./JL         Lp.'         l^x" 

(52)  0'=    /.>      l'ij.'       l'ix" 

.p.      /.  (X        A  ^x 

II  est  donc  nul.  A  cette  condition  près,  nous  pouvons  choisir  d'une 
manière  quelconque  les  coefficients  a,  [^,  y,  a',  ^',  y',  a",  (i",  y".  Choi- 
sissons ensuite  A  et  [x  de  manière  que 

Les  autres  coefficients  À',  X",  jji',  lu."  sont  déterminés  par  les  formules 

Dans  ces  conditions,  on  vérifie  aisément  que  toutes  les  autres 
formules  obtenues  en  annulant  les  coefficients  de  |T,  |  sont  vérifiées. 
Ainsi  on  a 

juL,  =  /jia  +  fjL'a'  +  ix' a."  =  -^  [a(a)  -4-  a'(a')  -+-  3{"(a"  )  |  —  -  =  0, 

"^  "^  '^  /.fjL  (a) 

puisque  (a)(fJ')  -  (fJ)(a')  =  oy"=  o. 
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On  voit  donc  que,  pour  former  un  tableau  exceptionnel,  on  peut 
choisir  arbitrairement  par  exemple  huit  des  coefficients  du  déter- 
minant o,  et  le  coefficient  A.  Les  formules  qui  donnent  les  six  autres 
coefficients  sont  d'ailleurs  rationnelles  et  homogènes.  Les  tableaux 
exceptionnels  dépendent  donc  d'une  manière  rationnelle  et  homogène 
de  neuf  paramètres. 

Le  mode  de  formation  qui  précède  suppose  que  (a)  ne  soit  pas  nul. 
Si  ce  mineur  était  nul,  on  pourrait  choisir  à  la  place  un  quelconque 
des  mineurs  de  o.  Enfin,  si  le  déterminant  S  a  tous  ses  mineurs  nuls, 
il  est  de  la  forme 


Im 

Un' 

Un" 

l' tn 

l'ni' 

im" 

l'rn 

l"m' 

im" 

Et  des  groupes  de  coefficients  X,  X',  X"  et  ijt.,  p.',  [Ji",  Fun  est  identique- 
ment nul  (soit  le  premier),  l'autre  vérifiant  une  relation  (soit 
mp. -t- 7?2'[j.'-i- m"[Ji"=  o).  Comme  on  ne  restreint  rien  en  supposant 
par  exemple  /=  i,  les  tableaux  ainsi  formés  dépendent  d'une  manière 
homogène  de  sept  paramètres,  soit  deux  de  moins  que  dans  le  cas 
général.  On  vérifie  d'ailleurs  sans  peine  que  tous  les  tableaux  pour 
lesquels  (a)  est  nul  s'obtiennent  comme  limite  du  cas  général.  Il  en 
résulte  que,  si  nous  considérons  les  coefficients  d'un  tableau  comme 
des  coordonnées  homogènes  dans  un  espace  E,,,  à  i4  dimensions,  les 
points  correspondant  à  des  tableaux  exceptionnels  constituent  une 
variété  unicursalc  V  à  8  dimensions. 

Les  coefficients  d'un  système  peuvent  de  même  être  considérés 
comme  les  coordonnées  homogènes  dans  un  espace  E,  3  à  1 3  dimensions, 
dont  chaque  point  correspond  à  une  droite  de  l'espace  E,^.  Comme, 
deux  tableaux  exceptionnels  distincts  donnent  nécessairement  deux 
systèmes  exceptionnels  distincts,  les  points  de  l'espace  E,3  correspon- 
dant à  des  systèmes  exceptionnels,  que  nous  appellerons  points 
exceptionnels,  constituent  également  une  variété  V  unicursale  à 
8  dimensions  ('),  qu'on  peut  considérer  comme  la  projection  de  V,  si 
l'on  considère  l'espace  E,3  comme  un  plan  dans  l'espace  E,,, .  Tandis 

(*)  Les  calculs  qui  précèdent  ne  sont  d'ailleurs  pas  nécessaires  pour  trouver 
ce  nombre  de  dimensions  {voir  la  note  du  n°  27). 
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que  la  variété  V  a  toutes  ses  équations  du  second  degré,  celles  de  la 
variété  V  sont  du  troisième  degré.  Pour  le  voir,  représentons  chaque 
point  A  de  l'espace  E,,  par  le  tableau  moyen  correspondant,  soit  |  T  |. 
A  sera  exceptionnel  si  l'on  peut  déterminer  g  de  manière  que  le  tableau 
F(|T|  -i-a-|T|)  ait  ses  coefficients  a,  '^' ,  y"  égaux  et  les  autres  nuls 
(car  alors  il  sera  de  la  forme  c\-\,  avec  c  =  o,  d'après  le  n''  22).  Les 
équations  ainsi  obtenues  sont  du  second  degré  par  rapport  à  l'ensemble 
des  coefficients  et  de  a,  et  linéaires  en  7;  l'élimination  de  u  donne 
bien  des  équations  du  troisième  degré. 

Au  point  de  vue  arithmétique,  nous  devons  chercher  les  tableaux 
exceptionnels  à  coefficients  entiers.  Lorsqu'on  a  choisi  les  neuf  pre- 
miers coefficients  entiers  et  annulant  le  déterminant  §,  tous  les 
éléments  du  déterminant  (52)  sont  connus.  S'ils  sont  premiers  entre 
eux  dans  leur  ensemble,  les  six  derniers  coefficients  ).,  //,  A',  a,  a',  ul" 
sont  déterminés  au  signe  près;  s'ils  admettent  un  plus  grand  commun 
diviseur  ayant  n  diviseurs,  il  y  a  (en  tenant  compte  du  signe)  in  sys- 
tèmes de  déterminations. 

2^3.  Nombre  de  relations  cHsLùictes  iVun  système  exceptionnel.  — 
Soit  un  système  exceptionnel  (S),  représenté  par  son  tableau  excep- 
tionnel |S|.  L'opération  F,  consistant  à  combiner  les  équations  de  ce 
système  d'après  les  formules  (27)  et  (28),  donne  des  équations  iden- 
tiquement vérifiées.  On  a  donc 

l   (//n'-/."ll"+a)K-f-(//il   -/."G'+a')K'+(>'G"-+-X"H   +a")E"=o, 

(  53  )        (À"  G  -  À  1 1  '  +  ^)  1-:  +  (k"\{"- 1  H  +  (3')  E'+  {V  W- 1  G'  +  (3")  E"  =  o, 

f  (À  II"  -//G-H-/)E  +  (>  G'-V\l"-{-y')E'-\-(l  II  _//H' +y")E''=  o. 

Les  équations  du  système  (S)  ne  sont  donc  j^as  indépendantes. 
Cela  ne  veut  pas  dire  d'ailleurs  que  deux  de  ces  équations,  par 
exemple 

(54)  E=:E'  =  o, 

entraînent  la  troisième.  Fn  eiTel,  d'après  les  identités  (r)3),  on  peut 
conclure  que  l'on  a,  soit  E''  =  o,  soit 

(55)  ^'G"— ),"n  -'■«"=}."  H'-  XG"-t-[3'=XH  — >.'n'-+-/'=o. 
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Ces  dernières  équations  se  réduisent  à  deux  distinctes,  en  vertu  de 

et  l'on  vérifie  aisément,  en  tenant  compte  de  ce  que  le  tableau  |  S  |  est 
exceptionnel,  qu'elles  entraînent  les  équations  (54). 

En  utilisant  la  représentation  des  périodes  dans  l'espace  à  G  dimen- 
sions, on  énonce  le  résultat  obtenu  en  disant  que  l'intersection  des 
quadriques  (54)  se  décompose.  Une  partie  est  la  variété  linéaire 
à  4  dimensions  définie  par  les  équations  (55).  L'autre  est  située  sur  la 
quadrique  E"=o,  de  sorte  que  ses  points  correspondent  à  des  sys- 
tèmes de  périodes  vérifiant  le  système  (S).  Ces  systèmes  de  périodes 
dépendent  donc  de  4  paramètres,  et  non  de  3,  comme  ce  serait  le  cas 
pour  un  système  non  exceptionnel. 


CHAPITRE  III. 

GÉOMÉTRIE    DE    l'eSPACE    Ejj. 

26.  Définition  des  droites  D  dans  F  espace  E,.,.  —  Considérons  de 
nouveau  l'espace  E,3  défini  au  n°  ii^,  dans  lequel  nous  avons  défini  la 
variété  V,  lieu  des  points  exceptionnels.  Les  systèmes  de  périodes 
dérivés  d'un  système  donné  non  exceptionnel  sont  évidemment  repré- 
sentés par  tous  les  points  d'une  droite.  Nous  dirons  qu'une  telle 
droite  est  une  droite  D.  On  peut  dire  encore  qu'une  droite  D  est  une 
droite  joignant  un  point  non  exceptionnel  à  son  dérivé  par  l'opéra- 
tion É. 

On  retrouve  la  même  droite  si  l'on  part  d'un  quelconque  de  ses 
points  qui  ne  soit  pas  exceptionnel.  Donc  par  tout  point  non  excep- 
tionnel passe  une  droite  D  et  une  seule;  ces  droites  dépendent  évi- 
demment de  12  paramètres. 

Sur  une  droite  D  sont  situés  trois  points  exceptionnels,  distincts  ou 
non.  Une  droite  joignant  deux  points  exceptionnels  n'est  pas  en 
général  une  droite  D.  Un  couple  de  points  exceptionnels  dépend  en 
effet  de  i6  paramètres;  il  y  a  donc  quatre  conditions  à  vérifier  pour 
que  la  droite  qui  les  joint  soit  une  droite  D.  Nous  dirons  dans  ce  cas 


1',0  PAUL    LKVY 


que  les  deux  points  considérés  sont  associablcs  ('),  et  que  les  systèmes 
(ou  les  tableaux)  exceptionnels  qui  leur  correspondent  sont  associables. 
Sur  la  droite  qui  les  joint  est  alors  situé  un  troisième  point  excep- 
tionnel associable  aux  deux  précédents. 

Il  est  évident  que  deux  systèmes  exceptionnels  associables  ne  cons- 
tituent que  trois  relations  distinctes  entre  les  périodes,  puisqu'ils 
sont  dérivés  d'un  même  système  non  exceptionnel.  Au  contraire,  deux 
systèmes  exceptionnels  non  associables  constituent  en  général 
4  relations  distinctes  (nous  verrons  plus  loin  un  autre  cas  d'exception 
où  elles  se  réduisent  à  3). 

27.  Définition  cl  cÂassifi cation  des  variétés  L.  —  Considéro-ns  un 
système  de  périodes,  vériiîaut  certains  systèmes  de  relations  singu- 
lières, représentés  dans  l'espace  E,3  par  des  points  A,  A',  Par 

l'opération  ^  et  par  des  combinaisons  linéaires,  ces  opérations  pouvant 
être  répétées,  on  peut  obtenir  de  nouveaux  systèmes  de  relations  sin- 
gulières vérifiées  par  les  périodes  données.  Géométriquement,  les 
points  correspondant  à  ces  systèmes  s'obtiennent  en  considérant  les 
droites  D  passant  par  les  points  A,  A',  . . .,  puis  la  variété  linéaire  à  2, 
3,  ...,  dimensions  définies  par  les  droites  ainsi  obtenues,  et  recom- 
mençant ces  opérations.  On  augmente  ainsi  le  nombre  de  dimensions 
de  la  variété  obtenue,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  variété  jouissant 
des  deux  propriétés  suivantes  :  i"  être  linéaire;  2°  contenir  toutes  les 
droites  D  dont  elle  contient  au  moins  un  point  non  exceptionnel;  en 
d'autres  termes,  si  B  est  un  point  non  exceptionnel  de  la  variété 
obtenue,  la  droite  D  passant  par  ce  point  est  contenue  dans  cette 
variété.  Nous  appellerons  cette  variété  variété  L(linéaire)  déterminée 
par  Les  points  donnés  A ,  A', 

En  posant  le  problème  sous  forme  géométrique,  on  est  conduit  à 
élargir  un  peu  les  termes  du  problême  initial,  et  cliercbcr  à  étudier  la 
variété  L  définie  par  des  points  en  nombre  quelconque,  sans  se 
demander  si  les  systèmes  de  relations  singulières  correspondants  sont 
compatibles  ou    non,   c'est-à-dire   sans  se  demander  s'il   existe   une 

(')  Nous  dirons  d'une  manière  générale  (jue  deux  points,  exceplionnets  ou 
non,  sonl  associables,  si  la  droite  qui  les  joint  est  une  droite  D. 
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variété  S  qui  lui  corresponde  daus  l'espace  Eg.  C'est  à  ce  point  de  vue 
que  nous  nous  placerons  dans  le  présent  Chapitre. 

Nous  diviserons  ces  variétés  en  plusieurs  catégories. 

Une  première  catégorie  comprendra  les  variétés  L  dont  tous  les 
points  sont  exceptionnels  ;  ces  variétés  peuvent  être  définies  aussi 
comme  variétés  linéaires  situées  sur  la  variété  V.  Elles  jouent  un  rôle 
tout  à  fait  particulier,  étant  déterminées  en  partant  de  certains  de 
leurs  points  sans  faire  intervenir  l'opération  i.  Nous  les  appellerons 
des  plans  IT.  Nous  appellerons  droites  A  celles  qui  n'ont  qu'une 
dimension,  et  pour  les  autres  nous  indiquerons  le  nombre  de  dimen- 
sions par  un  indice  (qui  pourra  être  2,  3  ou  4)- 

Si  une  variété  h  k  n  dimensions  contient  des  points  non  excep- 
tionnels, elle  est  un  lieu  de  droites  I)  dépendant  de  n  —  i  paramètres 
et  contenant  chacune  trois  points  exceptionnels.  Le  lieu  des  points 
exceptionnels  se  compose  alors  de  trois  nappes  (');  chaque  point 
exceptionnel  pouvant  être  obtenu  une  infinité  de  fois,  ces  nappes 
peuvent  avoir  moins  de  n  —  i  dimensions;  appelons  /?, ,  n.y,  n^  leurs 
nombres  de  dimensions  respectifs. 

En  admettant,  ce  qui  sera  démontré  plus  loin  (n°  28),  que  toute 
droite  qui  coupe  les  trois  nappes  (et  a  par  suite  au  moins  trois  points 
exceptionnels)  est  une  droite  D,  on  obtient  aisément  la  relation  (^) 


Nous  diviserons  les  variétés  considérées  en  trois  nouvelles  caté- 
gories suivant  que  i,  2  ou  3   des  nombres  /i,,  n.,,  n^  sont  inférieurs 


(')  Certaines  droites  A  peuvent,  comme  nous  le  verrons,  être  obtenues 
comme  limites  de  droites  D.  Il  peut  arriver  que  des  droites  de  cette  nature 
constituent  une  nappe  spéciale,  en  plus  des  trois  nappes  qui  existent  toujours 
dans  une  variété  L. 

(^)  Les  droites  qui  joignent  un  point  de  la  première  nappe  à  un  point  de  la 
seconde  dépendent  de  ni-+-/i.,  paramètres;  il  y  a  n  —  i  —  «3  conditions  à 
remplir  pour  qu'une  telle  droite  coupe  la  troisième  nappe,  et  le  nombre  de 
paramètres  restants  est  évidemment  égal  à  n  —  i.  La  formule  obtenue  est 
applicable  en  particulier  à  l'espace  E,3  tout  entier,  qui  est  une  variété  L,  et 
montre,  la  variété  V  ne  pouvant  se  décomposer  en  nappes  algébriquement 
distinctes,  que  cette  variété  est  bien  à  8  dimensions. 

Journ,  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  III,  1922.  ^^ 
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k  n  —  I,  c'est-à-dire  suivant  que  i,  2,  ou  3  des  nappes  formées  par  les 
points  exceptionnels  sont  composées  de  points  obtenus  chacun  une 
infinité  de  fois. 

Dans  le  premier  cas,  on  a 

rt,rrro,  n^^  n-^^  n  —  i; 

la  variété  L  est  alors  composée  de  droites  D  passant  par  un  point  fixe. 
Nous  appellerons  une  telle  variété  un  plan  $. 
Dans  le  deuxième  cas,  on  a 

fii-r-  n,=  n^=  n  —  \\ 

toute  droite  joignant  un  point  de  la  première  nappe  à  un  point  de  la 
seconde  est  alors  une  droite  D;  en  d'autres  termes,  chaque  point  de  la 
première  nappe  est  associable  à  tous  les  points  de  la  seconde;  nous 
dirons  que  ces  deux  nappes  constituent  deux  variétés  associables. 
(Nous  dirons  aussi  qu'une  variété  est  associée  à  une  aulre  si  elle  est, 
soit  le  lieu  de  tous  les  points  associables  à  tous  ceux  de  l'autre,  soit 
le  lieu  de  tous  les  points  exceptionnels  jouissant  de  ladite  propriété. 
La  variété  h  considérée,  lieu  de  droites  s'appuyant  sur  deux  variétés 
associables,  sera  appelée  variété  .^  . 

Dans  le  troisième  cas,  la  variété  L  sera  appelée  variété  OW.  On  a 

dans  ce  cas 

« ,  +  «2  -t-  /*3  =  2  /i  —  2  5  3  «  —  6  ; 

n  est  donc  au  moins  égal  à  4- 

Nous  indiquerons  toujours  le  nombre  de  dimensions  de  ces  variétés 
en  affectant  les  lettres  <J?,  J^  et  OTL  d'un  indice. 

Nous  définirons  d'une  manière  complète  tous  les  types  de  variétés  H, 
«i'  et  4^.  Pour  les  variétés  OÏL,  qui  sont  plus  complexes,  nous  nous  con- 
tenterons d'indiquer  des  exemples. 

Nous  utiliserons  autant  que  possible  des  raisonnements  géomé- 
triques, ne  faisant  appel  au  calcul  que  pour  donner  au  raisonnement 
géométrique  le  point  de  départ  indispensable.  Les  calculs  deviennent 
d'ailleurs  rapidement  compliqués,  et  il  nous  arrivera  de  prendre  des 
exemples  numériques  ])0ur  savoir,  entre  plusieurs  éventualités,  que  le 
raisonnement  géométrique  aura  montré  comme  logicpienicnl  j)0ssibles 
à  l'exclusion  de  toutes  autres,  laquelle  est  réalisée. 
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28.  Variété  \^  déterinlnéc  par  deux  points  exceptionnels.  — 
Considérons  d'abord  deux  tableaux  quelconques  |S|  et  |S'|  corres- 
pondant à  des  systèmes  représentés  par  des  points  distincts  A  et  A'. 
Les  tableaux  p  |  S  |  +  p'|  S'  |  correspondent  de  même  aux  points  de  la  ^ 
droite  AA'.  Les  coefficients  du  tableau  transformé  par  l'opération  F 
sont  des  fonctions  homogènes  et  du  second  degré  des  coefficients  de  ce 
tableau,  de  sorte  que 

F(pl  S I  +  p'i  S'  1)  =  pM  sj  +  pp'  F(|  S I,  I  S'  1)  +  p'1  s;  I, 

F(...)  désignant  une  nouvelle  opération  définie  par  cette  formule 
même.  Le  tableau  obtenu  par  celte  opération  a  évidemment  ses 
coefficients  linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  ceux  des  tableaux 
composants.  S'il  est  identiquement  nul,  nous  dirons  que  les  tableaux 
composants  sont  conjugués.  Les  tableaux  conjugués  d'un  tableau 
donné  sont  représentés  par  les  points  d'un  plan  dans  l'espace  E,,,,  et 
par  suite  aussi  les  points  d'un  plan  dans  l'espace  E,3  (plan  désignant 
une  variété  linéaire  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions).  Mais  les 
tableaux  conjugués  des  différents  tableaux  correspondant  à  un  même 
point  de  l'espace  E,3  ont  pour  lieu,  non  un  plan,  mais  des  plans 
différents. 

Supposons  maintenant  les  tableaux  |  S  |  et  |  S'  |  exceptionnels.  La 
formule  précédente  devient 

(56)  F(plS-l  +  p'lS'|)  =  pp'lTl, 

en  posant  |T|  =  F(|  S  |,  |  S^  |).  Montrons  que  ce  tableau  est  excep- 
tionnel. En  effet,  la  répétition  de  l'opération  |F|  conduit,  étant  donnée 
la  formule  (33),  à  un  tableau  de  la  forme 

K(p|Sl  +  p'|S'l)  =  p-^p'^F(lT|). 

Le  second  membre  représente  un  tableau  correspondant  à  un  point 

indépendant  du  rapport  -^^  Il  en  est  donc  de  même  du  premier,  ce  qui 

P 
n'est  possible  que  si  K  =  o.  Le  second  membre  est  alors  nul  aussi, 

c'est-à-dire  que  |  T  |  est  exceptionnel. 

Trois  cas  sont  alors  possibles,  exclusifs  l'un  de  l'autre. 

Premier  cas.  —  Le  tableau  |  T  |  65^  identiquement  nul;  en  d'autres 
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termes,  |  S  |  et  |  S'  |  sont  conjugués.  La  formule  (56)  montre  alors  que 
tous  les  tableaux  p  |  S  | -h  p' [  S' |  sont  exceptionnels,  c'est-à-dire  que 
tous  les  points  de  la  droite  AA'  sont  exceptionnels.  Cette  droite  est 
une  droite  A. 

Deuxième  cas. —  Le  tableau  |T|  n'étant  pas  nul,  et  n'étant  pas  non 
plus  multiple  du  tableau  [tj  puisque  ce  dernier  n'est  pas  exceptionnel, 
correspond  à  un  point  B  situé  sur  la  droite  A  A'.  Ce  point,  d'après  la 
formule  (56),  peut  être  obtenu  par  l'opération  F  en  partant  de 
n'importe  quel  ])oint  M  de  la  droite  AA'  autre  que  A  et  A'.  La 
droite  MB,  c'est-à-dire  la  droite  AA',  est  donc  une  droite  l)  dont  les 
points  exceptionnels  sont  A,  A/  et  B. 

Troisième  cas.  —  C'est  le  cas  général;  les  points  A  et  A'  ne  sont  ni 
associables  ni  conjugués.  Le  tableau  |T[  correspond  alors  à  un  point 
exceptionnel  B  non  situé  sur  AA'.  Comme  dans  le  cas  précédent,  M 
étant  un  point  de  AA'  autre  que  A  et  A',  on  voit  que  la  droite  MB  est 
une  droite  D. 

Remarquons  d'abord  que  le  point  B,  déduit  de  M  par  l'opération  F, 
étant  distinct  de  lui,  le  point  M  ne  peut  être  exceptionnel.  La 
droite  AA'  ne  contient  pas  d'autres  points  exceptionnels  que  A  et  A'. 
Une  droite  qui  n'est  ni  une  droite  D  ni  une  droite  A  contient  donc 
au  plus  deux  points  exceptionnels. 

Le  plan  (à  2  dimensions)  défini  par  les  points  A,  A'  et  B  est  un  lieu 
de  droites  D  passant  par  B  (toutefois  il  ne  résulte  pas  encore  de  ce  qui 
précède  que  les  deu\  droites  AB  et  A'B  sont  des  droites  D).  Il  cons- 
titue donc  la  variété  L  cbercbée,  ou  plan  ^fo,  dont  on  ne  peut  sortir 
par  l'opération  (^F);  cela  est  évident  lorsqu'on  part  d'un  point  non 
situé  sur  AB  et  A'B,  et  vrai  à  la  limite  pour  les  points  de  ces  deux 
droites,  qui  sont  des  droites  I)  ou  dans  certains  cas  des  droites  A.  Ce 
plan,  dont  tous  les  points  sont  associables  à  B,  cslassociable  à  B. 

Quel  est,  dans  ce  plan  0:\,,  le  lieu  des  j)oints  exceptionnels?  Nous 
savons  qu'une  droite  passant  par  B  le  coupe  en  B  et  en  doux  autres 
points;  une  droite  ne  passant  pas  par  B  le  coupe  en  deux  points  au 
plus,  ou  bien  fait  partie  du  lieu.  Il  en  résulte  que  le  lieu  se  compose 
du  point  B,  point  isolé,   et  d'une  conique  G.   Cette  conique   peut 
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d'ailleurs,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  soit  se  décomposer  en 
deux  droites,  soit  passer  par  le  point  B, 

On  retrouve  évidemment  le  môme  plan  «îo  en  remplaçant  A  et  A' 
par  deux  points  non  associables  sur  cette  conique;  rien  ne  distingue 
ceux  choisis  initialement.  Le  choix  des  points  A  et  A'  introduisant 
i6  paramètres,  et  chaque  plan  ^^2  étant  obtenu  une  double  infinité  de 
fois,  ces  plans  dépendent  de  i4  paramètres.  Ceux  associables  à  B 
dépendent  donc  de  i/j  —  8  =  6  paramètres. 

29.  Nouvelles  formules  relatives  à  V opération  §.  —  Avant  de 
continuer  l'étude  des  variétés  L,  indiquons  quelques  conséquences 
de  la  formule  (56),  dans  le  cas  où  les  tableaux  |S|  et  |S'|  sont  asso- 
ciables, de  sorte  que  le  tableau  |  T  |,  que  nous  désignerons  ici  par  |  S"|, 
correspond  au  troisième  point  exceptionnel  A"  de  la  droite  AA'.  Sup- 
posons ces  trois  points  exceptionnels  distincts.  Les  sommes  a -h  ^ -+-7" 
relatives  aux  tableaux  |S|,  |S'|,  |S"|  ne  sont  pas  nulles;  on  peut  les 
supposer  égales  à  i,  à  condition  de  multiplier  ces  tableaux  par  des 
facteurs  constants,  de  sorte  que  la  formule  (56)  et  les  formules  ana- 
logues obtenues  en  échangeant  les  points  A,  A' et  A"  s'écrivent 


■   F(|S'|,  |S"|)=r  c|Sl, 
^57)  F(|S"|,  |S|  )=c'lS'|, 


(  F(1S|,    |S'|)  =  c"|S"|, 


c,  c',  c"  étant  des  facteurs  constants. 

On  déduit  de  ces  formules  et  de  la  formule  (32) 

F(|Sl,p'|S'|  +  p"lS"I)  =  p"c'|S'|-t-p'c"|S"|, 
F(|S|,  -plS|-i-|r|)  =  lSl-|r|. 

Or,  pour  des  valeurs  convenables  de  p,  p',  p",  on  a 

(58)  P|S|  +  p'lS'|  +  p"lS"|  =  iTl. 

L'identification  des  deux  formules  précédentes  donne  alors 

p=I,  p"c'  =  —  p\  p'c"  =  -p, 

d'où,  en  permutant  les  indices. 
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Les  formules  (57)  et  (58)  s'écrivent  donc 

.   F(|S'|,  |S"|)=-1S1, 

(59)  F(|S"US|  )=-|S'h 

(  F(|S1,    |S'|)=-|S"1. 

(60)  |Sl  +  |S'|  +  |S"|  =  lT|. 

Introduisons  maintenant  l'opération  ^.  On  a,  d'après  la  définition 
de  cette  opération,  la  formule  (3'2)  et  les  formules  (59)  : 

^[p'I  S'  1  +  p"\  S"  |]  =  3F    p'I  S'  !  +  p"\S"  I  _  i(p'4-  p")  1  ti1 

=  3F(p'|S'|-p"lS"|)-.(p'  +  p")(p'|S'l  +  p"iS"l)+Clr| 
=  -3p'p"lSl-(p'+p")(p'lS'|4-p"|S"|)  +  C|T|, 

et  par  suite,  en  tenant  compte  de  la  formule  (60), 

(6.)  .f[p'(S')4-p"(S")]  =  p'(.p"-p')(S')  +  p"(2p'-p")(S"), 

formule  qui  comprend  comme  cas  particulier  les  suivantes  : 

,f(S)  =-(S),  .f[(S')-(S")]  =  3(S), 

5?(S')=-(S'),         ;?[(S")-(S)]  =  3(S'), 

,f(S")=_(S"),      -     -n(S)    -(S')]=:r3(S"). 

Ces  formules  montrent  bien  la  substitution  résultant  de  l'opé- 
ration (§)  pour  les  points  d'une  droite  D  dont  les  trois  points  excep- 
tionnels sont  distincts.  On  voit  en  particulier  qu'un  de  ces  trois  points 
peut  être  obtenu  par  l'opération  (#),  soit,  ainsi  qu'il  est  évident,  en 
partant  de  ce  point  lui-même,  soit  en  partant  de  son  conjugué  barmo- 
nique  par  rapport  aux  deux  autres. 

Les  quantités  I  et  J  relatives  aux  systèmes  (S),  (S'),  (S")  sont, 
d'après  les  formules  (45),  égales  à  i  et  2.  Par  suite,  celles  relatives  au 
système  p'(^')  +  ?"(^")  ^^nt 


"2_«'r/ 


1  =p'-^  +  p"^-p 

J  =-  2p''-  5.0'"+  3p'p"(p'^-  p")  +  ap'p"{p'-p"), 

a  étant  un  coefficient  convenable.  Pour  le  déterminer,  il  suffit  d'ap- 
pliquer la  formule  (4-^)7  <Ili>  donne  les  relations  entre  les  quantités  I 
et  J  relatives  à  un  système  et  son  transformé  par  l'opération  §,  au 
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système  (S')  —  (S")  par  exemple.  Il  vient  a  =  o  et,  par  suite, 

Il  est  à  remarquer  que  les  formules  (6i)  et  (62)  n'ont  que  des  coef- 
ficients numériques  bien  déterminés.  Aucun  coefficient  ne  dépend  de 
la  droite  D  considérée. 

30.  Si  Ton  transforme  des  systèmes  de  relations  singulières  par 
une  transformation  d'Hermite  d'ordre  i,  il  est  bien  évident  que  les 
systèmes  (S),  (S'),  (S")  correspondant  aux  trois  points  exceptionnels 
d'une  droite  D  auront  pour  transformés  les  systèmes  (T),  (T'),  (T") 
correspondant  aux  trois  points  exceptionnels  d'une  autre  droite  D. 

Nous  avons  vu  au  n°  10  qu'au  tableau  |  S  |  correspond,  par  une  telle 
transformation,  un  tableau  |T|  qui  s'en  déduit  par  une  formule  linéaire 
et  homogène,  et  pour  lequel  a  -f-  [3'4-  y"  a  la  même  valeur,  soit  1  ;  on 
déduit  de  plus  aisément  des  formules  du  n**  10  que  |T|,  qui  correspond 
évidemment  au  système  exceptionnel  (T),  est  le  tableau  exceptionnel 
de  ce  système. 

Dans  ces  conditions,  il  résulte  évidemment  des  formules  (61) 
et  (62): 

1°  Que  l'opération  ^  et  la  transformation  considérée  sont  permu- 
tables ; 

2"  Que  les  quantités  I  et  J  sont  des  invariants. 

La  somme  a  -t-  [3'+  y"  étant  invariante  dans  la  transformation  des 
coefficients  par  la  fornmle  (22),  nous  voyons  de  plus  : 

i**  Que  l'opération  F  et  la  transformation  considérée  sont  permu- 
tables; 

2°  Que  les  quantités  a,  -f-  3',  -h  y]  et  K  sont  des  invariants. 

Si  la  transformation  d'Hermite  considérée  n'était  pas  d'ordre  i,  au 
lieu  d'invariants  absolus  on  aurait  des  invariants  relatifs,  et  de  même 
le  produit  de  celte  transformation  et  des  opérations  F  ou  ^  donnerait 
un  résultat  indépendant,  à  un  facteur  constant  près,  de  l'ordre  des 
opérations. 
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51.  Liea  des  points  associables  à  un  point  exceptionnel  B.  — 
Nous  avons  montré  au  n°  28  l'existence  de  plans  ^\_,,  formés  de 
droites  D  passant  par  un  point  B.  Cela  nous  conduit  à  chercher  d'une 
manière  g^énérale  le  lieu  de  toutes  les  droites  D  passant  par  un  point 
exceptionnel  donné  B,  ou  en  d'autres  termes  le  lieu  des  points  asso- 
ciables à  B. 

Nous  savons  déjà  que  ces  droites  D  dépendent  de  12  —  8  =  4  para- 
mètres. D'autre  part,  les  plans  ^o  associables  à  B  dépendent  de 
6  paramètres.  En  faisant  la  section  de  la  figure  par  un  plan  ne  passant 
pas  par  B,  les  traces  des  droites  D  passant  par  B  constituent  donc  une 
variété  à  4  dimensions,  comprenant  des  droites  dépendant  de  6  para- 
mètres; ce  ne  peut  être  qu'une  variété  linéaire  ou  se  décomposant 
en  plusieurs  parties,  dont  une  plane.  Le  lieu  des  droites  D  passant 
par  B  est  donc  un  plan  ^jpj,  à  moins  qu'il  ne  se  décompose  en  plusieurs 
parties,  dont  l'une  serait  un  tel  plan. 

Nous  allons  montrer  qu'une  pareille  décomposition  est  impossible. 

Soit  P  le  plan  ^5  qui  fait  en  tout  cas  partie  du  lieu.  Lorsque  le 
point  B  se  déplace  infiniment  peu  sur  la  variété  \' ,  ce  déplacement 
dépendant  de  8  paramètres,  les  points  du  plan  P  voisins  de  B 
dépendent  linéairement  de  8  +  5  =  13  paramètres.  Ils  sont  tous  dis- 
tincts, puisque  par  chaque  point  (autres  que  ceux  de  la  variété  V)  ne 
passe  qu'une  droite  D.  Ils  constituent  donc  toute  la  portion  d'espace 
voisine  de  B.  Dans  cette  portion  d'espace,  il  ne,  peut  évidemment 
exister  d'autres  droites  D  que  celles  obtenues  (puisqu'il  n'en  passe 
qu'une  par  chaque  point).  Par  le  point  B  ne  passe  donc  aucune  autre 
droite  que  celles  dont  le  lieu  constitue  le  plan  'fg. 

Ce  plan  sera  à\l  plan  $5  associé  à  B.  Dans  ce  plan  sont  situés  évi- 
demment des  plans  ^3  et  'J?.i,  dépendant rcs  pcctivement  de  ()  et  4  para- 
mètres, associables  à  B. 

De  ce  qui  précède,  résulte  qu'il  existe  un  point  exceptionnel  B  et 
un  seul  associable  à  deux  points  exceptionnels  donnés  A  et  A',  qui  ne 
soient  pas  conjugués.  Les  points  A  et  A',  et  par  suite  deux  points  non 
exciîptionnels  quelcon(jues  M  et  M'  de  la  droite  AA',  sont  en  efTet  dans 
le  plan  '-S,-,  associé  au  point  cherché  B;  ce  point  est  alors  bien  défini,  si 
A.  et  A' no  sont  pas  associables,  comme  intersection  des  deux  droites  D 
déterminées  respectivement  par  les  points  M  et  M';  si  A  et  A'  sont 
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associables,  ces, deux  droites  D  sont  confondues  avec  AA',  et  B  est  le 
troisième  point  exceptionnel  de  cette  droite. 

52.  Quadrique  Q  associée  au  poinl  exceptionnel  B.  —  Le  lieu 
des  points  exceptionnels  associables  à  B  est  la  même  chose  que  le  lieu 
des  points  exceptionnels  autres  que  B  dans  le  plan  ^5  associé  à  B. 
Nous  savons  que  sa  section  par  un  plan  Ç^o  associable  à  B  est  une 
conique.  C'est  donc  une  quadrique  (variété  à  4  dimensions  définie 
à  rintérielir  du  plan  Ç^j  par  une  équation  du  second  degré).  Nous  l'ap- 
pellerons quadrique  Q  associée  a  B. 

Il  est  important  pour  la  suite  de  savoir  si  le  discriminant  de  cette 
quadrique  est  nul.  Nous  allons  montrer  qu'il  ne  Test  pas  en  général; 
il  suffît  pour  cela  de  former  un  exemple  numérique  dans  lequel  il  ne  le 
soit  pas. 

Partons  du  tableau  I T  |  de  coefficients 


a  =  1 , 

(3=o, 

7  =-!' 

>,  =0, 

IJ-  ^1, 

a'  =  _i, 

(3' =  3, 

y'  =  •^, 

V  =  x, 

IX' =-3, 

a"=2, 

,  r='^ 

y"=2, 

>."  =  --, 

'    f'-o, 

qui  "n'est  pas  exceptionnel,  puisque  0  =  8^0,  mais  dont  le  trans- 
formé jT,  |  =  F(|T|)  est  exceptionnel^  puisque  K  =  o.  Appelons  A 
et  B  les  points  de  l'espace  E,^  correspondant  aux  tableaux  |T|  et  |T,|, 
et  cherchons  à  définir  le  plan  <$.^  associé  à  B,  qui  comprend  évidem- 
ment le  point  A. 

A  chaque  point  non  exceptionnel  de  ce  plan  correspondent  des 
tableaux  dépendant  d'une  manière  linéaire  et  homogène  de  2  para- 
mètres, tableaux  dont  un  (ou  plutôt  deux,  égaux  et  de  signe  con- 
traire), transformé  par  l'opération  F,  donne  le  tableau  |TJ.  Au 
plan  O's  correspondent  ainsi  des  tableaux  dépendant  d'une  manière 
linéaire  et  homogène  de  7  paramètres,  que  nous  regarderons  comme 
des  coordonnées  cartésiennes  dans  un  espace  à  7  dimensions.  Dans 
cet  espace,  les  tableaux  qui,  transformés  par  l'opération  F,  donnent  le 
tableau  |T,|,  constituent  une  variété  à  5  dimensions;  ces  tableaux 
sont  définis  parles  formules  (29),  si  l'on  remplace  dans  ces  formules 
les  seconds  membres  a,,  ...,  ^.'[  par  les  coefficients  de|T,|.  Le  plan 
tangent  à  cette  variété  au  point  qui  représente  le  tableau  |  T  |  s'obtient 
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aisément  par  différentiation,  et  Ton  peut  exprimer  les  tableaux  cor- 
respondant aux  différents  points  de  ce  plan  en  fonction  de  5  para- 
mètres, soit  par  exemple  les  coefficients  X,  À',  A"  et  deux  autres  para- 
mètres t  et  t' .  Ort  trouve  ainsi  : 

a  —  t,  a'  =—  3  "/.'  —  4  À"  -it, 

P>  =  i\  3'=3À  — 3/"— 2/'. 

y  =1  — /,"+  t'—  2,  ■/'=  2I  +  3?.' -4-  2/."— 2Z'  +-  4, 

a"  =  — /i//-7/."— /, 

JU.    r=:io}.  —  9/.' —  22?," —  /  —  5/' —  lO, 

l^'  =  4}.  — 4/,"  +  /-3/'-8, 
|jl"=i=— 3}.  +  3>/'— 3/  4-/' +6, 

Ces  tableaux  correspondent  dans  l'espace  E,3  à  des  points  du 
plan  $5  associé  à  B.  En  rendant  les  formules  homogènes  par  l'intro- 
duction d'un  nouveau  paramètre  -,  et  ajoutant  un  septième  para- 
mètre u'  aux  expressions  de  a,  {^',  y",  on  a  l'expression  générale  des 
tableaux  qui  correspondent  aux  points  du  plan  ^5  associé  à  B. 

En  écrivant  que  ces  tableaux  sont  exceptionnels,  on  a  des  équations 
du  second  degré.  Pour  avoir  des  équations  ne  faisant  intervenir  que 
les  coefficients  du  système,  il  suffit  d'éliminer  w';  les  six  autres  para- 
niètres  peuvent  être  considérés  comme  des  coordonnées  homogènes 
dans  l'espace  E,3.  Les  équations  obtenues,  comme  il  fallait  s'y 
attendre,  ont  un  facteur  commun  du  second  degré  qui,  égalé  à  zéro, 
donne  l'équation  de  la  (juadrique  Q;  les  autres  facteurs  ne  donnent 
aucun  autre  point  que  le  point  B.  On  trouve  ainsi,  comme  équation 
de  la  quadrique  Q,  ^ 

1 1  +  >,'  /'  -h  l"{l  -  >."  -h/'-ii)  =  o. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  somme  ou  différence 
de  6  carrés  indépendants,  ce  qui  établit  le  résultat  énoncé. 
Chaque  quadrique  Q  contient  alors  : 

i'^  Des  droites  A,  dépendant  de  5  paramètres;  celles  qui  ])assent 
par  un  point  donné  dépendent  de   2   paramètres;  on  peut  se  repré- 
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senter  leur  disposition  en  remarquant  que  le  cône  qu'elles  forment, 
coupé  par  une  variété  linéaire  à  3  dimensions,  donne  une  quadrique 
(donc  une  quadrique  d'un  espace  ordinaire); 

2°  Des  plans  fl^,  constituant  deux  séries  simplement  infinies;  ceux 
qui  passent  par  un  point  donné  constituent  deux  séries  simplement 
infinies;  il  y  en  a  deux  qui  contiennent  une  droite  donnée. 

55.  Propriétés  spéciales  aux  points  exceptionnels  doubles.  — 
Nous  savons  qu'il  y  a  une  condition  à  vérifier  pour  qu'un  système 
exceptionnel  soit  double.  Les  points  exceptionnels  doubles  y  corres- 
pondant aux  systèmes  exceptionnels  doubles,  forment  donc  sur  la 
variété  V  une  variété  W  à  7  dimensions.  Les  droites  A  ou  plans  II 
situés  sur  cette  variété  seront  appelés  droites  A  doubles,  plans  H 
doubles.  Les  points  exceptionnels,  droites  A,  plans  11  qui  ne  sont  pas 
doubles,  seront  dits  simples. 

En  général,  la  quadrique  Q  associée  à  un  point  B  ne  contient  pas 
ce  point,  qui  est  alors  un  point  exceptionnel  simple  sur  les  droites  D 
passant  par  ce  point.  Les  deux  autres  points  sont  alors  en  général  dis- 
tincts et  viennent  se  confondre  pour  les  droites  touchant  la  qua- 
drique Q.  Le  lieu  des  points  exceptionnels  doubles  sur  cette  quadrique 
est  donc  son  intersection  avec  le  plan  polaire  de  B.  Une  droite  A 
simple  située  sur  Q  ne  contient  donc  qu'un  tel  point;  de  même  un 
plan  n.  contient  une  droite  de  points  exceptionnels  doubles.  Il  existe 
un  nombre  fini  de  plans  IIo  de  chaque  système  dont  tous  les  points 
sont  exceptionnels  doubles. 

Il  peut  arriver  que  la  quadrique  Q  contienne  le  point  B.  Le  plan 
tangent  à  Q  est  alors  un  lieu  de  points  M,  en  général  non  exception- 
nel-, et  tels  par  suite  que  la  droite  MB  soit  une  droite  D  ayant  ses 
trois  points  exceptionnels  confondus  en  B  qui  est  alors  un  point  excep- 
tionnel double.  D'après  le  n°  25,  on  a  dans  ce  plan  I  =  J  =--  o,  et  par 
suite  son  intersection  avec  la  quadrique  Q  a  tous  ses  points  exception- 
nels doubles;  c'est  le  lieu  d'une  double  infinité  de  droites  A  doubles  ou 
de  deux  séries  simplement  infinies  de  plans  IIo  doubles.  Les  autres 
points  de  la  quadrique  Q  sont  simples. 

Donc,  dans  les  deux  cas,  le  lieu  des  points  exceptionnels  doubles 
situés  sur  cette  quadrique  est  son  intersection  avec  le  plan  polaire  de  B. 
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Dans  le  premier  cas,  où  B  est  un  point  exceptionnel  simple,  les 
droites  D  passant  par  ce  point  ne  peuvent  y  toucher  la  variété  V  (qui 
est  d'ordre  3;  or  une  telle  droite  ne  peut  être  située  sur  la  variété  Y 
et  la  coupe  déjà  en  trois  points  dont  deux,  situés  sur  Q,  ne  peuvent 
venir  en  B).  Donc  le  plan  $5  qui  contient  la  quadrique  Q  n'a  aucune 
droite  commune  avec  le  plan  tangent  en  B  à  la  variété  V.  Au  con- 
traire, si  B  est  un  point  exceptionnel  double,  le  plan  ^-^  est  tout  entier 
dans  ce  plan  tangent.  En  effet,  toute  droite  de  ce  plan  passant  par  B 
est  une  droite  D  admettant  ce  point  comme  point  exceptionnel  double 
et  un  autre  point  exceptionnel  A  ;  elle  touche  en  B  la  quadrique  Q 
associée  à  A,  et  par  suite  la  variété  V,  qui  contient  cette  quadrique. 

On  peut  se  demander  si  les  droites  A  sont  des  cas  particuliers  des 
droites  D  (d'une  manière  précise  :  si  chaque  droite  A  est  une  position 
limite  de  droites  D).  Si  une  droite  A  passant  par  un  point  Best  une 
position  limite  de  droites  D,  elle  doit  être  dans  le  plan  ^p.  associé  à  B 
(puisque  le  plan  $5  associé  à  un  point  exceptionnel  varie  d'une  manière 
continue  avec  ce  point)  ;  elle  est  évidemment  dans  le  plan  tangent  en  B 
à  la  variété  V.  D'après  ce  qui  précède,  ces  deux  conditions  ne  sont 
compatibles  que  si  B  est  un  point  exceptionnel  double,  c'est-à-dire, 
puisque  c'est  un  point  quelconque  de  la  droite  considérée,  si  cette 
droite  est  une  droite  A  double. 

Par  contre,  une  droite  A  passant  par  un  point  exceptionnel  double  B 
et  située  sur  la  quadrique  Q  associée  à  ce  point  est  évidemment  une 
position  limite  de  droites  D  (il  en  résulte  une  nouvelle  démonstration 
du  fait  que  tous  ses  points  sont  exceptionnels  doubles).  Les  autres 
droites  A  passant  par  B  ne  sont  pas  dans  le  plan  $,  associé  à  B  et  ne 
peuvent  pas,  par  suite,  être  obtenues  comme  limites  de  droites  D  dont 
un  point  exceptionnel  tende  vers  B. 

Nous  verrons  plus  loin  que  les  droites  A  doubles  que  l'on  peut 
obtenir  ainsi  comme  limites  de  droites  D  ne  constituent  pas  toutes  les 
droites  A  doubles,  mais  dépendent  d'un  paramètre  de  moins.  Elles  sont 
alors  sur  la  quadrique  Q  associée  à  n'importe  lequel  de  leurs  points. 

54.  Relations  entre  l'espace  M ^^  et  l'espace  E,^.  —  Si  Ton  passe 
de  l'espace  E,.,  à  l'espace  E,^,  au  plan  'J?-  associé  à  B  correspond  un 
plan  Pg  à  6  dimensions,  et  à  la  quadrique  Q  une  quadrique  Q',  à  5  di- 
mensions, de  ce  plan.  Si  l'on  représente  chaque  point  de  Q,  non  par 
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un  tableau  quelconque  qui  lui  corresponde,  mais  par  son  tableau 
exceptionnel,  on  obtient  sur  Q'  un  lieu  de  points  dépendant  de  4  para- 
mètres; nous  allons  montrer  que  c'est  une  section  plane. 

Soit  en  effet  une  droite  D  passant  par  B  et  ayant  ses  points  excep- 
tionnels A,  A' et  B  distincts;  soient  |S  I,  I  S'|,  j  S"|  les  tableaux  excep- 
tionnels correspondant  à  ces  trois  points  multipliés  par  un  facteur  tel 
que  a  -f-  P'h-  y"  devienne  égal  à  i,  de  manière  à  pouvoir  appliquer  les 
formules  du  n°  2f).  Le  tableau 

|Sl  +  lS'l-|r|-lS"| 

étant  un  tableau  qui  correspond  à  B,  le  tableau  |S|  —  |S'|  est  le  tableau 
moyen  correspondant  au  point  B' conjugué  de  B  par  rapport  à  A  A'. 
Les  tableaux  moyens  correspondant  à  tous  les  points  du  plan  polaire 
de  B  dans  la  quadrique  Q,  et  le  tableau  |  ^  |  —  |  S"|,  qui  est  indépendant 
de  la  droite  AA'  B  choisie,  définissent  alors  dans  le  plan  P^  une  variété 
linéaire  P5  à  5  dimensions  qui  contient  tous  les  tableaux  |S|h-|§'| 
et  I  S  I  —  |S'|,  et  par  suite  tous  les  tableaux  |  S  |  et  |  S'|,  ce  qui  démontre 
le  résultat  annoncé. 

Le  raisonnement  précédent  suppose  que  le  point  exceptionnel  B 
soitisimple;  le  résultat  est  évidemment  vrai  à  la  limite  si  ce  point  est 
double. 

Le  plan  Pg  contient,  en  dehors  du  plan  P3,  un  seul  point  b  représen- 
tant un  tableau  exceptionnel,  celui  qui  correspond  à  B.  Si  ce  point  est 
double,  le  point  b  lui-même  est  situé  dans  le  plan  P5. 

Le  résultat  obtenu  n'était  nullement  évident  a  priori.  Si  Ton  repré- 
sente certains  tableaux  exceptionnels  d'une  part  dans  l'espace  E,3, 
d'autre  part  dans  l'espace  E,,,,  la  première  figure,  qu'on  peut  consi- 
dérer comme  la  perspective  de  la  seconde,  n'en  donne  l'image  exacte 
que  si  celle-ci  est  dans  un  plan  ne  contenant  pas  les  projetantes.  C'est 
le  cas  pour  les  quadriques  Q;  c'est  aussi  le  cas  pour  les  droites  A  (qui 
sont  sur  les  quadriques  Q  ;  on  le  déduit  aussi  aisément  du  n°  28,  les 
tableaux  exceptionnels  correspondant  aux  points  d'une  telle  droite, 
étant  de  la  forme  p|S|  H-  p'|  S'|),  et  par  suite  pour  tous  les  plans  II.  La 
condition  a  -h  ^'-t-  y"—  o,  qui  exprime  qu'un  tableau  exceptionnel  est 
double,  étant  linéaire,  on  s'explique  que  les  points  doubles  d'une  qua- 
drique Q  constituent  une  section  plane  et  que  ceux  d'un  plan  II  soient 


284  PAUL    LÉVY, 

donnés  par  une  équation  linéaire.  INIais  sur  l'ensemble  de  la  variété  V, 
les  points  exceptionnels  sont  définis  par  l'équation  I  =:  o,  qui  est  du 
second  degré. 

55.  Détermination  directe  des  droites  A.  —  L'étude  des  variétés  L 
nous  a  conduit,  dès  le  n°  27.  à  prévoir  Texistence  possible  de  droites  A, 
situées  tout  entières  sur  la  variété  V.  Les  résultats  du  n°  52  nous 
montrent  que  ces  droites  existent  effectivement,  et  que  l'ensemble 
d'une  quadrique  Q  et  d'une  droite  A  située  sur  elle  dépend  de 
8  -f-  5  =  1 3  paramètres.  Mais  nous  ne  savons  pas  encore  de  combien  de 
paramètres  dépendent  les  droites  A.  Nous  allons  montrer  qu'elles 
dépendent  de  1 1  paramètres,  et  il  en  résultera  que  chacune  d'elles  est 
située  sur  une  double  infinité  de  quadriques  Q. 

Pour  obtenir  une  droite  A,  il  suffit,  d'après  le  n"  28,  de  prendre  les 
tableaux  exceptionnels  |  S  |  et  |  S'|  correspondant  à  deux  de  ses  points, 
et  d'écrire  que 

(63)  F(p|S|  +  p'lS'|)  =  pp'F(|Sl,  |S'|)=o. 

Le  tableau  |S|  étant  an  tableau  exceptionnel  donné,  et  ne  tenant 
pas  compte  d'abord  de  ce  que  ]  S'|  est  exceptionnel,  cela  impose  à  pre- 
mière vue  aux  coefficients  du  tableau  |S'|  quinze  relations,  qui  se 
déduisent  aisément  des  formules  (29);  mais  elles  ne  sont  évidemment 
pas  distinctes.  En  effet,  ces  relations  indiquent  que  le  point  représen- 
tant le  tableau  p|S|  +  p|S'|  dans  l'espace  E,j  décrit,  lorsque  s  varie, 
une  droite  tangente  pour  p' =  o  à  la  variété  V'  lieu  des  points  excep- 
tionnels;* en  d'autres  termes,  elles  indiquent  que  le  point  représentant 
le  tableau  |S'|  est  dans  une  variété  linéaire  tangente  à  la  variété  V  et 
ayant  par  suite  comme  celle-ci  8  dimensions;  elles  ne  constituent  donc 
que  six  relations  distinctes.  (Nous  supposons  que  le  point  considéré 
est  un  point  ordinaire  de  la  variété  V.  Nous  verrons  au  n*"  iO  que  des 
circonstances  dilférentes  se  présentent  si  le  tableau  |S|  est  excep- 
tionnel double.  ) 

Nous  allons  montrer  que,  en  tenant  compte  des  six  relations  qui 
expriment  que  |  S'|  est  exceptionnel,  elles  se  réduisent  à  trois  relations 
seulement. 

Désignons  [)ar  a,  h,  c,  /,  /n,  ...,  ni"  les  coefficients  du  tableau  (S), 
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para,  [3,  y,  [7., ...,  [/."ceux  du  tableau  |S'|.  Parmi  les  équations  déduites 
des  formules  (29)  qui  expriment  que  le  système  plS|H-p'|S'|  est 
exceptionnel,  prenons  par  exemple  les  six  équations  obtenues  en  annu- 
lant les  coefficients  a,,^,,  y,,  a,,  iJ.\,  fj.'|  relatifs  à  ce  système.  En  les 
développant,  il  vient 

{pm  -+-  p' ix)  (pa  +  p'a)  4-  {pm' ■+-  p'^ui')  (pa'-i-  p'a')  +  (pm"-|-  p'pi")  (p«"-+-  p' a")  =  f  , 
(pm  +  p»(p^4-p'3)  +  (pm'  +  p>')(pZ>'+p'[3')  +  (pm"  +  p'pL")(p^"+p'[^")=o, 
{pni-hp'ix){pc-^p'y)-h-  {pm'  +  p'ix'){pc'  +  p'  /  )  +  (pm"  h-  p'/^")  (p  c"  +  p'  /'  )  =  0; 

{pl  +  p'l){pm  +p'pL  )  =  (pZ.'  +  p'(3')(pc"+p'y")-(p^"-Vp'P")(pc'  +  p'/), 
(p/  +  p'X)(pm'-+-p'p.'):=(p6"+p'P")(pc  +p'y  )-vp^  +p''^  )(pc''+p'7"), 
{pl+p'l){pm"+p'ix")-={pb  +p'(3  )(pc'  +  p'y')  -(p^'-+p'[3')(pc  +p'y   ). 

En  tenant  compte  de  ce  que  |S|  et  |S,|  sont  exceptionnels,  les 
termes  en  p^  et  p-  disparaissent,  et  pp'  vient  en  facteur,  comme  le 
montre  d'ailleurs  la  formule  (6"^).  Ges  équations  sont  donc  en  réalité 
indépendantes  de  p  et  p'  et  nous  pouvons  en  profiter  pour  choisir  les 
valeurs  de  p  et  p'  qui  simplifient  le  plus  les  formules,  soient  p  =  X, 
p' =  —  /;  nous  pouvons  d'ailleurs,  en  raison  de  Thomogénéité  des 
forn\ules,  supposer  l  =  'k  =  i  sans  diminuer  la  généralité  du  résultat. 
Il  vient  ainsi 

.    {m  —  ij.)  {a  —  a)  +  (m'-  /jl')  (a'—  a' )  4-  {m"  —  ^j."  )  {a"  —  a")  =0, 

(65)       (m-pL)(6-,5)  +  (m'-pL')(6'-^')  +  (m"-pt")(Z>"-(3")  =  o, 

(  (,„  -ij.){c-  y)  +  {ni'-ix'){c'-y'  )  +  (,„"_  p,"  )(  c"  -  y")  ^^  o; 

^   '    '  c  —  y         c'—y'   "  c"  —  y"  ' 

Il  s'agit  de  montrer  que  ces  équations,  réduites  déjà  à  cinq  dis- 
tinctes, se  réduisent  à  trois  en  tenant  compte  de  celles  qui  expriment 
que  I  S  I  et  I  S' I  sont  exceptionnels,  notamment  des  relations 

m=ù'c"—b"c',  ]JL  =r[3'y"— [3"y', 

m'=b"c  -  b  c\  fx'  —  ^"y  -  [3  y", 

m"=b  c'  —  b'c,  [jl"— [3  y'  — [S'y. 

Soient  OB  dans  l'espace  ordinaire  le  vecteur  de  composantes  b, 
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b\  />";  OC  celui  de  composantes  c,  c',  c";  OM  celui  de  composantes 
ni,  lu' ,  m",  produit  vectoriel  des  précédents.  Désignons  par  OB', 
OC,  OM' les  vecteurs  analogues  relatifs  au  tableau  |S'l.  Les  rela- 
tions (65')  expriment  que  BB'  et  GC  sont  parallèles.  On  a  alors  géo- 
métriquement 

ÔM'=:ÔB'.ÔG'=(ÔB +BB')(ÔC-f-CC')=ôyi  +  BB'.ÔC -^  CC'.OB. 

De  celte  formule  résulte  que  MM'  est  perpendiculaire  à  la  direction 

commune  de  BB'et  CC,  c'est-à-dire  que  les  deux  dernières  formules 
(65)  sont  vérifiées.  Les  formules  (65)  et  (65')  se  réduisent  bien 
à  trois  formules  distinctes  seulement. 

Les  tableaux  exceptionnels  conjugués  à  |S|  dépendent  donc  de 
8  —  3  =  5  paramètres.  Ils  représentent  dans  l'espace  E, ,,  une  variété 
à  5  dimensions,  évidemment  non  décomposable,  située  comme  nous 
l'avons  vu  dans  une  variété  linéaire  à  8  dimensions  (représentant  tous 
les  tableaux  conjugués  à  |S|),  et  définie  dans  celle-ci  par  des  équations 
du  second  degré.  Il  en  est  de  même  dans  l'espace  E,,  pour  les  points 
correspondants,  puisque  le  passage  de  l'espace  E,^  à  l'espace  E,3  peut 
ici  être  considéré  comme  la  perspective  d'une  variété  linéaire  à  8  di- 
mensions sur  une  autre. 

Le  choix  du  point  A',  tel  que  AA'  soit  une  droite  A,  dépend  donc 
de  8  —  3  =  5  paramètres.  Le  choix  de  deux  points  exceptionnels  AA' 
tels  que  AA'  soit  une  droite  A,  en  d'autres  termes  le  choix  d'une 
droite  A  et  de  deux  points  situés  sur  elles,  dépend  donc  de  8  -h  5  =  i3 
paramètres. 

Les  droites  A  dépendent  alors  de  i3  —  2  =  1 1  paramètres,  comme 
nous  l'avions  annoncé.  Celles  qui  passent  par  un  point  donné  A 
dépendent  de  4  paramètres.  Chacune  est  située  sur  une  infinité  de 
quadriques  Q  dépendant  de  i3  —  1 1  =  2  paramètres. 

5(>.  Détermination  générale  des  tableaux  conjugués.  —  Ce  qui 
précède  résout  la  question  de  la  recherche  de  deux  tableaux  conjugués, 
dont  un  au  moins  est  exceptionnel.  11  reste  à  traiter  le  cas  où  aucun 
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des  tableaux  considérés  |T|  et  |  T'|  ('  )  n'est  exceptionnel.  Le  raisonne- 
ment que  nous  allons  faire  est  d'ailleurs  applicable  lorsqu'un  des 
tableaux  est  exceptionnel,  mais  non  lorsqu'ils  le  sont  tous  les  deux. 
|T|  et  |T'|  étant  conjugués,  on  a 

(66)  l-^(p|T|  +  p'lT'|)=zF(p|T|-p'lT'|)=p-^lT,|  +  o'^lT;|. 

Le  tableau  ainsi  obtenu,  résultant  par  l'opération  F  de  deux  tableaux 
distincts,  et  n'étant  pas  nul,  est  exceptionnel  (puisque  la  répétition  de 
l'opération  F  doit  donner  un  tableau  multiple  à  la  fois  des  tableaux 
p  |T|  H-  p'  I  T'I  et  p|T  I  —  p'I  T'|,  et  par  suite  nul).  Soit  B  le  point  de 
l'espace  E<  3  correspondant  à  ce  tableau.  Les  tableaux  p|T|  H-p' |T'| 
et  pIT|  —  p'|T'|,  qui  conduisent  au  point  B  par  l'opération  F,  corres- 
pondent donc  à  des  points  du  plan  $5  associé  à  B;  les  tableaux  |T| 
et  |T'|  correspondent  donc  à  deux  points  M  et  M'  de  ce  plan,  qui  est 
alors  ainsi  que  B  indépendant  de  p  et  de  p'. 

La  droite  MM'  contient  alors  deux  points  exceptionnels  A  et  A', 
autres  que  B.  Supposons-les  distincts,  le  résultat  obtenu  étant  vrai  à  la 
limite  s'ils  sont  confondus  (-).  Désignons  par  |S|  et  |S'|  les  tableaux 
exceptionnels  correspondants.  Le  tableau  F(|S|,  |S'|)  est,  d'après  le 
n"  28,  un  tableau  exceptionnel  correspondant  à  B,  et  les  tableaux  \T\ 
et  I  T'I  sont  de  la  forme 

P1S1  +  p'IS'|  +  p"|t1,  a|Sl  4-a'|S'|-^a''|T|. 

D'après  la  formule  (66)  ces  tableaux,  transformés  par  l'opération  F, 
donnent  un  tableau  correspondant  à  B,  ce  qui  entraîne  p"=:  a"  =  o.  La 
condition  pour  qu'ils  soient  conjugués  est  ensuite 

F(p|S|  +  p'lS'|,  7|S|4-a'|S'|)  ^  (p7'+p'a)P(lS|,  |S'|)  =  o, 

c'est-à-dire  que  M  et  M'  sont  conjugués  par  rapport  à  A  et  A',  c'est- 
à-dire  par  rapport  à  la  quadrique  Q  associée  à  B. 

(')  Nous  réservons  les  lettres  S  el  S'  pour  les  tableaux  ou  systèmes  excep- 
tionnels. 

(^)  Remarquons  qu'une  droite  ayant  deux  points  exceptionnels  confondus  se 
dislingue  d'une  droite  n'ayant  qu'un  point  exceptionnel  parce  qu'elle  louche  la 
variété  V  el  parce  que  les  droites  D  passant  par  ses  différents  points  sont  con- 
courantes, de  sorte  qu'elle  est  dans  un  plan  ^.j.. 

Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fa;c.  III,  u)2-?.  •^7 
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On  a  alors  la  règle  suivante,  qui  donne  la  manière  la  plus  générale 
de  former  deux  tableaux  conjugués  :  prendre  dans  un  même  plan  $5 
associé  à  un  point  B  deux  points  A  et  A'  conjugués  par  rapport  à  la 
quadrique  Q  située  dans  ce  plan,  et  choisir,  parmi  les  tableaux 
correspondant  à  ces  points,  ceux  qui  conduisent  au  point  B  par 
V opération  F. 

Il  est  à  remarquer  qu'une  droite  D  est  située  dans  les  trois  plans  ^Pj 
associés  respectivement  à  ses  trois  points  exceptionnels  B,  B',  B".  Ln 
prenant  deux  points  de  cette  droite  conjugués  par  rapport  à  BB"  ou 
à  BB',  on  aura  deux  points  conjugués  (c'est-à-dire  auxquels  on  pourra 
faire  correspondre  des  tableaux  conjugués);  mais,  bien  qu'ils  soient 
dans  le  plan  yPa  associé  à  B,  on  ne  pourra  les  obtenir  par  application 
de  la  règle  précédente  qu'en  remplaçant  B  par  B'  et  B". 

On  peut  déduire  de  la  règle  précédente  le  lieu  des  points  conjugués 
d'un  point  donné  A. 

Si  A  est  exceptionnel,  ce  lieu  comprend  deux  parties  :  d'une  part, 
le  plan  (à  8  dimensions)  tangent  en  A  à  la  variété  V;  à  chaque  point 
de  ce  plan  correspond  un  tableau  conjugué  du  tableau  excep- 
tionnel 1T|  qui  correspond  à  A;  d'autre  part,  le  plan  polaire  de  A 
dans  la  quadrique  Q  associée  à  A;  à  chacun  de  ses  points  correspond 
un  tableau  conjugué  du  tableau  |T|  —  |t|  (d'après  le  n°  29,  |T|  étant 
déterminé,  comme  à  ce  numéro,  par  la  condition  a  -h 3'  -h  y"=  i). 

Si  A  n'est  pas  exceptionnel,  il  y  a  trois  points  exceptionnels,  dis- 
tincts ou  non,  dérivés  de  A.  A  chacun  de  ces  points  correspond  une 
partie  du  lieu  cherché,  qui  est  le  plan  polaire  de  A  dans  la  quadrique 
associée  à  ce  point.  Pour  obtenirces  trois  plans,  il  suffît  de  représenter 
A  par  les  trois  tableaux  correspondant  à  ce  point  et  conduisant  par 
l'opération  F"  aux  trois  points  exceptionnels;  les  tableaux  conjugués 
de  ces  trois  tableaux  correspondent  respectivement  à  ces  trois  plans. 

57;  Détermination  générale  des  variétés  associables;  plans  tCj 
etiz'^.  —  Soient  A  et  A' deux  points  exceptionnels  donnés.  S'ils  ne 
sont  pas  conjugués,  qu'ils  soient  associables  ou  non,  nous  avons  vu 
(n°  51)  (pi'il  n'existe  (pi'un  point  qui  leur  soit  associable.  Suppo- 
sons-les maintenant  conjugués,  c'est-à-dire  que  AA'  est  une  droite  A, 
et  cherchons  le  lieu  des  points  exceptionnels  B  associables  à  A  et  A'. 


FONCTIONS  ABÉLIENNES  A  TROIS  VARIABLES.  289 

Remarquons  d'abord  que,  A  et  A'  étant  dans  le  plan  $3  associé  à  un 
point  du  lieu,  la  droite  AA'  y  est  située  tout  entière,  et  les  points 
cherchés  sont  associables  à  tous  ceux  de  cette  droite.  De  même,  si  B 
et  B'  sont  deux  points  du  lieu,  ils  sont  conjugués  (sinon  il  ne  pourrait 
exister  deux  points  A  et  A'  associables  à  ces  deux  points),  et  la 
droite  BB',  située  tout  entière  dans  le  plan  f  5  associé  à  n'importe  quel 
point  de  AA',  a  tous  ses  points  associables  à  ceux  de  A  A' et  appartient 
au  lieu.  Le  lieu  est  donc  une  variété  linéaire  associable  à  AA'. 

Or  nous  avons  vu,  n°  55,  qu'une  droite  A  est  située  sur  une  double 
infinité  de  quadriques  Q,  ce  qui  revient  à  dire  que  le  choix  d'un  point 
du  lieu  dépend  de  2  paramètres.  Ce  lieu  est  donc  un  plan  Hj,  associé 
à  la  droite  AA',  évidemment  situé  sur  la  quadrique  Q  associée  à  n'im- 
porte quel  point  de  AA'. 

On  peut  être  tenté  de  penser,  d'après  cela,  qu'il  existe  une  corres- 
pondance biunivoque  entre  les  droites  A  et  les  plans  IIo  associés  à  ces 
droites.  Ce  n'est  pas  le  cas.  De  cette  hypothèse  résulterait  en  effet 
que  le  choix  d'un  plan  Ilo  et  d'un  point  A  de  la  droite  associée,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  d'un  plan  Ilo  et  d'une  quadrique  Q  le  contenant, 
dépendrait  de  i  [  h-  i  =:::i2  paramètres.  Or,  chaque  quadrique  Q  ne 
contenant  qu'une  triple  infinité  de  plans  II2,  ce  choix  ne  peut  dépendre 
que  de  II  paramètres. 

Cette  circonstance  nous  oblige  à  conclure  qu'un  plan  ITo,  associé 
à  une  droite  A,  l'est  à  une  infinité  ;  le  lieu  de  ces  droites,  associé  à  n'im- 
porte quelle  droite  du  plan  considéré,  est  un  plan  analogue.  Nous 
voyons  ainsi  que  les  plans  en  question  s'associent  deux  à  deux,  de 
manière  que  chaque  point  de  l'un  soit  associable  à  chaque  point  de 
l'autre.  Nous  appellerons  deux  tels  plans  plans  -.,  el  ti',  associés^  et 
nous  réserverons  désormais  la  désignation  de  plans  Ilg  aux  plans  qui 
ne  peuvent  être  ainsi  obtenus  comme  associés  d'une  droite  A  et  ont, 
par  suite,  un  seul  point  qui  leur  soit  associable  et  sont  sur  une  seule 
quadrique  Q. 

Un  couple  de  plans  -n^  et  ir^  associés,  évidemment  bien  déterminé 
par  n'importe  quelle  droite  d'un  des  deux  plans,  et  contenant  une 
double  infinité  de  telles  droites,  dépend  de  1 1  —  2  =  9  paramètres. 

Ce  qui  précède  résout  complètement  le  problème  de  la  détermina- 
tion des  variétés  associables.  A  moins  que  Tune  d'elles  ne  se  réduise  à 
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un  point,  deux  variétés  associables  sont  situées  respectivement  dans 
deux  plans  tIo  et  -n',  associés. 

58.  Pians  -ûg  et  plans  Ho.  —  Il  existe  des  plans  IIo,  au  sens  restreint 
que  nous  venons  de  donner  à  cette  désignation.  En  effet,  chaque 
droite  A  est  située  sur  un  seul  plan  tTo  associé  à  un  plan  t:',  ;  d'autre 
part  elle  est  sur  une  double  infinité  de  quadriques  Q,  celles  associées 
aux  points  de  t',,  qui  contiennent  évidemment  tt^.  Chacune  de  ces  qua- 
driques contient  un  plan,  autre  que  t:^,  passant  par  la  droite  \.  C'est 
donc  un  plan  IIo,  et,  comme  un  tel  plan  n'est  situé  que  sur  une  qua- 
drique  Q,  la  droite  A  est  sur  une  double  infinité  de  plans  II2,  tous 
distincts. 

Ces  plans  dépendent  de  11  paramètres  (chaque  quadrique  Q  en 
contenant  une  triple  infinité). 

Sur  chaque  quadrique  Q,  les  plans  tTo  et  les  plans  Ho  sont  évidem- 
ment les  plans  des  deux  systèmes  différents.  Donc  le  plan  ^fj,  déter- 
miné par  un  point  B  et  un  plan  de  la  quadricjue  Q  associée  à  ce  point, 
coupe  cette  quadri(jue  suivant  ce  plan,  et  un  autre  appartenant  à 
l'autre  catégorie.  On  remar(|ue  également  que,  sur  une  (juadrique  Q 
associée  à  un  point  exceptionnel  B,  il  existe  deux  séries  de  plans  pas- 
sant par  ce  point;  les  uns  sont  des  plans  7:2  doubles;  les  autres  des 
plans  Ha  doubles. 

On  peut  se  demander  si,  outre  les  plans  IIj  dont  nous  venons  d'éta- 
blir l'existence,  il  en  existe  qui  ne  soient  sur  aucune  (]uadri(jue  Q.  La 
réponse  est  négative.  Remarcpions  d'abord  <|ue  si  deux  droites  d'un  tel 
plan  étaient  sur  une  quadricjue  Q,  le  plan  tout  entier,  composé  de 
points  exceptionnels  du  plan  ^5  contenant  cette  (juadrique,  serait  aussi 
sur  elle.  Il  suffit  donc  de  montrer  que  deux  droites  A,  cjui  se  coupent, 
sont  sur  une  même  quadrique  Q. 

Or,  d'après  le  n"  5r»,  les  droites  A  passant  par  un  point  donné 
dépendent  de  4  paramètres  et  constituent  un  cône  non  décomposable. 
Si  donc,  par  un  procédé  (juelconque,  on  trouve  des  couples  de  droites  A 
passant  par  B  et  dépendant  de  8  paramètres,  on  est  sûr  de  les  obtenir 
tous.  Or  B  est  situé  sur  une  (|uadruple  infinité  de  (|uadri(jues  O  (asso- 
ciées aux  points  do  la  (juadricjue  associée  à  B),  et  sur  ciiacune  d'elles, 
le  choix  de  deux  génératrices  se  coupant  en  B  dépend  de  4  paramètres; 
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ces  deux  génératrices,  n'étant  pas  en  général  dans  un  même  plan  -n^, 
ne  sont  que  sur  une  quadrique  Q  et  ne  peuvent  être  obtenues  qu'une 
fois.  On  a  donc  des  couples  distincts  de  droites  A  se  coupant  en  B, 
dépendant  de  8  paramètres;  ce  sont  tous  ceux  existant,  et  chacun  d'eux 
est  bien  sur  une  quadrique  Q, 

59.  Variétés  4^3  déterminées  par  deux  plans  iz-i  et  tc'^  associés.  — 
Les  droites  qui  coupent  ces  deux  plans  sont  des  droites D  et  dépendent 
de  4  paramètres  si  ces  deux  plans  sont  distincts.  Elles  contiennent  des 
points  non  exceptionnels,  tous  distincts  (puisque  par  un  tel  pointue 
passe  qu'une  droite  D),  qui  dépendent  de  5  paramètres.  Les  plans  tTo 
et  71 '2  sont  donc  deux  plans  qui  ne  se  coupent  pas  dans  une  même 
variété  4^3  à  5  dimensions.  Par  chaque  point  non  exceptionnel  de  cette 
variété  passe  une  droite  D  et  une  seule,  celle  qui  coupe  les  plans  tTo 
et  u',. 

Quelle  est,  dans  la  variété  .p  5,  la  troisième  nappe  du  lieu  des  points 
exceptionnels?  C'est  (d'après  le  n**  27)  une  variété  à  4  dimensions. 
Toute  droite  qui  n'est  ni  une  droite  D  ni  une  droite  A  ayant  au  plus 
deux  points  exceptionnels,  cette  variété  n'est  coupée  qu'en  un  point 
par  une  droite  rencontrant  l'un  au  moins  des  plans  tTo  et  ir', ,  ou  bien  la 
contient  tout  entière.  C'est  donc  un  plan  H,,,  que  nous  appellerons 
plan  de  base  de  la  variété  s^^. 

On  a  vu  que  le  lieu  des  points  exceptionnels  doubles  dans  un  plan  II 
est  défini  par  une  équation  du  premier  degré.  Il  en  résulte  évidemment 
que  le  lieu  des  points  exceptionnels  doubles  dans  la  variété  -C5  est  un 
plan  lia  contenu  dans  le  plan  de  base  et  déterminé  par  les  intersections 
de  ce  plan  avec  les  plans  tTo  et  tc'^  (  '  ). 

Nous  savons  qu'une  droite  qui  coupe  Uo  et  tt'^  est  en  général  une 

(')  Ce  résultat  est  un  défaut  dans  un  cas  particulier.  Si  les  plans  tt»  et  tTj  sont 
confondus,  il  existe  une  variété  4^5  lieu  de  droites  D  joignant  le  plan  double 
ainsi  obtenu  aux  points  d'un  certain  plan  de  base  II^.  11  en  passe  naturellement 
toujours  une  seule  de  ces  droites  par  les  points  du  plan  de  base,  et  une  double 
infinité  par  les  points  du  plan  712.  Le  lieu  des  points  exceptionnels  doubles  com- 
prend alors  ce  plan  ti»  et  un  plan  IIj  dans  le  plan  de  base.  Nous  dirons  que  la 
variété  (^5  ainsi  définie  est  spéciale.  L'existence  de  ces  variétés  sera  éta- 
blie n°  43. 
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droite  D.  Il  y  a  évidemment  exception  pour  celles  qui  sont  situées  dans 
le  plan  de  base,  et  par  suite  dans  le  plan  II3  lieu  des  points  exception- 
nels doubles.  Nous  retrouvons  alors  ce  résultat,  déjà  obtenu  n°  3ô, 
que  certaines  droites  A  doubles  sont  des  limites  de  droites  D. 

40.  Les  variétés  -(%  et  0,.  —  D'après  le  n"  37,  deux  variétés  asso- 
ciables,  dont  aucune  ne  se  réduit  à  un  point,  appartiennent  d'une 
manière  unique  à  deux  plans  iz.,  et  tî^  associés;  ce  sont  soit  ces  deux 
plans  eux-mêmes,  soit  l'un  de  ces  plans  et  une  droite  de  l'autre,  soit 
deux  droites.  L'étude  de  la  variété  -C  définie  par  les  deux  variétés  asso- 
ciables  s'efTectue  dans  les  deux  derniers  cas  comme  nous  l'avons  fait 
au  numéro  précédent  pour  le  premier  cas.  On  trouve  des  variétés  <^ 
ou  J«^3,  ayant  comme  plans  de  hase  des  plans  H.,  ou  IIo.  Chacune  est 
, située  dans  une  variété  -C5  et  une  seule.  Il  n'y  a  pas  d'autre  type  de 
variété  C 

Il  n'y  a  pas  non  plus  évidemment  d'autre  sous-variété  L  dans  une 
variété  -C.5  que  les  sections  planes  des  plans  r..,,  ~\  et  II j,  les  variétés 
■^Lz  et  41^  que  nous  venons  de  définir,  les  droites  D  et  les  plans  'i.^  ou  ^^3 
définis  par  un  point  d'un  des  plans  û^  et  t:',  et  par  une  droite  de  l'autre 
ou  ce  plan  lui-même. 

Toutes  ces  variétés  ont  pour  base  une  section  du  plan  de  base  II,,.  Il 
est  important  de  remarquer  que,  pour  les  variétés  contenant  au  moins 
un  point  non  exceptionnel,  et  ])ar  suite  au  moins  une  droite  D  passant 
par  chacpic  point  exceptionnel  simple,  cette  base  n'est  pas  une  section 
quelconque  du  plan  H,,. 

Choisissons  en  elTet  dans  ce  plan  deux  points  exceptionnels  simples 
15  et  B,.  Par  chacun  de  ces  points,  dans  la  variété  -'^5,  passe  une 
droite  D  bien  déterminée,  que  la  variété  cherchée  doit  contenir. 
Soient  AA'B  et  A,A'^B,  ces  deux  droites,  lés  points  A,  A',  An  A', 
étant  ceux  où  elles  coupent  les  plans  t.  et  7:'^.  En  général  A  et  A,  sont 
distincis,  B  et  B,  de  même,  et  la  variété  L  cherchée,  appartenant  à  '^5, 
et  contenant  B,  B,  et  au  moins  un  point  non  exceptionnel,  contient 
toute  la  variété  C.,  déterminée  par  les  droites  AA,  et  A,  A',.  Elle  con- 
tient donc  ausi^i  le  plan  IL  (|ui  en  est  la  base,  eb  pas  seulement  la 
droite  BB,. 

De  même,  si  l'on  se  donne  trois  points  B,  B,,  B.  dans  le  j)lan  II,,  et 
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s'ils  ne  vérifient  pas  certaines  conditions  particulières,  il  n'y  aura  en 
général  aucune  sous-variété  de  la  variété  Cs  tpii  contienne  ce  point  et 
au  moins  un  point  non  exceptionnel.  Si  Ton  veut  par  exemple  qu'il  y 
ait  une  variété  -^3,  comme  la  donnée  de  B  et  B,  suffit  pour  déterminer 
cette  variété  et,  par  suite,  son  plan  de  base  ITj,  il  faudra  que  Bg  soit 
dans  ce  plan,  ce  qui  constitue  deux  conditions. 

41.  Lieu  des  droites  A  passant  par  un  point  exceptionnel  B.  —  Nous 
appellerons  ce  lieu  cdrte  r  de  sommet  B.  Nous  savons  déjà  que  c'est 
une  variété  à  cinq  dimensions,  non  décomposablc,  située  dans  le 
plan  tangent  en  B  à  la  variété  V,  que  nous  appellerons  plan  Cg.  Ses 
génératrices  passant  par  B,  étant  chacune  dans  un  plan  ti^  et  un  seul, 
se  groupent  en  une  triple  infinité  de  plans  t:^.  Nous  allons  montrer  que 
le  cône  F  est  aussi  le  lieu  d'une  simple  infinité  de  plans  FI,,. 

Soit  une  droite  D  passant  par  B  ;  appelons  A  et  A'  ses  autres 
points  exceptionnels.  Il  existe  une  simple  infinité  de  plans  tTo,  passant 
par  A,  sur  la  quadrique  Q  associée  à  A',  et  par  suite  une  infinité  de 
couples  de  plans  712  et  ix',  associés  conlenant  respectivement  A  et  A'. 
Chacun  de  ces  couples  détermine  une  variété  :^,  dont  le  plan  de  base 
contient  B.  Ces  plans  sont  bien  distincts,  car  inversement,  chacun 
d'eux,  avec  le  point  A,  détermine  la  variété  :!^5,  et  par  suite  les  plans  tï^ 
et  Ti^.  On  a  donc  une  infinité  dé  plans  II^,  passant  par  B.  Le  cône  F, 
qui  n'est  pas  décomposable,  est  décrit  tout  entier  par  ces  plans. 

Chaque  droite  A  est  donc  dans  un  plan  II,  ;  inversement,  elle  est 
dans  un  seul  plan  n^.  Il  résulle  en  effet  du  n**  58  qu'elle  ne  peut  être 
sur  d'autres  variétés  linéaires  à  deux  dimensions  qu'un  plan  r.^  unique 
associé  à  un  plan  tï', ,  et  une  double  infinité  de  plans  II^  (situés  respec- 
tivement sur  chacune  des  quadriques  Q  associées  aux  points  de  71',) 
dont  le  lieu  est  évidemment  le  plan  II,  déjà  trouvé.  La  droite  A  n'est 
donc  située  dans  aucun  autre  plan  IIo,  et  par  suite  dans  aucun  autre 
plan  n^. 

Une  droite  A  peut  donc  être  considérée,  d'une  manière  et  d'une 
seule,  comme  l'intersection  d'un  plan  tl^  et  d'un  plan  11^.  11  en  résulte 
une  définition  très  précise  du  cône  F,  décrit  par  ses  deux  sortes  de  plans 
comme  une  quadrique  par  ses  deux  séries  de  génératrices  :  deux  plans 
de  systèmes  différents,  sur  ce  cône,  ont  une  droite  commune;  deux 
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plans  d'un  même  système  n'ont  qu'un  point  commun,  le  sommet  du 
cône. 

Deux  remarques  résultent  aisément  de  ce  qui  précède  : 

i"  Une  droite  D  et  un  plan  11,,  se  coupant  en  un  point  B  déterminent 
toujours  une  variété  ^.  En  effet,  en  considérant  des  variétés  4^5  conte- 
nant cette  droite,  nous  avons  trouvé  pour  leurs  plans  de  base  tous  les 
plans  n.5  contenant  B. 

2°  Les  plans  TT,,,  constituent  une  famille  non  décomposable  dépen- 
dant de  cinq  paramètres  (le  choix  d'un  point  de  la  variété  V,  et  d'un 
plan  114  le  contenant  dépend  en  eiïet  de  9  paramètres).  Deux  de  ces 
plans  ont  un  point  commun  et  un  seul.  Nous  savons  déjà  en  effet  qu'ils 
ne  se  coupent  qu'en  un  point;  les  plans  II,,,  coupant  un  plan  11^  déter- 
miné dépendent  alors  de  cinq  paramètres  et  sont  bien  tous  distincts; 
ils  constituent  donc  tous  les  plans  IT^  existants. 

42.  Cas  où  B  est  un  point  exceptionnel  double.  Plan  (Tg  langent 
en  B  à  la  variété  V.  —  Les  raisonnements  précédents  subsistent  si  le 
point  B  est  exceptionnel  double.  Sur  une  droite  D  passant  par  B, 
un  seul  point  exceptionnel  est  distinct  de  B.  Prenons  ce  point  pour  le 
point  A  du  raisonnement  précédent.  Par  ce  point,  sur  la  quadriqué  Q 
associée  à  B,  sont  situés  une  simple  infinité  de  plans  -o;  chacun  d'eux 
a  pour  associé  un  plan  vJ.,  contenant  B  et  un  plan  II.,  contenant  égale- 
ment ce  point.  Si  le  plan  -^  varie,  A  restant  fixe,  le  plan  r..,  décrit  le 
cône  intersection  de  la  quadriqué  associée  à  A  et  de  son  plan  tangent 
en  B,  et  le  plan  IT^  décrit  tout  le  cône  F. 

Dans  les  variétés  4^-  définies  par  ces  plansTIs  ^^  le  point  A  sont  situées 
une  triple  infinité  de  droites  D  contenant  A.  Chacune  de  ces  droites 
est  obtenue  deux  fois  et  deux  seulement.  1011e  admet  en  effet  deux 
points  exceptionnels  A'  et  A' ,  autres  (|ue  A,  situés  sur  le  cône  F.  Le 
plan  tt!;  doit  comprendre  un  de  ces  points;  on  a  alors  le  choix  entre  les 
plans  Tij  définis,  l'un  par  BA',  l'autre  par  BA",  et  chacun  d'eux  déter- 
mine un  planzy  associé  contenant  A  et  situé  sur  la  quadriqué  Q  et  une 
variété  ^^  répondant  aux  conditions  du  problème. 

Faisons  maintenant  décrire  à  A  la  quadriqué  Q;  le  plan  r..^  est  alors 
un  plan  t:.  (juelconcjue  sur  cette  quadriqué;  le  plan  associé  tï'^  est  un 
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plan  tt',  quelconque  passant  par  B.  Les  variétés  J^j  déterminées  par  ces 
plans  dépendent  de  trois  paramètres.  Leur  lieu  est  une  variété  à  huit 
dimensions,  lieu  de  droites  D  dépendant  de  sept  paramètres  (chacune 
de  ces  droites,  qui  a  un  seul  point  exceptionnel  A  situé  sur  la  quadrique 
Q  et  non  sur  le  cône  T,  n'étant  obtenue  que  deux  fois).  Or  nous  savons 
que  le  plan  ^Pg  tangent  en  B  à  la  variété  B  contient  la  quadrique  Q  ;  il 
contient  évidemment  le  cône  T,  et  par  suite  toutes  ces  droites  D  (puis- 
qu'il contient  leurs  points  exceptionnels).  C'est  donc  le  lieu  des  droites 
D  considérées;  c'est  par  suite  une  variété  L,  du  type  OU.». 

Dans  cette  variété,  les  trois  nappes  de  points  exceptionnels  sont 
évidemment  constituées,  l'une  par  la  quadrique  Q,  les  deux  autres 
par  le  cône  F  qui  est,  d'une  part  le  lieu  des  plans  tt'^  des  variétés  J^^, 
d'autre  part  le  lieu  de  leurs  plans  de  base. 

45.  Étudions  la  répartition  des  droites  A  doubles  sur  le  cône  F. 
Remarquons  d'abord  que  chaque  plan  tTo  simple  contient  une  droite 
A  double  et  que,  d'autre  part,  il  existe  des  plans  Uo  doubles  ;  il  en  existe 
en  effet  une  simple  infinité  passant  par  B  et  situés  sur  la  quadrique  Q 
associée  à  ce  point.  Les  droites  A  doubles  se  répartissent  donc  en  deux 
catégories,  suivant  que  le  plan  71:^  contenant  la  droite  considérée  est 
simple  ou  double.  La  première  catégorie  est  évidemment  la  plus 
générale;  les  droites  de  la  seconde  catégorie  seront  dites  droites  A 
spéciales. 

Un  plan  tt',  passant  par  B  ne  peut  être  double  que  s'il  est  confondu 
avec  le  plan  r..,  associé,  qui  est  nécessairement  sur  la  quadrique  Q. 
Les  plans  -2  dpubles  passant  par  B  sont  donc  ceux  situés  sur  cette  qua- 
drique; il  ne  peut  en  exister  d'autres.  Les  droites  spéciales  passant 
par  B  sont  donc  de  même  celles  situées  sur  la  quadrique  Q  associée  à 
ce  point;  il  en  existe  une  double  infinité. 

Il  existe  d'autre  part  évidemment  sur  le  cône  F  une  triple  infinité 
de  droites  A  doubles  non  spéciales,  passant  par  B;  il  en  existe  une 
dans  chaque  plan  t:^  simple  et  celles  situées  dans  chaque  plan  114  y  dé- 
crivent un  plan  II3  double.  Chacun  de  ces  plans  II4,  et  par  suite  chacun 
de  ces  plans  II.,  doubles,  contient  évidemment  un  plan  H^  double  situé 
sur  la  quadrique  Q,  lieu  des  droites  spéciales  situées  dans  ce  plan  et 
passant  par  B. 

Journ.  de  Math.,  lome  I.  —  Fasc.  III,  1922.  >j5 
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44.  Propriétés  des  droites  A  spéciales.  —  Une  propriété  caracté- 
ristique des  droites  A  spéciales  est  que  ce  sont  des  cas  particuliers,  ou 
plus  exactement  des  positions  limites,  de  droites  D.  Sien  effet  une 
droite  D  tend  vers  une  droite  A,  ses  points  exceptionnels  ont  au  moins 
un  point  limite  B  sur  cette  droite,  qui  apparaît  à  la  limite  comme  une 
droite  D  passant  par  B,  par  suite  située  dans  le  plan  a'5  associé  à  ce 
point.  Or  les  droites  A  situées  dans  ce  plan  et  passant  par  B  sont  des 
droites  spéciales. 

Inversement,  une  telle  droite  est  évidemment  limite  de  droite  D 
passant  par  n'importe  quel  B  choisi  sur  elle. 

Etudions  maintenant  la  répartition  des  droites  spéciales  dans  un 
plan  H/,.  Elles  sont  évidemment  dans  son  plan  IIj  double. 

Choisissons  d'abord  dans  ce  plan  une  droite  non  spéciale,  soit  A. 
Elle  définit  un  plan  r,^  la  contenant.  La  variélé  j;^,  déterminée  par  ce 
plan  et  le  plaïi  û^  associé  a  pour  plan  de  base  un  plan  coupant  ~.,  sui- 
vant une  droite  double;  c'est  donc  le  plan  II,  contenant  la  droite  A. 
Il  coupe  de  même  -û'^  suivant  une  droite  double  A'.  Les  droites  A  et  A' 
sont  donc  deux  droites  du  plan  II.,  double,  liées  par  une  correspon- 
dance biunivoque  et  évidemment  réciproque.  Toute  droite  les  coupant 
est  évidemment  position  limite  de  droites  D  coupant  -^  et-',;  c'est 
donc  une  droite  spéciale. 

De  ce  qui  précède  résulte  que  les  droites  spéciales  forment  un 
complexe  dans  chaque  plan  II,  double.  Les  droites  A  et  A'  doubles  de 
deux  plans  iio  et  -'^  associés  sont  conjuguées  dans  ce  comj)Iexe.  En 
chaque  point  B,  le  plan  du  complexe  est  le  plan  commun  au  plan  11^ 
et  à  la  quadriquc  associée  à  B. 

Lorsque  tx,  et  ii^  sont  confondus,  la  variété  ^5  devient  une  variété 
spéciale.  On  voit  qu'il  existe  de  telles  variétés;  celles  qui  ont  un  plan 
de  base  donné  dépendent  de  trois  paramètres.  On  peut  en  définir  une 
en  choisissant  par  exemple  la  droite  du  complexe,  intersection  du  })lan 
Tc^,  double  et  du  plan  de  base;  la  donnée  de  cette  droite  définit  le  plan 
Tij  double. 

On  remarque  qu'un  plan  11^  et  un  plan  tTo  double  se  coupant,  se 
coupent  toujours  suivant  une  droite  spéciale,  et  déterminent  une 
variété  J^^.  Chaque  plan  -^  double  est  donc  dans  une  double  infinité 
de  variétés  ^5  (dont  les  plans  de  base  sont  ceux  passant  par  n'importe 
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quelle  droite  de  ce  plan)  tandis  qu'un  plan  Tj  sinriple  n'est  que  dans 
une  seule  variété  .'^5. 

Les  résultats  précédents  nous  permettent  de  préciser  la  propriété 
des  droites  spéciales  d'être  limites  de  droites  D.  Sur  une  telle  droite, 
choisissons  arbitrairement  trois  points  A,  A',  A".  Je  dis  qu'on  peut 
choisir  les  droites  D  de  manière  que  leurs  trois  points  exceptionnels 
tendent  respectivement  vers  A,  A'  et  A".  En  effet,  dans  le  pian  II, 
double  contenant  la  droite  donnée,  on  peut  choisir,  et  même  d'une 
infinité  de  manières,  deux  droites  A  et  A',  contenant  respectivement  A 
et  A',  et  conjuguées  dans  le  complexe  des  droites  spéciales;  elles  déter- 
minent deux  plans  t:.,  et  u!,  associés,  et  une  variété  Ji^^.  Dans  son  plan 
de  base,  choisissons  un  point  exceptionnel  5zmp/e,  tendant  vers  A". 
La  droite  D  bien  déterminée,  passant  par  ce  point  et  coupant  tt,  et  -û'^, 
tend  vers  AA'A",  et  ses  points  exceptionnels  tendent  bien  vers  les 
trois  points  A,  A'  et  A". 

45.  Variété  Jll.,j,  lieu  des  variélés  1^3  ayant  même  plan  de  base.  — 
Faisons  tout  d'abord  trois  remarques  évidentes,  qu'il  est  utile  pour  la 
suite  d'avoir  présentes  à  l'esprit  : 

i°'Une  variété  linéaire,  lieu  de  variétés  L,  est  une  variété  L; 

2°  L'intersection  de  deux  variétés  L  est  une  variété  L  ; 

3"  Si  deux  variétés  linéaires  ayant  respectivement  N  et  N'  dimen- 
sions ont  pour  intersection  une  variété  à  n  dimensions  (prendre 
/z  =  —  I  s'il  n'y  a  pas  de  point  commun,  aï  =  o  s'il  n'y  en  a  qu'un),  la 
variété  linéaire  qu'elle  détermine  est  à  N  4-  N'  —  n  dimensions. 

Considérons  maintenant  le  lieu  des  variétés  4^5  ayant  même  plan  de 
base  Tlj..  On  est  sûr  d'obtenir  toutes  ces  variétés  en  choisissant  dans  ce 
plan  un  poin]:  exceptionnel  simple  A,  et  faisant  décrire  à  une  droite  D 
le  plan  ^jPg  associé  à  B  ;  chacune  de  ces  droites  détermine  avec  le  plan  II^ 
une  variété  4^5,  et  toutes  ces  variétés  sont  distinctes  (chaque  variété  4^5 
ayant  le  plan  de  base  donné  contenant  une  droite  D  et  une  seule  pas- 
sant par  A.  Le  lieu  cherché  est  donc  la  variété  linéaire  déterminée  par 
le  plan  de  base  et  le  plan  ^i*^  associé  à  ce  point.  C'est  alors  une  variété  L, 
du  type  OTL9.  Le  plan  de  base  constitue  une  nappe  du  lieu  des  points 
exceptionnels  dans  cette  variété. 
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Remarquons  que  pour  ua  point  exceptionnel  double  B  du  plan  U.,, 
ce  plan  et  le  plan  1P-.  associé  à  B  ont  un  plan  TT^  commun  et  ne  déter- 
minent par  suite  qu'une  variété  linéaire  à  sept  dimensions.  C'est  le  lieu 
d'une  double  infinité  de  plans  H,,  ayant  même  plan  de  base,  et  par 
suite  une  variété  OlLj  contenue  dans  la  variété  OIL9.  Elle  est  évidemment 
aussi  contenue  dans  le  plan  Sj,  tangent  à  B  à  la  variété  B.  qui  apparaît 
comme  décrit  par  les  différeules  variétés  ûV^-  obtenues  en  laissant  B 
fixe  et  faisant  varier  le  plan  II,.  De  plus,  elle  constitue  toute  Tinter- 
section  du  plan  SgCt^de  la  variété  OR9  ;  dans  ce  plan  X».  en  effet,  d'après 
le  n°  4'2,  les  droites  D  qui  ont  un  point  exceptioimcl  dans  le  plan  TI,, 
considéré,  etpar  suite  peuvent  appartenir  à  la  variété  olL,,.  ne  dépendent 
que  de  six  paramètres. 

46.  Intersections  de  plusieurs  variétés  OIL9.  —  Etudions  d'abord 
l'intersection  de  deux  variétés  Ollp  et  Olc'y,  dont  nous  appellerons  les 
plans  de  base  H,,  etlf^.  Deux  cas  sont  à  distinguer,  suivant  que  le  point 
exceptionnel  B  commun  à  ces  deux  plans  est  simple  ou  double. 

Supposons-le  d'abord  simple.  La  variété  linéaire  déterminée  par  11^ 
et  Il'j,  qui  n'ont  qu'un  point  commun,  est  le  plan  o^g  à  8  dimensions 
tangent  à  la  variété  V  qui  n'a  lui-même  qu'un  point  commun  avec  le 
plan  P5  associé  à  B.  La  variété  linéaire  déterminée  par  OKg  et  Ole',  con- 
tient alors  ces  plans  ©g  et  ^J?5,  et  par  suite  comprend  tout  l'espace  E,3, 
et  l'intersection  de  OPl,,  et  3TLg  a  cinq  dimensions,  et  ne  comprend  que 
le  plan  ($^  associé  à  B.  Ce  cas  ne  nous  conduit  donc  à  définir  aucun 
nouveau  type  de  variété  ;)rt. 

Supposons  maintenant  le  point  B  double.  Les  variétés  .OllgCtOlLy 
contiennent  alors  res[)ectivement  des  variétés  3\L^  et  01^'.  situées  dans 
le  plan  ç^  tangent  enlî  à  la  variété  V  qui  se  coupent  donc  suivant  une 
variété  01L„.  Chacune  des  variétés  S\\.  et  Oll'. ,  définie  dans  6»  par  une 
seule  équation  linéaire,  cou])e  le  plan  de  base  suivant  un  plan 
(II3  et  Jl',)  appartenant  à  la  variété  ;)Hc.  Le  lieu  des  points  exception- 
nels de  cette  variété  est  donc  constitué  parles  plans  ii^  et  llj  et  la 
quadrique  associée  à  B. 

D'ailleurs  la  variété  OW^,  constitue  bien  toute  l'intersection  de  OR 9 
et  DU-',.  En  effet,  cette  intersection  est  un  lieu  de  droites  D  ayant  un 
point  exceptionnel  sur  l'intersection  de  IL  etORa,  point  dont  le  lieu 
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est  le  plan  U^;  de  même  un  deuxième  point  exceptionnel  de  ces 
droites  a  pour  lieu  le  plan  II'j  ;  les  droites  D  de  l'intersection,  coupant  II3 
etn3,sont  dans  la  variété  Dïi^  (même  si  elles  les  coupent  en  leur 
point  commun  B,  car  OK-c  comprend  le  plan  $g  associé  à  B). 

Remarquons  qu'une  telle  variété  OlLo  est  parfaitement  déterminée 
par  la  donnée  d'un  des  plans  II.,  ou  Il'g,  par  exemple  FI.,.  Ce  plan  est 
d'abord  dans  un  plan  IT,,  bien  déterminé,  ayant  un  plan  II3  double  déter- 
miné. Le  plan  U.3  donné  coupe  la  quadiique  Q  associée  à  B,  suivant 
un  plan  qui  est  conjug^ué  de  B  dans  le  complexe  des  droites  spéciales 
de  IIj  ;  ce  plan  étant  déterminé  comme  lieu  des  points  doubles  du  plan 
n,  donné,  cette  condition  détermine  B.  La  variété  OlLg  est  alors  déter- 
minée par  IIj  et  le  plan  {^^  associé  à  B. 

Le  plan  H^  donné  doit  bien  entendu  ne  pas  être  un  plan  II.;  double. 

Si  le  plan  U^  varie  en-contenant  le  même  plan  TI^  double  (il  reste  un 
paramètre),  le  point  B  reste  fixe,  et  le  plan  11'^  est  mobile  autour  de  ce 
point.  Donc  les  variétés  oiv',,,  dont  les  plans  de  basell'^  décrivent  le  cône 
r  de  sommet  B,  coupent  le  plan  114  suivant  un  faisceau  de  plans  II, 
ayant  en  commun  le  plan  U.,  intersection  de  11,  et  de  la  quadrique 
associée  à  B. 

47 .  Etud  ions  maintenant  Fin  tersection  de  trois  variétés  Dïi  „ ,  Dit', ,  3Tl'1  . 
Le  seul  cas  intéressant  est  celui  où  leurs  plans  de  base  se  coupentdeux 
à  deux  en  des  points  exceptionnels  doubles  B,  B',  B"  (B  situé 
sur  n'j  et  II'j,  B'  sur  H"j  et  H,,).  Dans  les  autres  cas,  en  effet,  l'intersec- 
tion, appartenant  à  un  plan  ^1\,  serait  d'un  type  déjà  connu. 

Le  triangle  BB'B",  dont  les  trois  côtés  sont  des  droites  A  doubles, 
est  un  plan  ûg  double  ou  un  plan  U^  double.  Comme  il  coupe  le 
plan  Hj  suivant  une  droite,  c'est  un  plan  7C2  double.  C'est  alors  un 
triangle  quelconque  dans  un  plan  iio  double  quelconque,  car  les  côtés 
d'un  tel  triangle  déterminent  trois  plans  11,,  11'^,  IT^  qui  remplissent  la 
condition  indiquée. 

Le  plan  11^  coupe  les  variétés  D\l'^  et  3X1]  suivant  deux  plans  ïl^ 
distincts,  et  contenant  des  plans  FIj  doubles  distincts,  puisque  les 
points  B'  et  B"  qui  sont  leurs  conjugués  dans  le  complexe  sont  dis- 
tincts. Ces  deux  plans  IT3  se  coupent  donc  suivant  un  plan  IIo  qui  n'est 
pas  double,  et  qui  n'est  pas  non  plus  un  plan  IIo  quelconque,  puisque 
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la  droite  B'B",  lieu  des  points  doubles  de  ce  plan,  est  spéciale.  Ce 
plan  llo,  intersection  de  II^  par  DlL^  etolL,,  constitue  une  nappe  du 
lieu  des  points  exceptionnels  de  la  variété  L  intersection  de  DRg,  Oïi'^ 
et  ort'g.  Les  deux  autres  nappes  sont  de  même  des  plans  IT^  et  Tl[,  situés 
respectivement  dans  11'^  et  11'^,  contenant  B"B  et  BB'.  La  variété 
étudiée  est  alors  une  variété  DXL.,.  Outre  ces  trois  nappes  de  points 
exceptionnels,  elle  contient  le  plan  BB'B",  qui  constitue  une  nappe 
spéciale. 

On  voit  comment  une  nappe  spéciale  peut  apparaître  lorsqu'on 
coupe  par  Ole,,  la  variété  OR  g,  intersection  de  Oll^  et  DRl,  qui  n^en  con- 
tenait pas.  Dans  cette  variété  OUg,  une  nappe  était  constituée  par  la 
quadrique  Q  associée  à  B,  et  contenait  le  plan  BB'B";  la  section  con- 
sidérée, contenant  BB'B",  coupe  Q  suivant  ce  plan  et  le  plan  Ho,  et  ne 
contient  aucune  droite  D  ne  se  réduisant  pas  à  une  droite  spéciale  et 
ayant  un  point  exceptionnel  dans  ce  plan  BB'B". 

Remarquons  que  0IL4  est  aussi  l'intersection  des  trois  plans  Eg,  G,, 
Gg,  tangents  en  B,  B',  B"  à  la  variété  V.  Elle  appartient  en  effet  à  trois 
variétés  onLg,  Oli'g,  OIL^,  situées  respectivement  dans  ces  trois  plans. 

48.  Lieu  des  points  exceptionnels  dans  la  vaiièté  OTL^.  —  Reve- 
nons à  la  variété  Olly  pour  y  étudier  le  lieu  de  ses  points  exceptionnels. 
Les  deux  nappes  autres  que  son  plan  de  base  sont  évidemment  cons- 
tituées par  une  variété  unique  à  6  dimensions  que  nous  appellerons 
surface  S. 

Si  Ton  définit  -Tt,,  comme  lieu  d'une  quadruple  infinité  de  variétés  .(^5 
ayant  même  plan  de  base,  2  apparaît  comme  le  lieu  d'une  quadruple 
infinité  de  plans  TT^  et  t:'.,  associés,  dont  une  triple  infinité  de  plans  ûj 
doubles.  Les  seuls  points  doubles  sur  S  sont  d'ailleurs  ceux  de  ces 
plans  doubles;  ceux  situés  sur  les  autres  plans  t:^  cl  ir'^  considérés  sont 
en  effet  dans  le  plan  de  base,  et  par  chacun  d'eux  ])asscnl  une  simple 
infinité  de  |)laiis  tt^  doubles  situés  sur  il. 

Mais  il  existe  d'autres  plans  lïa  et  tï^  sur  cette  surlace.  On  le  voit 
aisément  en  considérant  ,)lii,  comme  lieu  des  plans  ^ï^  associés  aux 
points  B  de  son  |)lan  de  base,  et  par  suite  1  (((mnie  le  lieu  des  qua- 
driques  Q  associées  à  ces  points.  Dans  cette  géut'ration,  chaque 
point  A  de  IS  est   obtenu  une  double   infinité  de  l'ois;   il  es!   en  ('ffel 
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situé  sur  la  qiiadriqiie  Q  associée  à  au  moins  un  point  B  du  plan  de 
base,  c'est-à-dire  que  la  quadrique  qui  lui  est  associée  à  lui-même 
contient  au  moins  un  tel  point  B;  elle  en  contient  alors  une  double 
infinité  (les  difTprents  plans  IL,  passant  par  B  el  situés  sur  cette  qua- 
drique appartenant  aux  diiïérents  plans  II,,  passant  par  B;  l'un  d'eux 
est  dans  le  plan  de  base  considéré). 

Les  plans  tIo  situés  sur  les  quadriques  associées  aux  points  B  sont 
associés  à  des  plans  ir'^  coupant  le  plan  de  base  suivant  une  droite; 
chacun  d'eux  est  donc  obtenu  une  infinité  de  fois,  pour  tous  les 
points  B  de  cette  droite.  Les  plans  tî,  situés  sur  les  quadriques  consi- 
dérées et  par  suite  sur  H  dépendent  donc  de  4  H-  3  —  i  =  6  paramètres. 
Par  chaque  point  M  de  Z,  il  en  passe  une  double  infinité.  Il  ne  peut  y 
en  avoir  d'autres,  car  si  c'était  le  cas  2  contiendrait  tout  le  cône  F  de 
sommet  M,  et  contiendrait  des  plans  11,,  ;  ce  n'est  pas  le  cas. 

En  dehors  de  ces  plans,  il  peut  y  avoir  sur  1  des  plans  11'^  ou  Il[ 
situés  sur  des  plans  11'^.  Les  plans  11^  qui  coupent  II.,  en  un  point 
simple  Bue  coupent  ;)rL,,  en  aucun  autre  point,  et  par  suite  ne  coupent 
pasS.  Les  plansll'^  qui  coupeutll^  en  un  autre  pointdoublecoupentOliLg, 
et  par  suite  ]S,  en  un  plan  ïl[  non  double.  Il  y  a  donc  sur  i]  une  qua- 
druple infinité  de  ces  plans  11'^.  far  chaque  point  M  il  en  passe  une 
simple  infinité. 

L'intersection  de  S  avec  son  plan  tangent  en  M  comprend  donc  une 
triple  infinité  de  droites  A  passant  par  M;  elles  se  répartissent  en  une 
simple  infinité  de  plans  II^  et  une  double  infinité  de  plans  r,.,.  Si  M  est 
double,  il  y  a  évidemment  par  ce  point  une  double  infinité  de  droites  A 
doubles,  dont  une  simple  infinité  de  droites  spéciales,  constituant  un 
seul  plan  tïo  double. 

* 

49.  Sous-variétés  de  la  variété  dWç^.  —  11  est  facile  de  déterminer 
systématiquement  toutes  les  sous-variétés  L  d'une  vaiiété  OU  g.  En 
dehors  des  plans  tt^  ou  II.,  que  nous  venons  de  déterminer,  ce  sont  des 
lieux  de  droites  D,  dont  un  point  exceptionnel  décrit  une  section  du 
plan  n^  de  base,  que  nous  appellerons  base  de  la  sous-variété  L. 

Il  peut  arriver  que  la  base  soit  constituée  par  le  plan  II,,  tout  entier. 
Une  section  quelconque  de  OTL9  contenant  ce  plan,  et  au  moins  un  autre 
plan,  est  évidemment  soit  une  variété  4^5,  soit  une  variété  OIL^,  OIL7  ou 
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OÏL/,  lieux  des  variétés  /^j.  Ces  variétés  coupent  Z  suivant  des  variétés 
à  3,  4  ou  5  dimensions. 

Si  la  base  ne  comprend  pas  tout  le  plan  IT^,  on  ne  peut  pas  prendre 
n'importe  quelle  section  ayant  cette  base.  Ce  ne  serait  pas  en  général 
une  variété  L.  On  trouve  sans  peine  que  : 

i**  Si  la  base  se  réduit  à  un  point,  simple  ou  double,  on  ne  peut 
prendre  comme  section  que  le  plan  ^Jfg  associé  à  ce  point  et  ayant  cette 
base,  ou  une  de  ses  sections; 

2°  Si  la  droite  se  réduit  à  une  droite  A'  simple  ou  double,  mais  non 
spéciale,  on  ne  peut  prendre  comme  section  que  la  variété  .!^,,  déter- 
minée par  A'  et  le  plan  7:2  associé,  ou  uiie  section  de  cette  variété.  Le 
plan  Uj  coupe  II,,  et  par  suite  OIL9,  suivant  cette  droite  A',  et  le  plan  de 
base  de  celte  variété  4^4  est  un  des  plans  dont  nous  vcjions  de  voir 
l'existence  sur  1>  ; 

3°  Si  la  base  se  réduit  à  une  droite  A  spéciale,  on  ne  peut  définir 
aucune  sous-variété  L,  autre  que  le  plan  double  la  contenant,  et  ayant 
cette  base,  ou  le  plan  ^2  déterminé  par  cette  droite  et  une  autre 
droite  spéciale  la  coupant  (plan  associé  à  leur  point  d'intersection,  et 
langent  à  la  quadrique  associée  à  ce  point. 

Il  reste  à  traiter  le  cas  où  la  base  est  un  plan  ïl.y  ou  H,.  Commençons 
par  ce  dernier  cas,  en  supposant  que  ce  ne  soit  pas  le  plan  IIj  double 
du  plan  IIj. 

Nous  savons  déjà  qu'il  existe  une  variété  31L,;,  et  par  suite  une 
double  infinité  de  variétés  OIL5  et  autant  de  variétés  j\,,  section  de  la 
précédente,  ayant  ce  plan  H.,  pour  base.  Or  dans  chaque  variété  ^5 
n'existent  qu'une  double  infinité  de  variétés  i^^,  déterminées  chacune 
par  un  des  plans  tt.^  ou  tï'^  et  une  droite  de  l'autre.  Les  variétés  j^^ 
obtenues  en  faisant  varier  4^5  dépendent  setjlement  de  (i  paramètres. 
Nous  venons  de  les  trouver  toutes,  puisque  le  choix  de  II.,  dans  îl^ 
dépend  de  4  paramètres.  Comme  une  variété  OU 5  ou  on,;  de  base  U^  est 
nécessairement  un  lieu  de  telles  variétés,  il  ne  saurait  en  exister 
d'autres  que  celles  déjà  connues. 

^  Remarquons  que  les  variétés  DU  ,  déduites  de  ce  qui  précède  con- 
tiennent des  points  exceptionnels  constituant  un  j^lan  IljdanslL,  un 
plan  II!,  dans  un  plan  II!,  et  une  variété  à  trois  dimensions,  section 
plane  d'une  quadrique  Q. 
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En  intervertissant  les  rôles  des  ])lans  IT,,  et  11'^,  on  obtient  des 
variétés  DK^  dont  chacune  a  pour  base,  dans  II,,,  un  plan  II^  simple 
contenant  une  droite  spéciale.  Un  raisonnement  analogue  à  celui  fait 
ci-dessus  dans  le  cas  où  la  base  est  un  plan  11.,  montre  qu'à  cette  base 
ne  correspond  aucune  autre  sous-variété  L  que  les  variétés  011 5  que 
nous  venons  de  trouver  ou  leurs  sections  Dïl.,,  ou  J^,.  Les  sections  OÏL,, 
peuvent  être  du  type  étudié  n"  Al  ou  non,  suivant  que  la  section  de 
la  quadrique  constituant  dans  Oli^  une  nappe  de  points  exceptionnels 
se  décompose  ou  non;  la  nappe  spéciale  obtenue  au  n°  47  n'existe  bien 
entendu  que  dans  le  premier  cas. 

Enfin,  si  Ton  prend  pour  base  un  plan  II.  simple  dont  la  droite 
double  n'est  pas  spéciale,  on  n'obtient  aucune  autre  sous-variété  que 
le  plan  û^j  contenant  ce  plan,  et  si  l'on  prend  un  plan  H.  double,  on 
n'obtient  que  les  plans  «J".,  déterminés  chacun  par  ce  plan  et  une  droite 
spéciale,  non  située  dans  II,  le  coupant  au  point  B  qui  est  son  conjugué 
dans  le  complexe  des  droites  spéciales  de  114.  Un  tel  plan,  tangent  à  la 
quadrique  Q  associée  à  B,  est  bien  un  plan  ^-^3. 

50.  Autres  exemples  de  variétés  OÏL.  —  Nous  n'avons  défini  jus- 
qu'ici que  des  types  de  variétés  L  dans  lesquelles  au  moins  une  nappe 
du  lieu  des  points  exceptionnels  était  algébriquement  séparée  des 
autres.  Les  trois  nappes  ne  peuvent  évidemment  constituer  une  même 
surface  algébrique  que  pour  les  variétés  Ollc  OII7  ou  OiiL,y,  et  cette 
surface  est  alors  une  variété  à  2,  4  ou  6  dimensions. 

Ces  variétés  à  10,  7  ou  4  dimensions  sont  précisément  celles  que  l'on 
obtient  en  imposant  aux  relations  singulières  d'être  vérifiées  pour  i,  2 
ou  3  systèmes  de  périodes.  Il  est  évident  que  l'on  doit  s'attendre,  si  les 
systèmes  de  périodes  considérés  sont  quelconques^  à  ce  que  dans  la 
variété  obtenue  les  trois  nappes  ne  puissent  être  distinguées  algébri- 
quement; mais  pour  certains  cboix  particuliers  de  ces  systèmes,  elles 
pourront  l'être,  et  il  pourra  même  arriver  que  les  systèmes  corres- 
pondants de  relations  singulières  dépendent  d'un  plus  grand  nombre 
de  paramètres  que  dans  le  cas  général. 

Il  est  facile  de  définir  géométriquement,  dans  l'espace  E,,,  des, 
variétés  de  la  nature  considérée. 

Pour  former  une  variété  OTL^,  considérons  un  pentagone  dont  les 
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côtés  soient  des  droites  D  ;  on  peut  former  un  tel  pentagone  en  choi- 
sissant d'abord  quatre  sommets,  A,,  A.,  A3  et  A^,  de  manière  que 
A, A2,  Ao  A,,  A.,  A,  soient  des  droites  D.  Le  sommet  A5  est  alors  bien 
déterminé  par" la  condition  d'être  associable  à  A,  et  A,,. 

Le  plan  des  deux  côtés  consécutifs  est  un  plan  ^S.,.  Ainsi  A.AoAg 
est  un  plan  $25  associable  à  A.,.  Le  cas  général  est  évidemment  celui 
où  dans  chacun  de  ces  plans  la  conique  de  points  exceptionnels  ne  se 
décompose  pas.  En  considérant  le  plan  A,  A2A.t,  on  voit  ainsi  que 
seule  la  nappe  contenant  A,  peut  être  distincte  des  deux  autres;  mais 
en  considérant  de  même  le  plan  A0A3A.,,  on  voit  qu'elle  n'est  pas 
distincte. 

Cela  suffit  pour  affirmer  que  la  variété  L  déterminée  par  les  cinq 
points  considérés  est  une  variété  OTL  à  4,  7  ou  10  dimensions.  Il  est 
facile  de  voir  qu'elle  est  à  4  dimensions,  c'est-à-dire  qu'elle  n'est  autre 
que  la  variété  linéaire  déterminée  par  ces  cinq  points. 

Un  point  quelconque  de  cette  variété  est  représentable  en  effet  par 
un  tableau  de  la  forme 

lT|z.:À,|T,|  +  /.,|T,l+...  +  X3|T,l. 

T,  |,  ...,  I  Ï5 1  représentant  les-tableaux  exceptionnels  correspondant 
aux  points  A,,  ...,  A5.  Il  suffit  de  montrerque  l'opération  F,  efîectuée 
sur  ce  tableau,  conduit  à  un  tableau  de  même  forme.  On  a  en  effet 

F(|T|):=i>.,>.,F(|T,|,  |T,|), 

et  nous  savons  que  F(|T,|,  \Tj\)  représente  le  point  exceptionnel  asso- 
ciable à  la  fois  de  A,  et  Ay  (n°  28),  c'est-à-dire  un  point  de  la  droite  A, 
et  Aj  si  ce  sont  deux  sommets  consécutifs,  et  le  sommet  intermédiaire 
dans  le  cas  contraire.  De  toute  façon,  il  est  dans  la  variété  considérée, 
et  il  en  est  de  même  du  point  représenté  par  F(|T|).  La  variété  consi- 
dérée est  donc  bien  une  variété  OîL^. 

51.  Pour  obtenir  une  variété  OIl,,  nous  n'avons  qu'à  chercher  la 
variété  L  déterminée  par  deux  points  quelconques  A  et  B.  Le  lieu  des 
points  exceptionnels  ne  saurait  évidemment  se  décomposer  dans  le  cas 
général  en  nappes  distinctes,  puisqu'on  ne  peut  obtenir  par  des  opé- 
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rations  rationnelles  aucun  des  points  exceptionnels  de  la  droite  D 
déterminée  par  A. 

Désignons  ces  points  par  A,,  A^,  A.,,  ceux  dérivés  de  B  par  B,,  B^, 
B3,  le  point  associable  à  A,  et  B,  par  G,,  celui  associable  à  A,  et  B2 
par  C2.  Le  pentagone  A,C,  B,  B^C^  détermine  une  variété on^  du  type 
que  nous  venons  de  définir.  La  droite  A,  A0A3,  droite  D  quelconque 
dans  le  plan  ^i'5  associé  à  A|,  n'est  pas  en  général  dans  cette  variété. 
La  variété  déterminée  par  A  et  B,  contenant  d'une  part  le  pentagone 
considéré,  d'autre  part  la  droite  A^AjAj,  est  donc  au  moins  une 
variété  Oit 7. 

D'autre  part,  les  systèmes  de  relations  singulières  représentés  par 
A  et  B  constituent  6  équations  non  linéaires,  et  sont  vérifiées  pour 
deux  systèmes  de  périodes  au  moins  (').  Or  les  systèmes  de  relations 
singulières  vérifiés  pour  un  système  de  périodes  dépendent  de  10  para- 
mètres, et  ne  sont  tous  vérifiés  pour  aucun  autre  système  de  périodes. 
Ceux  vérifiés  pour  deux  systèmes  de  périodes  ne  peuvent  dépendre  de 
10  paramètres. 

La  variété  étudiée  est  donc  une  variété  OR  7.  Le  choix  de  deux 
droites  D  dans  cette  variété  dépendant  de  12  paramètres,  et  celui  de 
deux  droites  D  dans  l'espace  dépendant  de  24  paramètres,  ces  variétés 
dépendent  de  il\  — 12  paramètres.  Elles  constituent  bien  toutes  celles 
représentant  les  systèmes  de  relations  singulières  vérifiées  pour  deux 
systèmes  de  périodes  donnés,  à  l'exception  des  cas  particuliers  où  les 
systèmes  de  relations  en  question  dépendraient  de  plus  de  7  paramètres. 

32.  Nous  verrons  au  Chapitre  suivant  que  la  variété  orL,^  corres- 
pondant à  un  seul  système  de  périodes  peut  être  définie  comme  lieu 


(')  On  peut  d'ailleurs  dire  exactement  deux.  Dans  la  variété  OIL7,  les  points 
représentant  des  systèmes  de  relations  singulières  linéaires  (  X  1=  X'  =  ^")  =  o 
dépendent  de  4  paramètres.  Ils  ne  sont  pas  tous  exceptionnels,  au  moins  en 
général,  comme  on  le  voit  par  exemple  en  supposant  linéaire  le  système  repré- 
senté par  le  point  A  (d'ailleurs  si  ces  systèmes  étaient  exceptionnels,  la  condi- 
tion X  =:  o  définirait  un  plan  lï;  qui  serait  une  des  nappes  du  lieu  des  points 
exceptionnels;  or  ce  lieu  ne  se  décompose  pas  en  général).  Ces  systèmes  linéaires 
constituent  alors  cinq  relations  distinctes,  et  la  sixième  constituant  les  systèmes 
donnés  est  du  second  degré. 
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des  plans  s»  tangents  à  la  variété  V  aux  points  B  d'un  même  plan  Ti^ 
double.  Observons  seulement  ici  qu'il  est  bien  évident  que  dans  le  lieu 
ainsi  défini  les  points  exceptionnels  constituent  une  surface  unique, 
décrite  une  fois  par  la  quadrique  Q  associée  à  B  (première  nappe  dans 
chaque  plan  î^^)  et  une  infinité  de  fois  par  le  cône  F  du  sommet  B  (  qui 
constitue  les  deux  autres  nappes)  dans  chaque  plan  Kg. 

En  effet,  deux  des  quadriques  Q  associées  à  deux  des  points  B,  et 
B2,  c'est-à-dire  le  plan  Ttj  double  donné.  Les  autres  points  de  ces 
quadriques  Q  sont  tous  distincts  et  décrivent  une  variété  Z  à  G  dimen- 
sions. 

Chaque  quadrique  Q  est  entièrement  décrite  par  les  plans  lia  situés 
sur  elle  et  coupant  le  plan  tz^  double.  La  variété  Z  appartient  donc  au 
lieu  des  plans  ïl,,  coupant  ce  plan,  qui  est  aussi  évidemment  le  lieu 
des  cônes  Y  de  sommet  B.  D'ailleurs,  chacun  de  ces  plans  114  et  le 
plan  iz.,  double  déterminent  une  variété  ^5  spéciale;  par  chacun  des 
points  de  ces  plans  passe  donc  une  droite  D  et  une  seule  coupant  le 
plan  T..2  double,  c'est-à-dire  que  chacun  de  ces  points  est  sur  la  qua- 
drique associée  à  un  point  B  et  un  seul.  Ce  lieu  coïncide  bien  avec  la 
surface  S. 


CHAPITRE  IV. 

ÉTUDE    DES   PfinrODES   VÉRIFIANT    UN    OU    PLUSIEURS   SYSTÈMES 
DE  RELATIONS  SINGULIÈRES. 


55.  Déjinilion  des  variétés  s.  —  Un  système  de  périodes  peut  être 
représenté  par  le  point  de  l'espace  Eg  de  coordonnées  G,  G',  G",  H, 
H',  H".  Un  système  de  relations  singulières,  suivant  qu'il  est  excep- 
tionnel ou  non,  définit  dans  cet  espace  une  variété  à  4  ou  3  dimen- 
sions; nous  désignerons  une  telle  variété  par  la  notation  >^^  dans  le 
premier  cas,  S3  dans  le  second.  Ces  deux  sortes  de  variétés  corres- 
pondent évidemment  aux  points  exceptionnels  de  Tcspaco  E,.,  et  aux 
droites  D. 

Une  variété  L,  qu'on  peut  considérer  comme  un  lieu  de  droites  D  si 
elle  contient  des  points  non  exceptionnels,  un  lieu  de  points  excep- 
tionnels dans  le  cas  contraire,  correspond  à  un  faisceau  linéaire  de 
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variétés  §.^  et  S^.  Les  points  communs  à  ces  variétés  constituent  ce  que 
nous  appellerons  la  variété  s  correspondant  à  la  variété  L  considérée. 

L'objet  de  ce  Chapitre  est  l'étude  des  variétés  S.  Nous  commence- 
rons naturellement  par  l'étude  des  variétés  .S;,  et  s.,. 

Les  variétés  S3  ont  déjà  été  étudiées  par  M.  Humbert  qui  a  montré 
notamment  l'existence  sur  ces  variétés  de  trois  séries  de  génératrices 
liées  aux  racines  de  l'équation  en  a  (n°  25),  qui  se  conservent  par  une 
transformation  d'Hermite,  et  qui  jouissent  de  cette  propriété  que 
toutes  les  génératrices  d'un  système  qui  coupent  une  génératrice 
donnée  d'un  autre  système  en  coupent  une  infinité. 

54.  Cônes  Sg,  G,  et  b^.  —  Les  variétés  s,,  sont  définies  par  les 
trois  relations  d'un  système  exceptionnel.  Rappelons  que,  d'après  le 
n*'  25,  les  «  quadriques  »  définies  par  deux  de  ces  relations  ont  pour 
intersection  la  variété  S4,  et  en  outre  une  variété  linéaire.  La  variété  s,, 
est  donc  d'ordre  3.  Si  on  la  coupe  par  une  variété  linéaire  à  3  di- 
mensions, c'est-à-dire  par  un  «  espace  ordinaire  »,  la  section  est  une 
cubique  gauche,  intersection  d'une  double  infinité  de  quadriques. 
De  même,  la  variété  h^  est  l'intersection  d'une  double  infinité  de  qua- 
driques, dont  les  équations  s'obtiennent  en  combinant  linéairement 
les  trois  relations  singulières. 

Les  cubiques  gauches  de  l'espace  ordinaire  étant  unicursales,  les 
coordonnées  d'un  point  de  s,,  s'expriment  en  fonction  rationnelle  de 
quatre  paramètres. 

Si,  dans  un  système  de  relations  singulières,  exceptionnel  ou  non, 
on  ne  conserve  que  les  termes  du  second  degré,  c'est-à-dire  si  l'on 
annule  les  coefficients  autres  que  X,  X',  À",  le  système  obtenu 

(67)  A5e"+X'y'  -4-A"ae  =0, 

(  À3e'  +  A'5e  -\-vq"  =0 

est  exceptionnel.  Les  résultats  obtenus  pour  les  variétés  §^  s'appliquent 
donc  au  cône  défini  par  les  équations  précédentes,  que  nous  appelle- 
rons cône  3^.  C'est  un  côn^  d'ordre  3,  lieu  d'une  triple  infinité  de 
génératrices,  et  situé  sur  une  triple  infinité  de  cônes  de  dimension  5  et 
du  second  degré  (définis  chacun  par  une  seule  équation  du  second 
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degré,   combinaison  linéaire  des  précédentes).  Les  variétés  S^  ont 
évidemment  pour  cônes  asymptotes  des  cônes  84 
On  remarque  que  : 

i"  Tous  les  cônes  e^,  obtenus  en  faisant  varier  les  valeurs  relatives 
de  X,  X',  X'',  sont  situés  sur  le  cône  3g  d'équation 

G     H"     H' 

(68)  D=r     H"     G'     H 

H'      H     G" 

En  effet,  le  déterminant  des  équations  (67),  nécessairement  nul 
pour  les  points  des  cônes  s^,  n'est  autre  que  l'adjoint  du  détermi- 
nant D  et  s'annule  en  même  temps  que  lui. 

2"  Tous  les  cônes  e.,  ont  en  commun  les  points  d'un  cône  G, 
d'équations 

/a    \  n         H' H"  H"  II  , 

(69)  G:::=-^r^,  G' =   -^tt"  ,  G=: 


HH' 


H'  H" 

En  effet,  ces  équations  entraînent 

g  —  ç=(]"=3t  —  oï,'=  ae"=:  o. 

Le  cône  3,  peut  se  représenter  paramétriquement  par  les  formules 


(70) 


nous  appellerons  génèralrice  (/,  /',  /")  la  génératrice  contenant  le 
point  L,  l\  l" . 

5i5.  Cherchons  l'intersection  de  deux  cônes  3,,  de  coefficients  X, 
X',  X"  pour  l'un,  et  X,,  A,,  l'\  pour  l'autre.  La  première  équation  (67) 
donne 

)  x,(,'-h>/,je"-i->,;ac'=o. 


(7O 


D'autre  part,  le  déterminant  (68)  étant  nul,  on  a 

(72) 


[  G(j    -f-  ii''ac''-f-n'ac'  =  o, 

I  H'-TC-t-Gd"    -f-HJC    ^o, 
f  II'JC'  -hll.lC     +&'(/  =0. 
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Ces  cinq  équations  peuvent  être  vérifiées  de  deux  manières  : 

1°  Il  peut  arriver  que  tous  les  déterminants  d'ordre  trois  déduits 


du  tableau 


G  H"  H' 
II"  G'  Il 
II'     H     G" 


soient  nuls.  On  a  ainsi  une  première  partie  de  l'intersection,  qui  est 
un  plan  P3  à  trois  dimensions. 

2''  Pour  les  points  n'appartenant  pas  à  cette  intersection,  on  a 
évidemment 

(j'=:3€"=:a€'—  O, 

et  en  raisonnant  sur  les  dcu}^  dernières  équations  (67)  comme  nous 
venons  de  le  faire  pour  la  première,  on  trouve 


r,"  =  K 


(;"=o. 


La  deuxième  partie  de  l'intersection  est  donc  constituée  par  le  cône  S3. 
Les   deux   parties   de   cette   intersection   ont   d'ailleurs   un   cône 
commun  Q.,-  En  écrivant  en  effet  que  la  génératrice  (/,  /',  t")  du 
cône  S3  est  dans  le  plan  P3,  on  a  l'équation 


(73) 


l     II      t 

V     l[     t' 
l"    ï'[     t" 


=  ut  -I-  u'  t'  +  u"l"=  o, 


linéaire  en  tj  t\  t" ^  qui  définit  un  cône  du  second  degré  situé  dans  le 
plan  P3.  Il  contient  en  particulier  les  génératrices  (X,  X',  X")  et 
(X,,  X',,  X'I). 

D'après  la  forme  des  équations  (67),  la  donnée  d'une  génératrice 
n'appartenant  pas  au  cône  ©3  détermine  un  faisceau  linéaire  de 
cônes  84,  et  par  suite  détermine  parfaitement  le  plan  P3  qui  leur  est 
commun;  les  coefficients  a^  a\  a"  relatifs  à  ce  plan  sont  proportion- 
nels aux  mineurs  d'une  même  ligne  du  déterminant  D.  La  donnée 
d'une  seconde  génératrice  détermine  parfaitement  le  cône  G^. 

En  faisant  varier  X,,  X'^,  X|,  on  voit  que  le  cône  S4  est  le  lieu  d'une 
infinité  de  plans  P3  contenant  la  génératrice  (X,  X',  X").  C'est  donc, 
non  seulement  un  cône,  mais  un  cylindre,  décrit  par  la  translation  du 


3io 


PAUL    LEVY 


cône  83  parallèlement  à  cette  génératrice;  dans  cette  translation  chaque 
cône  ©2)  se  déplaçant  parallèlement  à  une  de  ses  génératrices,  décrit 
complètement  le  plan  P3  qui  le  contient.  La  génératrice  (A,  X',  X"), 
axe  de  symétrie,  et  lieu  de  points  singuliers,  sera  dite  axe  du  cône  S^. 

oB.  Représentation  géométrique.  —  Il  nous  sera  commode  de 
représenter,  soit  la  génératrice  (X,  X',  X")  du  cône  83,  soit  le  cône  8^ 
dont  elle  est  l'axe,  par  un  point  A,  de  coordonnées  homogènes  X,  X', 
X",  dans  un  plan  (à  deux  dimensions).  La  droite  AA,  joignant 
deux  points  représente  alors  un  plan  P3,  intersection  des  cônes  G; 
représentés  par  ses  différents  points,  et  contenant  le  cône  82,  lieu  des 
génératrices  représentées  par  ces  mêmes  points. 

57.  Transformation  des  relations  singulières  par  un  cliange- 
ment  d'origine.  —  Nous  allons  montrer  qu'une  variété  %^  ou  S<  se 
transforme,  par  une  translation,  en  une  variété  analogue.  De  plus,  les 
invariants  I  et  J  ne  sont  pas  modifiés  par  cette  opération. 

Il  suffit  évidemment  de  vérifier  ces  résultats  pour  le  changement 
de  G  en  G  +  c  et  pour  celui  de  H  en  H  H-  c.  Indiquons  par  exemple  le 
premier  de  ces  calculs. 

Par  le  changement  considéré,  les  équations  singulières 

E  =  l<:'=:E"-o 
deviennent 

E=o, 

E'  4-  cÀ'G"—  c>/'H  +  ca"  =  o, 
E"_r}/ll   ^cVQ.'-col'  =0. 

C'est  bien  un  système  de  même  forme,  formé  avec  les  coefficients 

y.,      ,5  -\-  c}.",    -/  -  c-/.',    /.,      p., 

a',      |3',  •/',  À',      ix'+coc", 

y.",     i3",  y",  >.".      rj."— ra'. 

De  ces  valeurs,  on  déduit  sans  peine  (jue  les  quantités  a,,  [j^,  y,,  A-, 
et  par  suite  1  et  J,  ne  sont  pas  modifiées. 

11  est,  de  plus,  évident  (pi^unc  variété  8;  ne  pouvant  se  transformer 
par  une  translation  en  une  vai  iétc  S,,  un  système  exceptionnel  le  reste 
par  le  changement  d'origine  considéré. 
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Considérons  en  particulier  les  variétés  S,,  obtenues  par  translation 
du  cône  S,,.  Les  systèmes  correspondants  sont  des  systèmes  excep- 
tionnels doubles,  puisque  1  =  J  =  o.  On  sait  que  les  systèmes  excep- 
tionnels doubles  dépendent  de  7  paramètres.  On  les  obtient  tous  par 
le  procédé  indiqué  (le  cône  S,  dépend  de  2  paramètres;  la  translation 
en  introduit  6;  mais  d'après  le  n°  54  chaque  cône  obtenu  l'est  une 
infinité  simple  de  fois,  de  sorte  qu'on  a  bien  des  cônes  dépendant  de 
7  paramètres).  Un  système  exceptionnel  double  définit  donc  toujours 
une  variété  §,,  déduite  de  s,,  par  translation. 

La  forme  générale  d'un  tel  système  est  alors 


l 

W—h"     H'- 

-h' 

V 

G'—li'     H- 

h 

l" 

H^/t     G"- 

0-" 

^-g     ^ 

H' 

-h' 

— 

H"— h"     V 

H 

-h 

H'~h'     V 

G" 

rt 

G-g 

IV— h" 

l 

= 

II"— h" 

G' -g' 

l' 

H'  —  /}' 

H  —  h 

l" 

En  dehors  de  ces  cônes,  les  seules  variétés  S3  ou  s..,  admettant  des 
centres  de  symétrie  s'obtiennent  évidemment  en  égalant  les  détermi- 
nants précédents  à  trois  constantes  [x.,  [jl',  ^".  Ces  variétés  dépendent 
de  10  paramètres.  Sauf  les  cônes  qu'on  vient  de  définir,  ce  sont  toutes 
des  variétés  S3.  Il  suffit  de  le  vérifier  dans  le  cas  où  le  centre  est  à 
l'origine,  et  dans  ce  cas  les  formules  qui  expriment  qu'un  système  est 
exceptionnel  donnent  ^j.  —  [x'  =  [J.' ==  o. 

Remarquons  qu'il  peut  arriver  que  le  centre  de  ces  variétés  s'éloigne 
à  l'infini.  On  a  alors  comme  variété  limite  de  celle  étudiée,  soit  une 
variété  linéaire  à  4  dimensions  représentant  un  système  exceptionnel 
double,  soit  une  variété  linéaire  à  3  dimensions  représentant  un  sys- 
tème non  exceptionnel. 


08.  Plans  tangents  aux  variétés  iJ.,.  —  Soit  C3  un  tel  plan.  On  ne 
restreint  rien  d'après  le  numéro  précédent,  en  supposant  le  point  de 
contact  à  l'origine,  c'est-à-dire  en  supposant 

jU!.  =  [J.'r=  /Jt."=  O. 

Les  équations  du  plan  s^  s'obtiennent  alors  en  ne  conservant  dans 

Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  III,  1922.  4^ 
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les  relations  singulières  que  les  termes  du  premier  degré.  Il  vient 


(7^ 


y'G"-[3"G'  +  (;3'. 
a" G  -y  G"+(y" 
^  G'-a'G  +(«  - 


y") Il  - 
a)  H' 


a'H— a"H'=ro. 

(3"H"-(3  H  =0, 
y  H  —y'  H'  =  o. 


De  ces  équations,  on  déduirait  celles  de  la  variété  §3  en  ajoutant  aux 
premiers  membres  les  termes  du  second  degré,  c'est-à-dire  les  pre- 
miers membres  des  équations  du  cône  S^. 

En  remarquant,  d'une  part  que  les  coefficients  a,  ^',  y"  n'inter- 
viennent que  par  leurs  différences^  d'autre  part  que  les  systèmes  de  la 
forme  (74)  se  groupent  par  séries  simplement  infinies  représentant  un 
même  plan,  on  voit  que  les  plans  E,  dépendent  de  6  paramètres.  Leur 
orientation  n'est  donc  pas  quelconque. 

Nous  allons  obtenir  aisément  une  propriété  géométrique  qui  les 
caractérise  en  cherchant  leur  intersection  avec  le  cône  S3.  Prenons  à 
cet  effet  les  coordonnées  d'un  point  de  ce  cône  sous  la  forme  (70)  et 
écrivons  qu'elles  vérifient  les  équations  (74)-  H  vient 

a"r-  —  Y  ('"+{'/'—  a  )t"t  +  (3'7  l'  -  (^  t' t"  =  o, 
j3  l'-  —  ix't-  -h  (  a  —  j3')/  l'  ^  y  t'  t"  —  y'  t"  l  =0. 


équations  qu'on  peut  écrire 

at+  [3  ^'4- y/''  _  a'  t 


l'-^y'l'  _  a"/+^'/'H-/'/" 


(75) 


OU  encore,  en  appelant  —  5  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 

(a4-,ç)/4-        (3^'       H-       y  l"       —o. 
a'  l      -+-'([3'  +  ^)/'  t-       y'i"       =0, 

<x"t       -+-         P>"1'        -^{y"-hs)l"=0. 

On  voit  alors  qu'à  chaque  valeur  de  s  racines  de  l'équation 

a.  +  s  [3  y 

(76)  a'        ^'+s         y' 

a"  (3"        y"  +  .î 


correspondent  des  valeurs  de  /,  t',  t"  définies  à  un  facteur  commun 
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près,  et  par  suite  des  points  décrivant  une  génératrice  du  cône  Sj.  On 
a  ainsi  trois  génératrices,  en  général  distinctes,  constituant  l'intersec- 
tion cherchée. 

Le  choix  de  ces  trois  génératrices  sur  le  cône  83  définit  parfaitement 
le  plan  G.,,  et  introduit  bien  6  paramètres.  Il  en  résulte  qu'un  plan  E^ 
peut  être  défini  géométriquement  comme  étant  une  variété  linéaire 
à  trois  dimensions  détertninée  par  trois  génératrices  quelconques  du 
cône  ©3. 

L'équation  (76)  développée  s'écrit,  en  reprenant  les  notations  du 

nM5, 

53+  (a  +  ^'+  y")5-^+  [(a)  +  ({3')  +  {y")s]  -+-è  =  o. 

On  remarque  que,  a,  a',  ^"  étant  nuls,  c'est  à  cette  forme  que  se 
réduit  l'équation  étudiée  Chapitre  II  dont  dépend  la  recherche  des 
systèmes  exceptionnels  dérivés  du  système  étudié  (le  système  étudié 
étant,  soit  celui  qui  définit  le  plan  G3,  soit  celui  qui  définit  n'importe 
quelle  variété  tangente  à  ce  plan;  cela  revient  au  même,  puisque,  [j., 
(!.',  [x"  étant  nuls,  1,  X',  X"  disparaissent  de  Téquation).  Rappelons 

qu'en  posant 

a  +  (3'  +  y" 

s-^ 3--="' 

cptte  équation  s'écrit 

(77)  (J^—^\<7 J  =  O. 

59.  Cas  particulier  divers.  —  Il  peut  arriver  qu'à  une  même 
valeur  de  s  correspondent  une  infinité  de  génératrices.  Comme  on  ne 
change  rien  en  ajoutant  une  même  constante  à  a,  [5',  y",  on  peut  sup- 
poser cette  valeur  nulle.  On  voit  alors  que  la  circonstance  indiquée 
se  produit  lorsque  le  déterminant  0  a  tous  ses  mineurs  nuls,  c'est-à-dire 
ses  éléments  représentables  par  les  formules 


(78) 


Ces  conditions  sont  précisément  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
le  système  (74)  soit  exceptionnel  et  représente,  non  un  plan  S3,  mais 
un  plan  ^4.   Donc   un   plan   Cj   contient  bien   trois  génératrices  du 


a  =  m\ 

|3  =u'i 

''; 

y  =«"<', 

a'=uv', 

[3'=».'( 

i'', 

y'nzr  «",•', 

«":=:  «('", 

[3"=  u' 

v\ 

y"^u"v" 
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cône  Sj   (distinctes  ou  confondues)  et  ne  saurait  en  contenir  une 
infinité. 

Dans  le  cas  d'un  plan  G,,,  les  équations  (70)  prennent  la  forme 

-  {u'  t  +  U'  l'+  u"  l")  =   -,   {ut  -h  «'/'+  II"  t")  —  -Y{ltl  +  «'/'+  u"  t"), 

de  sorte  que  l'on  a,  ou  bien 

(79)  ul -\- a' I' +  u" l"  =.  o, 

OU  bien 

^^  =  ^- 

Dans  la  représentation  considérée  n"  56  de  la  génératrice  (/,  /',  /") 
du  cône  S3  par  le  point  de  coordonnées  homogènes  /,  /',  t" ,  on  voit 
que  les  génératrices  situées  dans  un  plan  G ,  sont  représentées  par  le 
point  p,  p',  v"  et  ceux  de  la  droite  (79).  Le  plan  e^  est  représenté  par 
ce  point  et  cette  droite.  Ce  plan  est  la  variété  linéaire  déterminée  par 
un  plan  P3  quelconque  et  une  génératrice  (p,  p',  p")  quelconque  du 
cône  ©3. 

Un  plan  S3  est  défini  par  les  trois  points  qui  représentent  ses  géné- 
ratrices. Si  ces  trois  points  tendent  vers  trois  points  en  ligne  droite,  le 
plan  G3  tend  évidemment  vers  le  plan  Pj  représenté  par  cette  droite. 
Mais  chacun  des  systèmes  de  relations  singulières  correspondant  au 
plan  P3  se  réduit  à  la  limite  à  deux  relations  distinctes,  définissant, 
non  le  plan  P3,  mais  un  ries  plan  G^  (en  nombre  doublement  infini) 
qui  le  contient. 

Nous  savons  que,  parmi  les  systèmes  de  relations  singulières  dérivés 
d'un  système  donné,  trois  sont  exceptionnels.  Cela  revient  à  dire  que 
toute  variété  .S3  est  sur  trois  variétés  S,,.  On  le  vérifie  immédiatement, 
par  ce  qui  précède,  pour  les  plans  ?3.  Chacun  de  ces  plans  étant  repré- 
senté par  trois  points  est,  sur  les  plans  ^:^^,  représenté  par  un  des  points 
et  la  droite  joignant  les  deux  autres.  On  voit  de  cette  manière  com- 
ment chacun  de  ces  points,  représentant  une  génératrice  de  l'inter- 
section du  cône  C3  et  du  plan  C3,  est  lié  à  l'un  des  systèmes  excep- 
tionnels dérivés  du  système  (74)1  <>n  s'explique  que  la  recherche  de  ces 


FONCTIONS    ABÉLIENNES    A    TROIS    VARIABLES.  3l5 

génératrices  et  celle  de  ces  systèmes  exceptionnels  ait  conduit  à  la 
même  équation  du  troisième  degré. 

laversement,  chaque  variété  §,,,  et  eu  particulier  chaque  plan  s,,, 
contient  une  quadruple  infinité  de  variétés  s.^  (cela  revient  à  dire  que, 
dans  l'espace  E,3,  chaque  point  exceptionnel  est  sur  une  quadruple 
infinité  de  droites  D).  Mais  toutes  les  variétés  a^  situées  dans  c,  ne 
sont  pas  linéaires;  on  ne  trouve  en  effet  qu'une  triple  infinité  de 
plans  ^3  dans  un  plan  5.,,  ou  ce  qui  revient  au  même  une  double 
infinité  passant  par  l'origine  [représentées  par  le  point  v,  v\  v"  et  deux 
points  arbitraires  de  la  droite  (79)]. 

60.  Le  fait  que  les  équations  (74)  représentent  un  plan  G^  ne  suffit 
pas  pour  que  le  système  non  homogène  dont  ces  équations  sont 
déduites  soit  exceptionnel.  Pour  qu'il  le  soit,  il  faut  déplus,  comme 
cela  se  déduit  immédiatement  des  formules  (29)  et  (78),  que 

(81)  'hu  +  V  u'  +  1" u"=o. 

Or  X,  X',  \"  sont  les  valeurs  de  /,  t' ,  l"  définissant  la  génératrice  du 
cône  83,  lignes  des  centres  du  cône  G4.  Cette  condition  exprime  donc 
que  la  relation  (79)  est  vérifiée  pour  cette  droite,  c'est-à-dire  qu'elle 
est  dans  le  plan  P3. 

Pour  définir  une  variété  6^  passant  par  l'origine,  il  faut  donc  prendre 
des  ternies  du  second  degré,  définissant  un  cône  3^  d'axe  (^,  puis  des 
termes  du  premier  degré  représentant  un  plan  G,,  dont  le  plan  P3  con- 
tienne cette  génératrice  cô.  Une  translation  parallèle  à  (D  ne  modifie 
donc  ni  les  termes  du  premier,  ni  ceux  du  second  degré.  Les  variétés  S^ 
passant  par  l'origine,  et  par  suite  toutes  les  variétés  S^,  sont  donc 
des  surfaces  de  translation,  c'est-à-dire  des  cylindres. 

D'après  cette  génération,  on  voit  que  l'intersection  du  plan  G,,  et  du 
cône  ©4  est  décrite  dans  cette  translation  par  l'intersection  du  même 
plan  et  du  cône  S3.  Cette  dernière  contenant  le  cône  83  et  une  géné- 
ratrice isolée,  l'intersection  de  G^  et  de  S,,  lorsque  la  relation  (8i)  est 
vérifiée,  comprend  le  plan  P3  situé  dans  G,,,  lieu  du  cône  ©2?  et  le 
plan  P2,  lieu  de  cette  génératrice,  c'est-à-dire  la  variété  linéaire  à 
2  dimensions  déterminée  par  les  génératrices  du  cône  G3  définies, 
l'une  par  A,  A',  \\  l'autre  par  (,  p',  v"  . 
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61.  Plaçons-nous  maintenant  dans  le  ca's  où,  le  système  (74)  étant 
exceptionnel,  la  condition  (81)  n'est  pas  vérifiée.  La  variété  étudiée 
est  une  variété  -S3,  et  son  plan  tangent  en  un  point  quelconque  est  un 
plan  S3.  Mais,  à  l'origine,  les  termes  du  premier  degré  égalés  à  zéro 
définissent  un  plan  G.,.  L'origine  est  donc  un  point  singulier. 

Pour  obtenir  Téquation  du  cône  tangent,  il  suffit  de  combiner  les 
équations  singulières  de  manière  à  éliminer  les  termes  du  premier 
degré.  Il  suffit  de  les  ajouter,  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  V,  ç' ,  ç".  On  obtient  une  équation  homogène  du  second 
degré  qui  définit,  dans  le  plan  G4,  le  cône  cherché. 

Les  variétés  S3  ayant  ainsi  l'origine  pour  point  singulier  dépendent 
de  6  paramètres  (chacune  est  représentée  par  une  infinité  de  systèmes, 
et  ces  systèmes  introduisent  7  paramètres).  Par  une  translation,  on 
obtient  des  variétés  S3  à  points  singuliers  dépendant  de  12  paramètres. 
Donc  toutes  les  variétés  S.^  (non  linéaires)  ont  un  point  singulier. 

Il  en  existe  qui  sont  des  cylindres  et  ont  par  suite  une  ligne  de 
points  singuliers.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  l'origine  étant  un  de  ces 
points  de  sorte  que  a,  . . .,  y"  sont  de  la  forme  (78),  il  faut  et  il  suffit 
que  la  génératrice  du  cône  83,  qui  définit  la  direction  de  la  translation 
engendrant  le  cône  C4,  soit  située  dans  le  plan  e^,  et  cela  sans  être  sur 
son  cône  B.,  (car  alors  on  serait  dans  le  cas  des  variétés  ^,,).  Il  faut  donc 
que  ce  soit  sa  génératrice  isolée,  c'est-à-dire  que  X,  V,  X"  soient  pro- 
portionnels à  p,  v' ,  v" .  Les  variétés  remplissant  ces  conditions 
dépendent  de  10  paramètres. 

62.  Intersection  d'un  plan  Ç3  et  des  cônes  Si  et  3^.  —  Considé- 
rons un  plan  E3,  et  désignons  par  (J3,  (O'  et  CD"  les  génératrices  du 
cône  Sj  situées  dans  ce  plan.  Le  plan  à  2  dimensions  défini  par  deux 
de  ces  droites,  par  exemple  (0  et  (0',  appartient  au  cône  8,»  décrit  par 
la  translation  du  cône  3.,  parallèlement  à  '0,  et  par  suite  au  cône  C,. 
Ce  cône  contient  donc  les  trois  plans  ((©',  (D"),  ((B",  (ô)  et  ((£»,  (£)') 
définis  par  les  droites  CD,  cO',  Cd"  as<;emblées  deux  à  deux.  Comme  il  est 
d'ordre  3,  ces  plans  constituent  toute  son  intersection  avec  le  plan  P3. 

Considérons  maintenant  un  cône  C,.  Il  est  situé  sur  £5  et  contient  £3. 
Donc  son  intersection  avec  C3  comprend  certainement  les  droites  (0, 
(0',  (Q"  et  est  tout  entière  située  sur  les  trois  plans  définis  par  ces 
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droiles  deux  à  deux.  Le  cône  3,,  étant  d'ordre  3,  cette  intersection  ne 
peut  comprendre  une  droite  autre  que  (B,  (D',  (Q"  sans  en  comprendre 
une  infinité,  et  par  suite  un  des  plans  en  question. 
On  voit  alors  qu'il  y  a  trois  cas  possibles  : 

i**  L'axe  de  translation  du  cône  S,  est  une  des  droites  (D,  (©',  (0"; 
par  exemple  CD.  L'intersection  comprend  les  deux  plans  (tO,  CD')  et 
(cD,  CD"). 

2°  L'axe  de  translation  du  cône  Q,,  est  sur  l'un  des  cônes  So  déter- 
minés par  deux  des  droites  (D,  (D',  (D";  par  exemple  cD'  et  cO".  Le  cône  S, 
contient  alors  le  plan  P.,  contenant  CD'  et  cD".  L'intersection  de  ce  cône 
et  de  S3  comprend  alors  la  droite  CD  et  le  plan  (cD',  CD"). 

3°  L'axe  de  translation  du  cône  B,,  n'est  sur  aucun  des  cônes  ©2 
considérés.  Autrement  dit,  dans  la  représentation  du  n**  ^6,  les 
droites  cD,  (D',  cD"  étant  représentées  par  trois  points  A,  A',  A",  le 
point  X,  /V',  X"  qui  représente  le  cône  G-,  n'est  sur  aucun  côté  du 
triangle  A  A' A".  Alors  l'intersection  ne  contient  que  les  droites  CD, 
CD',  CD". 

Ce  dernier  cas  est  évidemment  le  cas  général. 

65.  Génératrices  des  variétés  ^3  et  s,,.  —  Nous  savons  déjà  qu'un 
cône  C^  contient  une  infinité  simple  de  plans  P3  ayant  une  droite 
commune.  Il  n'existe  pas  d'autres  droites  situées  sur  ce  cône  que  celles 
situées  en  entier  dans  un  de  ces  plans. 

Pour  les  autres  types  de  variétés  g;,  et  .s^,  nous  emploierons  la 
méthode  qui  consiste  à  chercher  leur  intersection  avec  leurs  plans 
tangents.  Plaçant  l'origine  au  point  de  contact,  nous  avons  donc  à 
annuler  séparément  les  termes  du  premier  degré  et  ceux  du  second 
dans  leurs  équations,  c'est-à-dire  à  chercher  l'intersection  du  cône  3^ 
défini  par  les  équations  (67)  et  du  plan  ©3  ou  s^  défini  par  les  équa- 
tions (74)-  Nous  sommes  sûrs  d'obtenir  ainsi,  non  seulement  toutes  les 
génératrices,  mais  même  toutes  les  variétés  linéaires  situées  en  entier 
sur  la  variété  S,,  étudiée. 

1°  Cas  d'une  variété  §4.  —  Nous  supposerons  qu'elle  représente  un 
système  exceptionnel  simple  (sans  quoi  elle  se  réduirait  à  un  cône  3^ 
ou  à  un  plan  5^). 
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Nous  savons  que  c'est  un  cylindre.  Soit  (0  la  direction  de  ses  géné- 
ratrices. L'intersection  cherchée  du  cône  3j  et  du  plan  C4  peut  sûre- 
ment se  déduire  par  une  translation  parallèlement  à  ces  génératrices 
de  l'intersection  du  cône  S3  et  du  plan  s^.  D'après  le  n"  o-i,  cette 
intersection  se  compose  d'une  génératrice  isolée  «©'  et  d'un  cône  £2 
contenant  la  droite  cD.  Dans  une  translation  parallèle  à  cD,  la  droite  (©' 
décrit  un  plan  Pj,  et  le  cône  e^  décrit  le  plan  P3  qui  le  contient.  On 
obtient  donc  un  plan  Po  et  un  plan  P3  se  coupant  suivant  la  droite  (D. 

Le  cylindre  -S4  est  bien  défini  par  une  section  plane  par  un  plan  ne 
contenant  pas  (3D.  Cette  section  apparaît,  d'après  ce  qui  précède, 
comme  le  lieu  d'une  simple  infinité  de  plans  à  2  dimensions  ou  d'une 
double  infinité  de  droites.  On  peut  la  définir,  soit  comme  lieu  des 
droites  coupant  trois  plans  donnés  à  2  dimensions,  soit  comme  lieu  des 
plans  à  2  dimensions  coupant  quatre  droites. 

2^  Cas  d'une  variété  S.,.  —  D'après  le  n'^  02,  l'intersection  du 
plan  S3  et  du  cône  a,,  comprend  de  toute  façon  trois  droites,  (D,  dE)',  (£>", 
situées  sur  le  cône  S3.  Elles  sont  liées  aux  trois  racines  de  l'équa- 
tion (77),  et  les  coefficients  I  et  J  de  cette  équation  sont  indépendants 
du  point  choisi  sur  la  variété  §3.  On  a  donc  sur  cette  variété  trois  sys- 
tèmes bien  distincts  de  génératrices,  dont  chacun  peut  être  défini 
rationnellement  quand  on  connaît  la  racine  correspondante  de  l'équa- 
tion (77). 

Soit  -S,,  la  variété  représentant  le  système  exceptionnel,  dérivé  de 
celui  étudié,  et  correspondant  à  la  même  racine  de  l'équation  (77) 
que  les  génératrices  (D.  Il  est  facile  de  définir  géométriquement  la 
relation  entre  s^  et  ce  système  de  génératrices.  Soit  f .  le  plan  tangent 
à  cette  variété  à  l'origine;  il  coupe  le  cône  £3  suivant  (D,  génératrice 
isolée,  et  le  cône  3.,  déterminé  par  (ô'  et  ô)  ".  Par  suite,  d'après  le  n°  60, 
son  intersection  avec  S^  comprend  le  plan  P3  déterminé  par  (D'  et  cO", 
et  un  plan  P^  contenant  CD.  L'origine  étant  prise  d'une  manière  quel- 
conque sur  -S3,  on  voit  qu'en  chaque  point  de  ^3,  la  variété  S^  corres- 
pondant au  système  de  génératrices  lô  contient  le  plan  P3  déterminé 
par  (D'  et  (JD",  tandis  que  (0  appartient  au  plan  Pa  situé  sur  s^. 

G-i.  Premier  type  de  variétés  §3  :  cylindres.  —  L'intersection  du 
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plan  St  et  du  cône  e^  peut  comprendre  d'autres  génératrices  que  co, 
co',  (Q",  de  sorte  qu'il  peut  exister  sur  s.,  d'autres  génératrices  que  celles 
des  trois  systèmes  obtenus. 

La  question  se  pose  de  savoir  si  le  choix  entre  les  trois  cas  distingués 
11°  62  dépend  du  point  considéré  sur  la  variété  s^  ou  seulement  du 
choix  de  celte  variété.  La  résolution  de  celle  question  est  immédiate 
en  ce  qui  concerne  le  premier  cas. 

En  effet,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  .s.,  soit  un 
cylindre,  c'est-à-dire  puisse  être  engendrée  par  une  translation,  est 
que  l'axe  de  translation  du  cône  3^  appartienne  au  plan  G3,  coïncidanl 
ainsi  avec  cO,  (D',  ou  cô' .,  c'est-à-dire  qu'on  soit  dans  le  premier  cas 
considéré.  Cette  condition  ne  dépend  pas  du  point  choisi  sur  §3.  Donc, 
dans  ce  cas,  par  chaque  point  de  ^3,  passent  deux  plans  P2  à  2  dimen- 
sions situés  sur  cette  variété.  Dans  le  cas  contraire,  il  est  impossible 
que  deux  tels  plans  aient  un  point  commun. 

Cette  propriété  est  liée  à  une  autre  propriété  des  surfaces  §.^  qui 
sont  des  cylindres.  La  direction  de  translation  est  définie  par  X,  V ,  A". 
Ces  coefficients  ont  donc  des  valeurs  relatives  bien  déterminées,  les 
mêmes  pour  tous  les  systèmes  dérivés  par  l'opération  F  du  système  de 
relations  singulières  considéré  initialement.  Il  existe  un  de  ces  sys- 
tèmes pour  lequel  >^  =  V  —  X"=  o;  il  est  linéaire.  Comme  il  ne  saurait 
être  équivalent  au  système  proposé,  il  est  exceptionnel.  Le  cas  consi- 
déré est  donc  caractérisé  par  celte  circonstance  qu'une  des  trois 
variétés  s,,  à  laquelle  appartient  la  variété  S^  étudiée  est  linéaire. 

Cela  est  facile  à  vérifier  analyliquemenl.  En  ajoutant  au  besoin  une 
constante  à  a,  ^' ,  y",  ce  qui  ne  change  pas  la  variété  §3,  on  peut  rendre 
nulle  la  racine  d£  l'équation  (76)  qui  conduit  à  celle  des  droites  cD, 
(E)',  (0"  qui  est  axe  de  translation  de  G,,,  c'est-à-dire  à  des  valeurs  de  /, 
t',  t"  proportionnelles  à  A,  \' ,  V .  Les  rapports  (75)  sont  alors  nuls 
pour  ces  valeurs,  c'est-à-dire,  d'après  les  formules  (29),  que  l'opé- 
ration F  conduit  à  un  système  linéaire  Çk^ ,  X', ,  X",  étant  nuls). 

Appartenant  à  un  plan  s,,,  la  variété  rSj  y  est  déterminée  par  une 
seule  des  relations  singulières.  C'est  un  cylindre  du  second  degré  dans 
un  plan  5.,.  La  section  plane  est  utie  quadrique  (Q),  dans  une  variété 
linéaire  à  3  dimensions;  elle  contient  deux  séries  simplement  infinies 
de  génératrices  recliligiies,  qui  donnent  dans  la  translation  les  deux 
séries  de  plans  Po  dont  nous  avons  déjà  établi  l'existence. 

Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  III,  1922.  l\\ 
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Si  (D  est  la  droite  d'intersection  de  03  et  c^  qui  est  axe  de  trans- 
lation de  84,  prenons  comme  plan  de  section  le  plan  P3  défini  par  (D' 
et  ^"  [qui  est  bien  dans  Ej  et  ne  contient  pas  (D,  dans  le  cas  général  où 
Téquation  (76)  a  ses  racines  distinctes].  La  quadrique  (Q)  a  alors 
évidemment  comme  cône  asymptote  le  cône  G2  de  ce  plan.  Le  cône 
asymptote  de  §3  est  alors  défini  par  la  translation  du  cône  Q^  conte- 
nant (B'  et  (D''  parallèlement  à  (©. 

65.  Remarque.  —  Le  fait  que  l'équation  (77)  ait  ses  racines  dis- 
tinctes ou  non  ne  dépend  que  des  coefficients  du  plan  tangent  ©g, 
c'est-à-dire,  dans  le  cas  considéré  où  l'origine  est  au  point  de  contact, 
de  a,  a',  . . .,  y",  et  non  de  X,  a',  X".  La  distinction  entre  les  trois  cas 
considérés  n°  62  dépend  de  X,  X'  et  X".  Ces  deux  distinctions  sont 
donc  indépendantes.  En  particulier,  dans  le  premier  cas  du  n°  62, 
que  nous  venons  d'étudier,  il  peut  arriver  que  l'équation  (77)  ail 
deux  ou  trois  racines  égales,  ce  qui  donne  lieu  aux  trois  cas  suivants, 
en  appelant  toujours  cD  celle  des  directions  ÛO,  co',  tO"  qui  est  axe  de 
translation  de  C4. 

Premier  cas.  —  Les  directions  (Q'  et  (0"  sont  confondues,  mais  dis- 
tinctes de  (D.  Dans  ce  cas  la  quadrique  Q  est  développable.  C'est  un 
cône  s^.  La  variété  s^  est  décrite  par  la  translation  d'un  tel  cône 
parallèlement  à  une  droite  oô  non  située  sur  lui. 

Deuxième  cas.  —  Les  directions  CD  et  cO'  sont  confondues,  mais 
distinctes  de  (D".  Dans  ce  cas  le  plan  G ,  contenant  §3  n'est  pas  un  plan  G^ 
quelconque,  mais  il  est  tangent  au  cône  ^3  suivant  la  droite  cO;  son 
intersection  avec  3^  comprend  un  cône  Sa,  et  la  génératrice  isolée  qui 
existe  en  général  est  ici  la  droite  (0  située  sur  ce  cône. 

Dans  ce  plan  c-.,,,  le  cône  asyuiptote  de  ^3  se  décompose  en  deux 
plans;  l'un  est  le  plan  P3  qui  contient  le  cône  z.,i  l'autre  est  le  plan 
tangent  à  ©3  le  long  de  od.  La  variété  S,  est  du  type  paraboloïdc. 

Troisième  cas.  —  Les  directions  cô,  CiD'  et  cD"  sont  confondues.  Les 
deux  plans  précédents  sont  alors  confondus;  la  variété  .s,  est  un 
cylindre  parabolique. 

66.    Variétés  63  gui  ne  sont  pas  des  cylindres.  —  Dans  ce  cas,  le 
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premier  cas  de  la  discussion  du  n°  62  n'est  réalisé  en  aucun  point,  et 
la  variété  ^3  n'est  située  dans  aucune  variété  E^. 

Par  suite,  parmi  les  systèmes  de  relations  singulières  dérivés  les 
uns  des  autres  qui  représentent  cette  variété  .s,,  aucun  n'est  linéaire. 
Si  donc  nous  en  considérons  deux  distincts,  les  valeurs  de  X,  X',  X" 
correspondant  à  ces  deux  systèmes  ne  sont  pas  proportionnelles; 
les  termes  du  second  degré  de  ces  deux  systèmes,  égalés  à  o, 
définissent  deux  cônes  3^  distincts.  Les  directions  asymptotiques  de  S3, 
évidemment  situées  sur  ces  cônes,  sont  sur  leur  intersection,  composée 
du  cône  83  et  d'un  plan  P3  (ce  qui  ne  veut  pas  dire  que  toutes  les 
directions  de  G3  et  P3  soient  certainement  des  directions  asympto- 
tiques de  S3). 

Le  cône  s 3  ne  contenant  aucune  variété  linéaire  à  2  dimensions,  les 
variétés  de  cette  nature  situées  sur  S3  sont  certainement  toutes  paral- 
lèles au  plan  P3  considéré. 

Supposons  qu'il  existe  une  telle  variété,  soit  par  exemple  un 
plan  (©',  <JD"^.  La  variété  s.^  est  alors  le  lieu  des  droites  ®  coupant  ce 
plan.  Il  ne  peut  alors  exister  sur  §3  aucun  plan  (®,  (0')  ou  (®,  ®").  Si 
en  effet  un  tel  plan  existait,  il  couperait  le  plan  (cô',  tô")  suivant  une 
droite  et,  pour  les  points  de  cette  droite,  le  premier  cas  du  n°  62  serait 
réalisé;  cela  n'est  pas  possible.  On  voit  donc  que  si  le  deuxième  cas 
du  n**  62  est  réalisé  en  certains  points  de  la  variété  ^3,  c'est-à-dire  s'il 
existe  sur  cette  variété  des  plans  (cO',  cD"),  (cD",  CD)  ou  ((©,  (D'),  il  ne 
peut  en  exister  que  d'un  seul  de  ces  trois  systèmes. 

67.  Le  cas  général  est  évidemment  fourni  par  le  troisième  cas  du 
n°  62.  Nous  allons  préciser  ce  point,  en  montrant  que  le  cas  général 
est  celui  de  variétés  S3  ne  contenant  aucun  plan  (d)',  CD"),  ((D",  (D) 
ou  ((D,  CD'). 

En  effet,  s'il  en  existait,  ils  appartiendraient  à  un  même  système, 
soit  par  exemple  (co',  (£>"),  et  la  racine  de  l'équation  (77)  correspon- 
dant aux  droites  (E)  pourrait  être  distinguée  des  autres  par  des  opéra- 
tions rationnelles;  il  n'en  est  pas  ainsi  en  général. 

On  a  ainsi  des  variétés,  du  tr-oisième  type  (correspondant  au  troi- 
sième cas  du  n°  62),  ne  contenant  pas  d'autres  génératrices  que  les 
droites  cD,  cD',  (©". 
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Si  une  variété  S.,  contient  deux  plans  (CD',  ûD"),  elle  est  décrite  tout 
entière  par  des  droites  (0  coupant  ces- deux  plans;  elle  est  donc  tout 
entière  dans  la  variété  linéaire  à  5  dimensions  contenant  ces  deux 
plans.  Si  elle  contient -un  troisième  plan  (cO',  (D"),  elle  peut  être  définie 
dans  cette  variété  comme  lieu  des  droites  coupant  ces  trois  plans;  elle 
contient  alors  une  infinité  de  tels  plans  et  peut  être  définie  comme  lieu 
des  plans  à  2  dimensions  coupant  quatre  droites.  Pour  qu'une  telle 
variété  soit  une  variété  ^3,  il  faut  évidemment  que  tous  ses  plans  (tO',  cO") 
soient  parallèles  à  un  même  plan  P.,  et  que  toutes  ses  génératrices  ® 
soient  parallèles  à  des  génératrices  du  cùne  3.,.  On  a  alors  des 
variétés  §2  du  second  type  (correspondant  au  second  cas  du  n°  62). 

On  peut  se  demander  s'il  existe,  en  outre  des  types  énumérés,  des 
variétés  §3  contenant  un  ou  deux  plans  (©',  (^"),  sans  en  contenir  une 
infinité.  Cela  ne  paraît  pas  probable. 

Il  résulte  évidemment  du  n°  62,  indiquant  les  conditions  pour  qu'on 
soit  dans  l'un  ou  l'autre  cas,  que  les  variétés  S^  des  trois  types 
dépendent  respectivement  de  lo,  ii  et  12  paramètres. 

68.  Propriétés  des  transformations  d'Hermite.  —  Il  est  possible 
de  simplifier  la  variété  -S3  à  étudier  par  une  translation,  ou  par  une 
transformation  d'Hermite. 

On  peut  d'ailleurs  remarquer  que  la  translation  n'est  qu'un  cas 
particulier  de  la  transformation  d'Hermite.  Ainsi,  considérons  la 
translation  ayant  pour  eiïet  de  remplacer  G,  G',  G"  respectivement 
par  G  +  c.  G'  +  c',  G"  h-  c" ,  sans  changer  H,  H',  H",  qui  suflit  pour 
amener  l'origine  sur  83.  On  vérifie  sans  peine,  par  les  formules  {\l\') 
et  (22),  qu'elle  n'est  autre  chose  que  la  transformation  d'Hermite  de 
coefficients  tels  que 

^'1.1  =  ^'2,2=  «Ta.:,  =  «•.,.,  =  (75.5=  «6.6  =  '' 
rt,^,,--C,  r/o-zzTf',  (73. r,:=c", 

tous  les  autres  coefficients  étant  nuls. 

Considérons  d'antre  part  la  transformation  de  coefficients  tels  que 


=  a.;  9=  «r.  ,  =  • 
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tous  les  autres  coefficients  étant  nuls.  On  constate  immédiatement 
qu'elle  échange  les  coefficients  B/j  et  B,±3y-fc3,  c'est-à-dire  en  parti- 
culier les  coefficients  X,  V,  X"  d'une  part,  et  tj.,  [x',  a"  d'autre  part. 
Elle  transforme  donc  une  variété  ^.,  passant  par  l'origine  en  une 
variété  S3  linéaire  et  réciproquement. 

L'emploi  successif  de  ces  deux  transformations  permet  évidemment 
de  transformer  une  variété  s^  quelconque  en  une  variété  linéaire  Eg, 
et  même,  si  l'on  veut,  en  une  variété  S3  passant  par  l'origine. 

On  peut  montrer  que  la  même  réduction  est  possible  au  point  de 
vue  arithmétique,  c'est-à-dire  qu'une  variété  S3  à  coefficients  entiers 
peut  être  réduite  par  une  transformation  d'Hermite  d'ordre  i  en  une 
variété  linéaire  à  coefficients  entiers  (ayant  mêmes  invariants  I  et  J, 
comme  nous  l'avons  vu  au  n°  50).  Nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point 
de  vue. 

69.  La  transformation  d'Hermite  est  une  transformation  ponctuelle, 
et  par  suite  de  contact.  A  l'ensemble  des  surfaces  S3  tangentes  en  un 
point  M  à  un  plan  S3  correspond  donc  un  ensemble  analogue.  Or  ces 
surfaces  ont  en  commun  les  génératrices  rectilignes  (©,  (£>' ,  (Q"  inter- 
section du  plan  S3  et  du  cône  G3  du  sommet  M.  Il  en  résulte  immédia- 
tement que  les  droites  cO,  parallèles  aux  génératrices  du  cône  83,  sont 
transformées  en  droites  analogues. 

Appelons  pseudo-splière  une  quadrique  située  dans  un  plan  P3  et 
ayant  pour  cône  directeur  le  cône  So  de  ce  plan.  Ces  pseudo-sphères 
sont  les  seules  quadriques  ayant  toutes  leurs  génératrices  parallèles  au 
cône  83.  Une  telle  pseudo-sphère  est  transformée  par  une  transforma- 
tion d'Hermite  en  une  surface  doublement  réglée  dont  les  génératrices 
sont  aussi  des  droites  O;  c'est  donc  aussi  une  pseudo-sphère. 

Une  droite  AB,  située  sur  le  cône  35  sans  l'être  sur  le  cône  S3, 
appartient,  comme  nous  l'avons  vu,  à  un  plan  P3  et  un  seul.  Il  en 
résulte  aisément  que  le  plan  P3  qui  contient  une  pseudo-sphère  peut 
être  défini  comme  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  plus  d'une 
droite  (0  rencontrant  cette  pseudo-sphère.  Il  résulte  immédiatement  de 
cette  définition  qu'un  plan  P3  est  transformé  par  une  transformation 
d'Hermite  en  un  plan  P3. 

Des  cônes  So,  33,  3-,  et  35  de  même  sommet  M  sont  alors  évidem- 
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ment  transformés  en  cônes  analogues  ayant  un  même  sommet  M'.  Si 
l'on  représente,  comme  nous  l'avons  fait  à  plusieurs  reprises,  une 
droite  <©  passant  par  M  par  un  point  de  m  de  coordonnées  homo- 
gènes /,  t' ,  t\  et  la  droite  (D  correspondante  passant  par  M^  un  point 
analogue  m',  la  correspondance  entre  m  et  m'  est  liomographique.  En 
effet,  des  po'mts  m  décrivant  une  ligne  droite  représentent  des  droites  (£> 
décrivant  un  cône  82,  et  cette  circonstance  se  conserve  dans  la  trans- 
formation d'Hermite. 

Mais  il  est  essentiel  de  remarquer  que  la  correspondance  liomogra- 
phique entre  m  et  m'  dépend  du  point  M,  deux  droites  (ô  parallèles 
n'ayant  pas  en  général  pour  transformées  dans  la  transformation 
d'Hermite  deux  droites  parallèles  (de  même  que  dans  l'inversion  à 
deux  droites  isotropes  parallèles  correspondent  en  général  deux 
droites  isotropes  non  parallèles). 

Il  est  enfin  évident  que  la  transformation  d'Hermite  transforme  les 
variétés  .S3  et  .s,,  en  variétés  analogues,  et  qu'il  en  est  de  même  pour 
tous  les  types  de  variétés  .s,  correspondant  au  sens  du  n"  d5  aux 
différents  types  de  variétés  j^  définis  dans  l'espace  E,3. 

70.  Conséquences  relatives  aux  variétés  S3.  —  Considérons  une 
variété  ©3,  pour  laquelle  l'équation  (77)  ait  ses  racines  distinctes.  Son 
intersection  avec  le  cône  S3  définit  trois  droites  ûD,  co',  (£)"  qu'on  peut 
prendre  comme  axes  de  coordonnées  obliques.  Nous  désignerons  les 
coordonnées  correspondantes  par  w,  v,  iv. 

Par  une  transformation  d'Hermite,  une  variété  S3  quelconque  (sous 
la  seule  condition  que  J-  —  41^  ne  soit  pas  nul  ;  ce  cas  d'exception  peut 
ensuite  s'étudier  comme  cas  limite)  peut  se  ramener  à  une  telle 
variété  G3.  Il  en  résulte  immédiatement  que  : 

1°  Les  coordonnées  d'un  point  M  de  83  s'expriment  rationnellement 
en  fonction  de  w,  p,  w; 

■1°  Les  courbes  obtenues  en  laissant  deux  des  coordonnées  cons- 
tantes et  faisant  varier  la  troisième  sont  des  droites  cD  des  trois 
systèmes  (O,  co',  (O"; 

3**  Les  droites  (O'  de  la  variété  §3  coupant  une  même  droite  Od  en 
coupent  une  infinité;  elles  définissent  une  surface  îv  =  const.,  qui 
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peut  être  définie  d'une  manière  analogue  en  échangeant  les  rôles  des 
droites  (D  et  des  droites  cô'.  Cette  surface  est  une  pseudo-s[)hère  ; 

4°  Toute  variété  .s.,  est,  de  trois  manières  différentes,  le  lieu  d'une 
série  simplement  infinie  de  pseudo  sphères. 

En  tous  les  points  d'une  pseudo-sphère  w  =  const.,  le  plan  Pg  déter- 
miné parles  génératrices  (D  et  co'  est  évidemment  le  même;  c'est  celui 
qui  contient  cette  pseudo-sphère.  Lorsque  w  varie,  ce  plan  Pg  reste 
évidemment  parallèle  à  une  droite  fixe,  qui  est  la  direction  des  géné- 
ratrices du  cylindres,,  contenant  la  variété  6^  correspondant  à  la  même 
racine  de  l'équation  (77)  que  les  génératrices  du  système  cô"  (d'après 
la  correspondance  indiquée  à  la  fin  du  n°  65). 

Dans  la  représentation  géométrique  du  n'*  56,  les  trois  droites 
cD,  tô',  CD"  passant  par  un  même  point  M  de  la  variété  s^  sont  repré- 
sentées dans  un  plan  par  trois  points  A,  A',  A".  Les  résultats  précé- 
dents s'expriment  en  disant  que  le  côté  AA'  de  ce  triangle  ne  dépend 
que  de  w,  et  passe  par  un  point  fixe.  De  même  A'A"  et  A"A  ne 
dépendent  respectivement  que  de  m  et  t^  et  passent  par  des  points 
fixes. 

Dans  la  suite,  lorsque  nous  parlerons  de  génératrices  d'une  variété 
rSj  ou  .Sj,  nous  parlerons  de  celles  qui  sont  parallèles  à  une  génératrice 
de  83  ou  ©,,  particulièrement  intéressantes  à  cause  de  leur  invariance 
par  une  transformation  d'Hermite,  et  non  des  autres  génératrices 
rectilignes  pouvant  exister  sur  ces  variétés,  qui  se  transforment  en 
pseudo-cercles  (intersections  de  deux  pseudo-sphères).  De  même  il  n'y 
a  pas  intérêt  à  distinguer  les  plans  P^  des  autres  pseûdo-sphères. 

71.  Variétés  rS  autres  que  83  et  S.,.  Correspondance  entre  les 
plans  P3  et  les  plans  II.,.  —  Proposons-nous  maintenant  d'étudier 
les  autres  types  de  variétés  s. 

Aux  différents  points  communs  d'une  des  variétés  L  étudiées  dans 
l'espace  ^,3  correspondent  des  systèmes  de  relations  singulières  qui 
représentent  des  variétés  §3  ou  -S,,  constituant  un  faisceau  linéaire;  les 
points  communs  à  ces  variétés  constituent  la  variété  s  correspondant 
à  la  variété  L  considérée.  Cette  variété  S  peut  être  composée  de  points 
dépendant  de  i,  2  ou  3  paramètres,  ou  réduite  à  un  point;  elle  peut 
aussi  être  composée  de  plusieurs  parties  algéloriqucment  distinctes. 
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Il  peut  être  intéressant  d'énumérer  tous  les  types  de  variétés  §, 
intersection  de  variétés  S,  et  s^,  et  d'examiner  leurs  correspondances 
avec  les  différents  types  de  variétés  L.  Nous  nous  contenterons  d'indi- 
quer les  cas  les  plus  simples. 

Considérons  d'abord  un  plan  1%,  qu'on  peut  supposer  passer  par 
l'origine.  Ce  plan  Pg  est  situé  sur  une  infinité  de  plans  i?.,  ;  d'après  le 
n°  ^9,  en  effet,  les  coefficients  du  plan  G^  étant  définis  par  les 
formules  (78),  si  u,  u\  u"  sont  donnés,  on  a  une  double  infinité  de 
plans  contenant  un  même  plan  1%".  Si  nous  tenons  compte  maintenant 
des  termes  du  second  degré,  en  introduisant  les  coefficients  A,  X',  X", 
on  obtient  une  variété  S^  contenant  le  même  plan  P3,  pourvu  que 

lu^Vu'+l"u"=o. 

On  obtient  donc  des  variétés  ^,,  dépendant  linéairement  de  ^  para- 
mètres, contenant  un  même  plan  J^,.  Les  points  correspondants  de 
l'espace  E,,  forment  donc  un  plan  à  4  dimensions,  lieu  de  points 
exceptionnels;  c'est  un  plan  IT..  Le  plan  P3  est  donc  la  variété -S  cor- 
respondant à  un  plan  II.,. 

Les  plans  II^  dépendent  de  5  paramètres.  Il  doit  donc  en  être  de 
même  des  plans  P3.  En  effet,  ceux  passant  par  l'origine  dépendent 

de  2  paramètres  (  —  et  —  )>  et  les  plans  parallèles  dépendent  évidem- 
ment de  3  constantes  de  plus,  (ia,  \k'  et  u."). 

Nous  savons  que,  dans  un  plan  11,,  les  points  excc|)tionnels  doubles 
dépendent  de  3  paramètres.  Le  plan  P3  doit  donc  être  sur  une  triple 
infinité  de  cônes  £,,,.  En  effet,  il  existe  une  simple  infinité  de  cônes  Z^ 
ayant  un  sommet  donné  et  contenant  P,  ;  le  cboi\  du  sommet  introduit 
trois  paramètres.  Mais  chatpie  cône  3,,  ayant  une  ligne  de  sommets, 
est  obtenu  une  infinité  de  fois,  de  sorte  que  les  cônes  C,  contenant  P, 
dépendent  bien  de  iH-3  — 1  =  3  paramètres. 

72.  Correspondance  entre  les  cônes  £,  et  les  plans  r.  doubles.  — 
Chaque  cône  C,  est  situé  sur  une  double  iiilinité  de  cônes  Z^  ayant 
même  sommet  (jue  lui.  Les  points  correspondants  dans  l'espace  E,3 
constituent  des  points  exceptionnels  doubles,  dépendant  linéairement 
de  2  paramètres,  et  non  situés  dans  un  mémo  plan  IL  (puisque  les 
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cônes  s,  considérés  n'ont  aucun  plan  P3  commun).  Leur  lieu  est  donc 
un  plan  -k^  double. 

Les  plans  tto  doubles,  comme  les  cônes  3^,  dépendent  de  6  para- 
mètres. La  variété  s  correspondant  à  un  plan  tîo  double  est  donc 
toujours  un  cône  S3. 

75.  Variétés  S  correspondant  à  une  variété  s^.^  spéciale,  ou  à  une 
droite  spéciale.  —  Considérons  un  cône  02,  intersection  d'un  cône  s, 
par  un  plan  P3  contenant  son  sommet.  Il  est  situé  sur  une  infinité  de 
variétés  -S3  dont  on  obtient  les  équations  en  prenant  des  valeurs  quel- 
conques pour  les  coefficients  X,  X',  A"  des  termes  du  second  dej>ré, 
ceux  du  premier  degré  devant  représenter  un  plan  s^  contenant  P3. 
On  a  ainsi  des  systèmes  de  relations  singulières  dépendant  de  5  para- 
mètres, représentant  des  variétés  S3  dépendant  de  4  paramètres.  Le 
cône  3.,  est  donc  la  variété  §  correspondant  à  une  variété  L5. 

D'autre  part,  ce  cône  appartenant  au  plan  P3  et  au  cône  Cg,  la 
variété  L5  considérée  comprend  le  plan  11^  et  le  plan  tz^  double  qui  leur 
correspondent.  C'est  donc  une  variété  4^5  spéciale. 

A  la  droite  spéciale,  intersection  du  plan  II,,  et  du  plan  TC2  double, 
correspond  une  variété  S  comprenant  évidemment  le  plan  P.5  et  le 
cône  £3. 

Les  droites  spéciales  d'un  même  plan  iz.,  double,  dépendant  de 
2  paramètres,  correspondent  bien  toutes  à  des  variétés  S  consti- 
tuées par  un  même  cône  83,  et  un  quelconque  des  plans  P3  contenant 
son  sommet.  De  même,  la  variété  S,  correspondant  à  une  variable  1^5 
spéciale,  est  toujours  un  cône  Sa- 

74.  Variétés  s  correspondant  à  une  variété  j^-  non  spéciale,  ou 
à  une  droite  A  non  spéciale.  —  Considérons  une  pseudo-sphère,  dans 
un  plan  P3,  et  prenons  pour  origine  un  point  de  la  pseudo-sphère.  Le 
plan  tangent  à  l'origine  à  une  variété  .S3  la  contenant,  devant  contenir 
ses  deux  génératrices,  ne  dépend  plus  que  de  2  paramètres,  et  les 
systèmes  correspondant  dépendent  de  3  paramètres.  En  prenant 
quelconques  les  coefficients  A,  X',  X"  des  termes  du  second  degré,  on 
obtient  une  variété  S3  coupant  P3  suivant  une  pseudo-sphère  tangente 
à  l'origine  à  celle  donnée.  Il  y  a  une  condition  à  vérifier  pour  que  ce 
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soit  la  même.  La  pseudo-sphère  est  donc  la  variété  S  correspondant  à 
une  variété  L5.  Comme  elle  est  dans  un  plan  P3,  la  variété  correspon- 
dante compren-d  un  plan  114.  C'est  une  variété  .1^5. 

Les  points  des  plans  tî,  et  tz'^  correspondent  a  deux  séries  de 
variétés  s,,  contenant  la  pseudo-sphère  sans  contenir  son  plan  P3.  En 
chaque  point  M  de  la  pseudo-sphère  passent  deux  génératrices  cô  et  d)'. 
Sur  les  variétés  S-,  d'une  des  séries  considérées  sont  situées  la  droite  (D, 
génératrice  isolée,  et  un  cône  3^  contenant  (O'.  L'autre  série  s'obtient 
en  intervertissant  les  rôles  de  (©  et  (D'. 

Considérons  une  droite  A,  intersection  d'un  plan  IL,  et  d'un  plan  t:, 
non  double,  et  par  suite  intersection  du  plan  II,,,  et  de  la  variété  4^5 
déterminée  par  le  plan  -.^  et  le  plan  t'^  associé.  La  variété  ^  correspon- 
dant à  cette  droite  comprend  un  plan  P,  et  une  pseudo-sphère  qui  ont, 
comme  nous  le  verrons,  une  génératrice  commune. 

Si  la  droite  A  est  double,  sans  être  spéciale,  le  plan  IL,  qui  la 
contient  est  dans  la  variété  4^5  considérée.  La  pseudo-sphère  est  donc 
dans  le  plan  P3.  Les  cônes  3,  correspondant  aux  points  de  cette  droite 
ont  alors  en  commun  le  plan  P3  et  se  touchent  suivant  une  pseudo- 
sphère de  ce  plan.  On  voit  par  cet  exemple  que  la  variété  S  correspon- 
dant à  une  droite  A  double  non  spéciale  ne  contient  aucun  point  de 
plus  que  celle  qui  correspond  à  son  plan  II,  ;  mais  en  considérant 
la  variété  S  comme  l'intersection  des  variétés  $^  ou  rS,  d'une  famille 
linéaire,  la  distinction  entre  ces  deux  types  de  variétés  s  devient  très 
nette. 

75.  Relation  avec  la  transformation  de  Lie.  —  Ce  qui  précède 
montre  l'existence  d'une  relation  entre  les  points  exceptionnels 
doubles  de  l'espace  E,,  et  les  parallèles  aux  génératrices  du  cône  £3, 
dans  l'espace  E^.  La  variété  .S  correspondant  à  un  point  exceptionnel 
double  A  est,  en  eiïel,  un  cône  Si,i)ien  déterminé  par  son  axe  (D.  Si 
l'on  ntî  considère  que  les  j)oints  A  d'un  plan  IL  double,  les  droites  cô 
correspondantes  sont,  dans  un  plan  P3  déterminé,  les  droites  qui 
coupent  une  conique  située  à  Tinlini.  Nous  allons  voir  que  cette  cor- 
respondance entre  les  points  A  et  les  droites  (D  est  une  transformation 
de  Lie. 

Si,  en  elTet,  on  considère  les  points  A  d'une  droite  A  du  plan  ITj 
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double,  les  cônes  a,  correspondants  se  touchent  (d'après  le  n**  74), 
suivant  une  pseudo-sphère  du  plan  P3,  Or,  les  points  singuliers  de 
certains  d'entre  eux,  puisqu'il  s'agit  d'un  faisceau  linéaire,  sont  cer- 
tainement des  points  de  contact  de  tous  les  cônes  c,  considérés.  Les 
axes  Ofc)  de  ces  cônes  décrivent  donc  la  pseudo-sphère.  Si  A  décrit  une 
droite  A,  la  droite  (0  correspondante  dans  la  transformation  étudiée 
décrit  donc  une  pseudo-sphère,  qui  est,  d'après  le  n°  74,  la  variété  -S 
correspondant  à  la  variété  ^^  dont  le  plan  tt,  contient  A.  Si  A  décrit 
la  droite  A'  conjuguée  de  A  par  rapport  au  complexe  des  droites 
spéciales,  la  variété  .1^5  est  la  même,  et  l'on  trouve  pour  les  droites  (D 
les  génératrices  de  l'autre  système  de  la  même  pseudo-sphère.  Si  enfin 
la  droite  A  appartient  au  complexe  des  droites  spéciales,  la  pseudo- 
sphère correspondante  est  de  rayon  nul. 

Ces  propriétés  sont  caractéristiques  de  la  transformation  de  Lie. 
La  correspondance  entre  les  points  A  d'un  plan  II.)  double  et  les 
axes  (D  des  cônes  S-,  correspondants  est  bien  une  transformation 
de  Lie. 

Une  transformation  d'Hermite  conservant  IT,,  définit,  dans  le 
plan  Hg  double,  une  transformation  homographique  conservant  le 
complexe  des  droites  spéciales,  et  dans  le  plan  P3,  une  transformation 
ponctuelle  transformant  les  droites  (D  en  droites  analogues.  Ces  deux 
transformations  sont  évidemment  celles  qui  se  correspondent  dans  la 
transformation  de  Lie  considérée. 

76.  Variétés  $  contenant  un  plan  P3  donné.  —  Elles  correspondent 
évidemment  aux  sections  d'un  même  plan  114.  Nous  connaissons  déjà 
celles  qui  correspondent  à  un  point,  simple  ou  double,  et  à  une  droite, 
simple,  double,  ou  spéciale. 

Considérons  maintenant  un  plan  11^  non  double,  contenant  une 
droite  spéciale.  A  ses  points  correspondent  les  variétés  s,,  d'un  réseau 
(famille  linéaire  doublement  infinie);  ce  réseau  est  bien  déterminé 
par  le  faisceau  linéaire  de  cônes  ©^  correspondant  aux  points  de  la 
droite  spéciale,  et  une  autre  variété  84.  Ces  cônes  8,  ont  en  commun 
le  plan  P3  et  un  cône  Z^  de  sommet  M  situé  dans  P3;  cette  variété  s, 
contient  P,  et  M,  et  coupe  par  suite  le  cône  S3  de  sommet  M  suivant 
un  cône  Cg  situé  dans  P3  et  une  génératrice  isolée  (D.  L'intersection 
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de  toutes  les  variétés  s,  du  réseau  comprend  donc  le  plan  P^  et  la 
droite  (0  qui  le  coupe  en  M;  leur  ensemble  constitue  la  variété  .s  cor- 
respondant au  plan  U.,  considéré. 

Le  cas  d'un  plan  TIj  double  se  traite  d'une  manière  analogue,  ou 
comme  cas  limite  du  précédent.  La  variété  ^  correspondante  com- 
prend le  plan  P3,  et  une  droite  (D  de  ce  plan  considérée  comme  droite 
double;  cette  droite  est  celle  qui  correspond  par  la  transformation  de 
Lie  au  plan  Ho  double,  ou  au  point  A  commun  aux  droites  spéciales 
de  ce  plan. 

Considérons  maintenant  un  plan  IT3.  Il  contient  une  double  infinité 
de  plans  U^  contenant  des  droites  spéciales  qui  ont  un  point  com- 
mun A;  à  ces  plans  correspondent  des  variétés  s  constituées  par  le 
plan  P3  et  des  droites  (D',  dont  on  ne  peut  rien  dire,  si  ce  n'est  qu'elles 
coupent  une  même  droite  (ô  de  P3,  celle  qui  correspond  à  A.  La 
variété  S  cherchée  représente  donc  l'intersection  d'une  famille  triple- 
ment infinie  de  variétés  s,,,  sans  autre  point  commun  (|ue  ceux  de  P3, 
et  sans  point  de  contact  fixe;  mais  deux  variétés  de  celte  famille,  cor- 
respondant à  deux  points  A,  et  Ao,  se  louchent  en  un  point  mobile  de 
la  droite  tô,  celui  qui  correspond  par  la  transformation  de  Lie  à  la 
droite  spéciale  du  plan  AA,  Ao. 

Parmi  les  plans  ITo  contenant  des  droites  spéciales  passant  par  A, 
considérons  ceux  qui  contiennent  une  droite  A  simple  contenant  A.  Il 
leur  correspond  des  droites  (©'  coupant  la  droite  (©  du  plan  P3.  Leur 
lieu  est  évidemment  la  pseudo-sphère  qui,  avec  le  plan  P3,  constitue 
la  variété  S  correspondant  à  la  droite  A.  Nous  voyons  que,  comme 
nous  l'avons  énoncé  au  n°  7i,  cette  pseudo-sphère  et  le  plan  1%  ont 
une  génératrice  commune. 

77.  Varié fc  -s  constituée  par  i/nr  droite  (Q  et  une  pseudo-sphère 
ayant  un  point  commun.  —  Par  une  liansforinalion  d'IIermite,  on 
peut  ramener  la  pseudo-sphère  à  être  un  plan  P2.  La  variété  cS  étudiée 
est  alors  dans  un  plan  0  3  bien  déterminé,  représenté  d'une  infinité  de 
manières  par  un  système  de  relations  singulières,  c'est-à-dire  que  les 
coefficients  du  premier  degré,  dans  les  équations  d'une  variété  ^j 
contenantes,  dépendent  d'un  paramètre.  Les  coefficients  A,  A',  X"  véri- 
fient une  relation,  puisque  le  cône  Ci  qu'ils  définissent  doit  contenir  le 
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plan  Pa  (et  par  suite  le  plan  P.,  contenant  Po).  La  variété  ^,  contenue 
dans  des  variétés  §3  représentées  par  des  systèmes  dépendant  de 
3  paramètres,  correspond  à  un  plan  ^'3  ou  4^3. 

Cherchons  les  variétés  .s,,  contenant  S,  qui  correspondent  aux  points 
exceptionnels  de  ce  plan.  Le  plan  tangent  5^  à  une  telle  variété,  au 
point  M  commun  à  tô  et  Po,  peut  être  celui  déterminé  par  (D,  et  le 
plan  P3  contenant  P,;  les  coefficients  À,  X',  X"  doivent  être  alors  tels 
que  la  génératrice  (À,  A',  À")  soit  dans  P3  (sinon  on  aurait  une 
variété  S3,  et  non  s,,)\  cela  leur  impose  une  condition,  et  l'on  a  une 
double  infinité  de  variétés  S^.  On  peut,  d'autre  part,  pour  déter- 
miner Sj,  prendre  comme  génératrice  isolée  une  génératrice  (D'  du 
plan  P2,  et  comme  plan  P3  celui  déterminé  par  03  et  l'autre  généra- 
trice CD"  du  plan  P^;  il  faut  alors  que  la  génératrice  ("X,  À',  A")  soit  la 
droite  CD",  et  l'on  n'a  qu'une  simple  infinité  de  variétés  .s^  ;  on  obtient 
une  autre  famille  analogue  en  intervertissant  CD'  et  CD". 

(]ela  montre  que  la  variété  rS  étudiée  correspond  à  un  plan  ^3,  dans 
lequel  lés  points  exceptionnels  constituent  un  plan  U.,  et  deux  droites 
A  et  A'.  La  pseudo-sphère  contenue  dans  cette  variété  correspond  à  la 
variété  4^5  contenant  4^3. 

78.  Variété  s  constituée  par  trois  droites  cD,  (£>',  CD"  se  coupant  en 
un  point  M  et  non  situées  dans  un  même  plan  P3.  —  Pour  une 
variété  ^3  contenant  s,  le  plan  tangent  en  M  est  bien  déterminé;  les 
coefficients  À,  X',  X"  sont  quelconques.  On  a  ainsi  une  triple  infinité 
de  variétés  ^3,  correspondant  aux  droites  D  d'une  variété  L,. 

I^a  variété  ^  est  située  sur  le  cône  £3  de  sommet  M;  la  variété  L,, 
comprend  donc  un  plan  7:0  double. 

En  dehors  des  cônes  s,,  contenant  ce  cône  ©3,  les  variétés  s,,  conte- 
nant S  sont  obtenues  de  la  manière  suivante  :  le  plan  c~4  tangent  en  M 
est  défini  par  une  des  droites  0^,  CD',  CD"  et  le  plan  P3  des  deux  autres; 
les  coefficients  X,  X',  X"  sont  ceux  d'une  génératrice  de  ce  plan  P3.  On 
a  ainsi  trois  séries  doublement  infinies  de  variétés  .s,,. 

La  variété  L-,  à  laquelle  correspond  S  comprend  donc  un  plan 
TTa  double,  nappe  spéciale,  et  trois  plans  ÏI^.  C'est  la  variété  on, 
étudiée  n°  47. 
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79.  Variété  ^  constituée  par  un  pseudo-cercle .  —  Le  pseudo- 
cercle est  l'intersection  d'une  sii^ple  infinité  de  pseudo-sphères  dans 
un  même  plan  P3.  11  correspond  donc  à  la  variété  OPL^,  lieu  d'une  simple 
infinité  de  pseudo-sphères  ayant  même  plan  de  base. 

Le  pseudo-cercle  peut  se  réduire  en  particulier,  soit  à  une  droite  qui 
ne  soit  pas  une  droite  (D,  mais  qui  soit  dans  un  plan  P3  et,  par  suite, 
parallèle  à  une  génératrice  du  cône  £5,  soit  à  deux  droites  ©  et  cô'  qui 
se  coupent.  Dans  ce  dernier  cas,  il  y  a  décomposition  entre  les  deux 
séries  de  variétés  S,  qui  le  contiennent  sans  contenir  le  plan  P3;  les 
unes  admettent  (D,  les  autres  (©',  comme  génératrice  isolée.  La 
variété  31Lc,  à  laquelle  correspond  le  couple  de  droites  ((O,  dt)'), 
contient  alors,  en  dehors  du  plan  de  base,  des  points  exceptionnels 
constituant  deux  nappes  à  trois  dimensions  algébriquement  distinctes; 
elles  ont  en  commun  le  plan  7:.^  double  auquel  correspond  le  cône  £3 
de  sommet  M. 

En  dehors  de  ce  cas,  un  pseudo-cercle  est  situé  sur  deux  cônes  £.,  ; 
la  variété  à  trois  dimensions,  qui  constitue  avec  le  plan  de  base  le  lieu 
des  points  exceptionnels  dans  la  variété  Olig,  contient  donc  deux 
plans  U2  doubles. 

80.  Variété  s  constituée  par  une  droite  (D.  —  Les  variétés  S3 
contenant  s  sont  assujetties  à  cinq  conditions  (trois  pour  écrire 
qu'elles  contiennent  un  point  choisi  sur  cD,  deux  pour  que  le  plan 
tangent  en  ce  point  contienne  (D);  elles  correspondent  donc  à  des 
droites  D  décrivant  une  variété  DlLg. 

Chacune  de  ces  variétés  contient  deux  pseudo-sphères  contenant  cO. 
La  variété  OlLg  est  alors  le  lieu  des  variétés  4^5,  auxquelles  corres- 
pondent ces  pseudo-sphères.  Or,  la  droite  (C  est  dans  une  simple 
infinité  de  j)lans  P.,,  appartenant  au  cône  Z^  d'axe  cD,  et  dans  chacun 
de  ces  plans  P3  est  située  une  double  infinité  de  pseudo-sphères  conte- 
nant tO.  Les  variétés  J^j  considérées  ont  une  inlinité  de  plans  de  base 
distincts,  contenant  un  môme  point  exceptionnel  double  A  (celui 
au([nel  correspond  le  côncî  C^  d'axe  ^0,  celui  par  consécpient  que  la 
transformation  de  Lie  transforme  en  la  droite  cô);  à  chacun  de  ces 
plans  de  base  correspond  une  double  infinité  de  variétés  j^^. 


FONCTIONS    ABÉLIENNES    A    TROIS    VARIABLES.  333 

La  variété  DlLg,  contenant  une  infinité  de  plans  II,,  contenant  A,  et, 
par  suite,  le  cône  F  de  sommet  A,  n'est  autre  que  le  plan  Gg  tangent 
en  A  à  la  variété  V.  Aux  points  du  ccVne  F  correspondent  des  variétés  >>/, 
dans  lesquelles  (0  appartient  à  un  cône  Q.^  situé  dans  .s,,  tandis  qu^aux 
points  de  la  quadriquc  Q  associée  à  A  correspondent  des  variétés  s,, 
ayant  (D  comme  génératrice  isolée. 

Aux  points  de  la  variété  OIL^,  lieu  des  droites  (D  situées  dans  Sg  et 
coupant  un  plan  IIj  bien  déterminé  du  cône  F,  correspondent  évidem- 
ment des  variétés  S;,  contenant  (D,  et  pour  lesquelles  une  des  pseudo- 
sphères  contenant  (0  est  dans  un  plan  P^  bien  déterminé. 

On  remarque  que  les  variétés  $  correspondant,  d'une  part,  au  point 
exceptionnel  double  A,  d'autre  part,  au  plan  Gg  tangent  en  A  à  la 
variété  V,  sont  l'une  le  cône  3,,  d'axe  (B,  l'autre  la  droite  O.  Du  pre- 
mier de  ces  résultats,  on  peut  aisément  déduire  le  second.  La  droite®, 
lieu  des  points  doubles  de  3,,  est  évidemment  l'intersection  de  3.,  et 
de  toutes  les  variétés  .s^  qui  en  difTèrent  infiniment  peu.  La  variété  DlL 
correspondante  comprend  donc  A  et  tous  les  points  infiniment  voisins 
sur  la  variété  V,  et,  comme  elle  est  linéaire,  tous  ceux  du  plan  Sg  tan- 
gent à  cette  variété. 

81.  Variété  s  constituée  par  un  point  M.  —  Elle  correspond 
évidemment  à  une  variété  OTL<o.  Or,  toutes  les  variétés  S.,  ou  S.,  conte- 
nant M  contiennent  des  droites  ûO  passant  par  ce  point,  et  M  est  l'inter- 
section 4'une  double  infinité  de  droites  (D,  dont  le  lieu  est  un  cône  33. 
La  variété  OR^io  est  donc  le  lieu  d'une  double  infinité  de  plans  Gg,  dont 
les  points  de  contact  décrivent  un  plan  n.,  double.  On  voit  ainsi  que  ce 
lieu,  étudié  n**  52,  est  bien  une  variété  JïL. 

Aux  points  du  plan  -iia  double  correspondent  les  cônes  d'axes  CD  pas- 
sant par  M.  Par  suite,  à  l'intersection  de  deux  ou  trois  plans  tan- 
gents Sg  dont  les  points  de  contact  sont  sur  un  même  plan  tï^  double 
correspondent  donc  l'ensemble  de  deux  ou  trois  génératrices  d'un 
même  cône  33.  On  retrouve  ainsi  aisément  des  résultats  obtenus 
n°^  78  et  79. 


82.    Variété  $  constituée  par  deux  points  M  et  M'.  —   Elle  cor- 


334       PAUL    LÉVY.     —     FONCTIONS    ABELIENNES    A    TROIS    VARIABLES. 

respond  à  l'intersection  des  variétés  OlL,o  et  01l'j„  auxquelles  corres- 
pondent M  et  M'.  Trois  cas  sont  à  distingue!'. 

Premier  cas.  —  La  droite  MM'  est  une  droite  CD.  Les  plans  r..^ 
doubles  dont  les  variétés  ^IL,^  et  01^^  sont  déduites  ont  un  point  com- 
mun A,  celui  auquel  correspond  le  cône  3^  d'axe  (D.  Les  variétés 
OlL,o  et  ùvJ^^  ont  alors  en  commun  le  plan  Gg  tangent  en  A  à  la 
variété  V,  et  la  variété  rS  comprend,  non  seulement  M  et  M',  mais 
toute  la  droite  MM'. 

Deuxième  cas.  —  La  droite  MM''  est  parallèle  à  une  génératrice  du 
cône  Ss;  elle  est  alors  dans  un  plan  P3.  Les  variétés  011,0  etan'^^  ont 
alors  un  plan  II,,  commun.  Leur  intersection  est  une  variété  3K.^  ayant 
ce  plan  pour  plan  de  base;  les  deux  autres  nappes  de  points  excep- 
tionnels y  constituent  une  surface  unique  à  4  dimensions,  contenant 
une  simple  infinité  de  plans  -3  doubles  (puisque  Tensemble  des 
points  M  et  M'  d'un  même  plan  P3  est  dans  une  simple  infinité  de 
cônes  Sa,  et,  par  suite,  de  cônes  Sj,  dont  les  sommets  décrivent  un 
pseudo-cercle). 

Troisième  cas.  —  La  droite  MM'  est  quelconque.  Les  variétés 
OTL,o  et  ;)ll/'jo  ont  pour  intersection  une  variété  Olc^  danslâquelle  le  lieu 
des  points  exceptionnels  n'est  pas  décomposable. 


I 
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Nitove  osservazioni  su  alcuni  metodi  cV approssima-ionc 

delVanalisi  ; 

Per  Mauro  picone. 


PREFAZIONE. 

Considerando,  per  esempio,  i  problemi  nel  campo  délie  equazioni 
lineari  aile  derivate  parziali  del  tipo  ellittico,  dei  quali  la  fîsica  ha 
chiesto  la  soluzione  all'analisi  matematica,  si  puô  ben  dire  che,  se  le 
trattazioni  fîno  ad  oggi  date  di  quei  problemi  possono  essere,  alla  fine, 
ritenute  del  tutto  esaurienti  dal  matematico,  esse  tuttavia  non  conten- 
gono  metodi  per  l'efFettivo  calcolo  approssimato  délia  soluzione  che 
riescano,  in  ogni  caso,  di  facile  e  di  utile  applicazione  al  tisico. 

Il  potente  ausilio  délie  equazioni  integrali  ha  permcsso  oggi  di  con- 
seguire,  con  una  grande  gcneralità,  i  teoremi  d'esistcnza  per  molli  e 
per  i  più  important!  di  quei  problemi,  ma  si  deve,  pur  troppo,  con- 
venire  che,  nelle  successive  approssimazioni  délia  soluzione,  date  con  le 
dimostrazioni  di  questi  teoremi,  non  si  puô  vedere  un  pratico  metodo 
di  calcolo. 

Mi  sono  proposto  di  indagare  se  non  sia  possibile,  in  alcuni  casi,  di 
realizzare  tali  metodi  di  calcolo.  L'indagine  mi  ha  per  intanto  con- 
dotto  ad  un  nuovo  metodo  di  calcolo  approssimato  per  la  soluzione 
del  problema  di  Dirichlet,  metodo  che,  dal  punto  di  vista  accennato, 
mi  sembra  possederei  desideratirequisiti.  L'esposizione  di  taie  metodo 
sarà  Toggetto  di  una  memoria  che,  in  questo  stesso  Giornale,  seguirà 
la  présente, 

Nella  présente  memoria  sottopongo  ad  una  diffusa  trattazione  il 

Journ.  de  Math,  tome  I.  —  Fasc.  IV.  1922.  4' 
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problema  ^enera\e  deirapprossimazione  di  unassegnatafunzioneper 
comhinazione  linéaire  dl asse g nate  allre  funzioni.  Sui  risultati  ditale 
tratLazione  si  fonda  Tindicato  metodo  d'approssimazione  per  la  solu- 
zione  del  problema  di  Dirichlet,  ma  è  sperabile  che  questi  risultati 
forniranno  le  basi  per  ulteriori  proficue  applicazioni  aU'integrazione 
approssimata  di  equazioni  aile  derivate  parziali,  dei  varii  tipi,  délia 
fisica-matematica. 

I  metodi  classici  prescrivono,  quasi,  le  sviluppo  délia  soluzione  in 
série  di  note  funzioni,  senza  domandare  se,  anche  ottenula  una  série 
uniformemente  ed  assolutamente  convergente,  derivabile  termine  a 
termine  quante  volte  si  vuole,  essa  série,  arrestata  ai  primi  n  termini, 
fornisca  poi,  fra  tutte  le  combinazioni  lineari  délie  stesse  n  funzioni, 
la  migliore  approssimazione  possibile  délia  soluzione,  in  tutto  il 
dominio  Y  di  sua  esistenza  nel  quale  deve  esscrr,  considerala.  Quasi 
sempre,  invece,  avviene  che  délie  medesime  funzioni  che  compaiono 
in  quei  primi  n  termini  délia  série  si  puo  trovare  una  diversa  combi- 
nazione  lineare  che  assai  meglio  approssima  la  soluzione  in  tutto 
Vindicato  dominio  V.  Nelle  scienze  sperimentali  si  constata  che  tanto 
meglio  si  approssima  qnanto  più  piccolo  è  l'errore  quadratico  mcdio 
che  si  commette  e  che  la  migliore  approssimazione  è  quella  che 
rende  minimo  taie  errore.  A  questo  concetto  si  informa  il  metodo  dei 
minimi  quadrati  di  Gauss  che  ha  dato  e  dà  cosi  cospicui  fî^ulti  nella 
scienza  délia  niisura. 

Orbene,  concependo  anche  in  analisi  i'erroie  d'approssiuiazione  al 
«nodo  délie  scienze  sperimentali,  io  riprendo  il  melodo  dei  minimi 
quadrati  e  oso  pensarne  l'applicazione  sistemalica  aU'integrazione 
approssimata  di  intiere  classi  di  equazioni  aile  derivate  parziali. 

L'idea  di  introdurre  taie  metodo  nelTanalisi,  non  è  nuova.  Essa  già 
si  trova  in  Tchebychef  (')  e  fu  anche,  nello  stesso  indirizzo,  successiva- 
mente  elaborata  da  Heine  C^),  da  Gram  (^)  e  da  altii.  Loddove,  assai 

(')  Journal  de  MaLliéinatiques  pures  cl  appliquées  (Journal  de  Liouvilie), 
2"  série,  t.  111,  p.  819. 

("-)  Hkine,  llandhticli  Kui^elfunclion,  Bel  1,  Kap.  V. 

(')  GiiAM,  Uel)er  die  Hntwickelung  rceller  FuncLion  in  HciJien  niitlclst  der 
Méthode  der  kleinsien  Quadrate  {Journal  fiir  die  reine  und  angewandte 
Mathematick,  Bd  9i,  iS83,  p.  40- 
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più  recentemente,  rapplicazione  del  metodo  a  determinati  problemi 
di  fisica,  dipendenti  appunto  dall'integrazione  dell'equazione  A.,u  =  o, 
è  stata  anche  efîettuata  o  proposta  da  Somigliana  e  Vercelli  (')  e  poscia 
da  Brillonin  (-),  non  ostante  che  del  metodo  non  si  posscdesse  alcuna 
nozione  suUa  sua  convergenza. 

Oggi  perô,  dopo  la  scoperta  di  Lebesgue  délie  funzioni  sommabili, 
dopo  l'introduzione,  doMita  al  Fischer,  délia  convergenza  in  média,  il 
metodo  dei  minimi  quadrati  acquista  nna  nuova,  inesperala  potenza, 
anche  nel  campo  délia  pura  analisi  matemalica,  e  là  ove  esso  non 
arrlvava  che  per  una  congettura,  vi  arriva,  corne  qui  ho  dimostrato 
(al  n*'  20,  §  V),  con  matematica  certezza. 

Ai  metodi  classici  di  integrazione  per  série  rimaneil  grave  compito, 
di  interesse  prevaleutemente  teorico,  diprovare  l'esistenza  e  di  trovare 
il  numéro  délie  soluzioni  dei  problemi  suH'integrazione  délie  equazioni 
aile  derivate  parziali;  ed  io  sarei  pago  se  questo  mio  lavoro  ed  i  suc- 
cessivi  nei  quali  applicherô  i  risullati  rli  questo,  riuscissero,  almono, 
a  slabilire  che  al  metodo  dei  iniiiimi  quadrati  spetta,  invece,  il  com- 
pito di  calcolare  la  soluzionc . 

Nell'esposizione  del  présente  lavoro,  per  comodità  del  lettore  e  allô 
scopo  di  fare  un  tutto  organico,  non  ho  trascurato  di  trattare  rapida- 
mente  alcuni  risullati  noti  fondamentali. 

Degna  di  relievo  mi  pare  che  sia  la  nuova  semplicissima  trattazione 
che  qui  ricevono  (ai  §§  VI  et  VU)  i  sistemi  di  infinité  equazioni  lineari 
in  infinité  quantilà  incognite,  la  cui  soluzione  si  riconnette  appunto 
aile  nostre  riccrche  d'approssimazione.  Al  §  VII  si  ritrovano  i  bei 
risultati  di  E.  Schmidt  su  tali  sistemi. 


(')  SoMKîLiANA  E  Vercelli,  S  alla  provisioiie  matematica  délia  temperatura 
nei  grandi  traj'ori  atpini  {Memorie  delta  R.  Accademia  delte  Scienze  di 
Torino^  t.  LXIII,  191 3,  p.  827). 

(-)  Brillolin,  La  méUiode  des  moindres  carrés  el  les  équations  aux  dérivées 
partielles  de  la  Physique  mathématique  {Annales  de  Physique,  l.  Vl,  1916, 
p.   137). 
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I.  —  Sulla  convergenza  in  média. 

1.  Deiiniziom  n  ti:orema  FISCllF.F\-^^  kyl.  —  Indicheremo  sempre  con 
la  lettera  E  un  insieme  di  punli,  liinitalo,  misurabile  (al  senso  di 
Lebesgue)  e  di  misurn  non  nulla.  di  uno  spazio  ad  un  numéro  qua- 
lunqiie  di  dimension!.  Sia  P  un  punto  variabile  in  E  ey(P)  una  fun- 
zione  di  P  definita  in  E  (')  ivi  di  quadrato  sommabile  (al  senso  di 
Lebesgue),  la/(P)  risullerà  sommabile  in  E.  Se  ^(P)  è  un'allra 
funzione  definita  in  E,  ivi  pur  essa  di  quadrato  sommabile,  le  funzioni 
/o'  (/""  &)^'  (/+■  ê')'  risulteranno  sommabili  in  E. 

Ciù  posto,  consideriamo  il  fccondo  concetto  di  convergenza  in  média 
introdotto  da  E.  Fischer  (-). 

La  successione  di  funzioni 

(i)^  Fo(P),      F,(P).      F,(l'),       ....      F„(P),      ..., 

sia  costituita  di  funzioni  deiînite  in  E  ed  ivi  di  quadrato  sommabile, 
si  dice  che  la  successione  couverte  su  E  in  média  se  : 


lim      r[F,(P)-F,(P)]^^P  =  o. 


Si  dice  che  la  stessa  successione  (i)  converge  su  E  in  média  verso 
la  funzione /(It*)  e  scviveremo 

i^F„(P)=/(P), 
se 


lim    fUi 

»  =  =»!    Jp 


EvidenLenienlc  :  se  una  successione  convcige  su  E  in  média,  cssa 
converge  in  média  su  ogni  insieme  misurabile  conlenuto  in  E;  se  una 
successione  converge  su  E  in  média  verso  una  funzione  /,  essa  con- 


(')  Sjlllnleaderenio  sempre  (salvo  a  dicUiarare  espressainenle  il  conlrario) 
reale  e  finiio  il  \alore  assegnato  ad  una  funzione  in  ogni  punlo, 

(*)  E.  Fischer,  Sur  la  convergence  ou  moyenne  {Comptes  rendus  de  r Aca- 
démie des  Sciences,  Paris,  i*""  semestre  1907,  p.  1022). 
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verge  in  média  verso  la  stessa  furizione  su  ogni  insieme  niisurabilc 
contenuto  in  E;  se  una  successione  converge  su  E  in  média  verso  una 
funzioney,  ogni  altra  funzione  verso  la  quale  la  slessa  successione  con- 
vcrga  su  E  in  média  sarà  équivalente  alla  /*(');  condizione  necessaria 
affînchè  una  successione  converga  su  E  in  média  verso  una  funzioney 
è  che  la  successione  converga  su  E  in  média;  condizione  sufficiente 
affinchè  una  successione  converga  su  E  in  média  è  che  esista  un 
insieme  E',  avente  la  misura  di  E  e  contenulo  in  V],  nel  quale  la  suc- 
cessione converge  uniformemente. 

La  convergenza  in  média  per  una  série 

(2)  „,(P)+„,(P)+..._|_,,„(P)-^..., 

di  funzioni  defmitc  in  E  ed  ivi  di  quadrato  sommabile,  si  riporla  a 
quella  délia  successione 

n 

(I)      F,(P)  =  i/o(P),     F.(P)=:»o(P)  +  «i(P),      ...,     F„(P)=^  »,(?),    .... 

Se 

/.  =  0 

si  scriverà 

/(P)^//o(P)  +  //,(P) +  ...  +  »„(?)  +  .... 

Sussiste  il 

Tegrema  FiscHErx-WEYL  (-).  —  Se  una  successione  di  funzioni  con- 
verge su  Fjin  média,  esiste  una  funzione,  detenninata  quasi  oimnque 
in  E,  verso  la  quale  la  successione  converge  su  E  in  média. 

Questo  fondamentale  teorema  è  stato  scoperto  dal  Fischer,  e  dimos- 
trato,  dal  Fischer  ed  in  seguito  di  nuovo  dal  Weyl,  nel  caso  che 
l'insieme  E  si  riduca  ad  un  intervallo  lineare.  Alla  dcnominazione  del 


(')  D;ie  funzioni  y'e^' definite,  in  E,  saranno  délie  fradi  loro  eqiiivalenll  in  E 
se  si  ha  /(P)=:^'(P)  quasi  ovunque  in  E,  cisè  falla,  al  più,  eccezione  per  i 
punli  di  un  insieme  di  misura  nul  la.  Si  scriverà  allora  /  (P)  zz:  ^(P), 

(^)  Fischer,  loc.  cit.  —  H.  Weyl,  Ueber  die  Korwergenz  von  Beihen,  die 
nach  Ortkogonalfunctionen  fortschreiteii  {Matliematische  Annalen,  Bd  68, 

1909,  p.  225). 
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leorema  da  noi  enunciato  è  giuslo  perô  aggiungere  il  nome  di  Weyl, 
poichè  soltantola  dimostrazione  di  questoautore  è  suscettibile  d'essere 
immedialamente  estesa  ad  un  qualsiasi  insieme  limitato  e  misurabile 
di  uno  spazio  ad  un  numéro  qualunque  di  dimensioni. 

2.    AlCUlNE   PROPRIETE    DELLA    COXVERGENZA    IN    MEDIA.    EspOrrCmO   Ora 

alcune  nolevoli  proprietà  délia  convergenza  in  média,  sostanzialmente 
già  osservate. 

T.  Sia  A  u/i  insieme  inisurabiie  contenulo  in  E,  5^  la  succcssionc  (  i ) 
converf^-e  su  Vj  in  niedia^  esislerà  un  numéro  positivo  K  laie  cJie,  per 
ogni  indice  /^,  qualunque  sia  A,  risulla 


^[I^.(^•)]■^ 


dV<K. 


Ed  invero,  dato  i  positivo  e  arbitrario,  è  possibile  tiovare  un  indice 
n.^  taie  clie,  se  n±n.^^  si  ha 

ma  è 

'   A  •  1.  -^  i:  <-'k 

ne  segue,  che  il  numéro  K,  di  cui  ahbiamo  asserilo  fesistenza,  è  il  più 
grande  fra  i  seguenli  n^  -+-  i  numeri  : 

2^+  f  l'IdA  (/-=.rO,  1,2 n,). 

II.   Le  successioni  ]  F„]  e  [0„]  comeriiano  su  \\  in  média,  lispctli- 
vamenle^  verso  le  funzioni  f  c  g,  dico  clie  allora 

lini    fv„(\„dV—   f/.i,'dV, 
"     *  '  A  •   A 

uniformcmenlc  per  A  variabile  in  E. 
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Difatti 


f{fff-F„G„)clP 
=  !/(/- F„)^«  ^P +j^(,^'- G„)F„  dP 


=  4 //(/-  PnY  d?j'g-d?  +i/  j\g  -  G„rdpJ'¥ldP 
<i/  j^éPi/Jif-  F„)^^P  +s/K  ^J"(  ,<■_  G„)=^P. 

In  particolare  :  per  G„;^  i ,  si  ha  : 

lim    fF„dP=  ffdP, 

uniformemente  in  E;  per  G,j^F,j,  si  ha  : 

lim    fFf,dP=fpdP, 

uniformemente  in  E. 

II.  —  Sulla  convergenza  uniforme  in  générale. 

5.  Definizione  e  teorema  di  Weyl.  —  Si  deve  al  Weyl  (toc.  cit., 
p.  339)  uno  studio  approfondit©  délia  convergenza  in  média  con  il  quale 
si  consegue  una  più  adeguata  conoseenza  del  modo  di  comportarsi  délia 
differenza /(P)  —  F„(P)  nei  punti  deU'insieme.  Per  enunciare  questo 
importante  risultato  occorre  introdurre  il  concetto  di  convergenza 
uniforme  in  générale.,  del  pari  dovuto  al  Weyl. 

NeU'insieme  E,  limitato,  misurabile  e  di  misura  non  nulla,  siano 
definite,  nel  modo  più  arbitiario,  le  funzioni 

(  Go(P)  =  .'o(P),         G,(P)  =  i-o(P)  +  r,(P), 
^'^  j  G„(P)  =  2"'^(P)'         •••' 

costituenti  una  successione;  si  dira,  con  Weyl,  che  taie  successione, 
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oppure  che  la  série 

(2)  .•o(P)  +  *',(P)-H...-+-.'„(P)4-... 

converge  su  E  uniforme  me  nie  in  générale,  se,  comunquc  si  assegni 
un  numéro  positive  £<^mE('),  è  possibile  costruire  un  insieme  E,, 
contenuto  in  E  e  di  misura  mE  —  t,  nel  quale  la  successione,  cioè  la 
série,  converge  uniformemcnte. 

Evidentemente  :  se  la  successione  (i)  converge  su  E  uniformemente 
in  générale,  essa  converge  (juasi  ovunque  in  E,  esisterà,  cioè,  un 
insieme  E',  aven^  la  misura  di  E  ed  in  queslo  conlenuto,  nel  quale  la 
successione  (i),  cioè  la  série  (2),  converge.  Ogni  funzione  i,'(P), 
definita  in  tutto  E,  che  in  F/  coincide  col  limite  délia  successione  (i), 
cioè  con  la  somma  délia  série  (2),  si  dira  rappresentata  da  quella 
successione  o  da  quella  série. 

Ciô  posto,  siamo  in  grado  di  enunciare  l'accenuato  risultato  di 
Weyl  col  seguente. 

Teorema  1)1  Weyl.  —  Se  la  successione 

F„(P)  =:,/,(?).  F,(P):=,/,(P)-^,,,(P) 

/,  =  !) 

(li  funzioni  de  fini  te  in  E,  ivi  ciascuna  di  quadrato  sommabilo,  con- 
verge su  E  f/t,  média,  è  possibile  costruire  quante  si  vogliano  succes- 
sioni  /?, ,  //.,,  .  • .,  //^,  . . .  di  indici  crescenti,  tali  che  la  successione  di 

funzioni 

(4)  F,„(P),     F„.,(P),     ...,     F„.(P),     ..., 
cioè  la  série, 

n,  II.,  n.+  i 

(5)  V, /,(!>)+    V    „,(!>)+...+    V    ,/,(P)+...^ 

converge  su  E  uniforniemente   in  générale.    La   successione  (3) 

(')  Se  con  iina  delenninala  lellera  ilesignaino  un  in>iLMne  niisurabile,  con  la 
slessa  lellera  precedula  dalla  lellera  m  designeremo  la  misura  dellinsienie. 
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convev'^e  su  E  i/i  média  verso  ogni  funzione  /(P)  rapprescntata 
dalla  successione  (4),  cioè  dalla  série  (5). 

Ecco  poi  corne  il  Weyl  costruisce  le  indicate  successioni  di  indici 

/î, ,  /Zo)    •  •  •  j  n S)    •  •  •  • 

Sia  z^  l'estremo  superiore  delTinsieme  di  numeri  dcscrilto  da 

(6)  r[F„^v(P)-F„(P)]^^P, 

al  variare  di  v  da  o  a  qo.  Per  la  siipposta  convergenza  in  média  délia 
successione  (3),  si  a\ rà  lim  £„  =  o.  E  possibileperciôcoslrairequante 

si  vogliano  successioni  crescenti  di  indici  /i,,  n,^,  ...,  «^,  ...,  tali  che 
la  série  £„_  +  £„^4-  . . .  -h  £„^H-  . . .  conversa;  orbenc,  per  ogni  taie  suc- 
cessione di  indici  la  successione  (4)  converge  su  E  uniformemente 
in  générale. 

4.  OssERVAziONE  SULLA  cosTRuziONE  DI  Weyl.  —  La  costiuzionc  dcl 
Weyl,  dianzi  esposta,  appare  in  générale  difficile  per  la  ricerca,  che 
essa  richiede,  per  ogni  valore  delFindice  n,  deirestremo  superiore  (o  di 
un  numéro  a  questo  non  inferiore)  dell'insieme  numerico  descritto 
dall'integrale  (G)  al  variare  di  v  da  o  a  ce  (').  Vi  è  un  caso  perô,  molto 
importante  per  le  nostre  future  applicazioni,  in  cui  quella  ricerca  è 
immediatamente  compiula.  E  il  caso  in  cui  già  si  conosce  una  funzione 
/(P)  verso  la  quale  la  successione  (3)  converge  su  E  in  média, 
e  questa  convergenza  è  taie  che,  posto 

(7)  ■  a„=  A/-F„r«fP, 

la  successione  o-„,  a,,  ...,  a-„,  ...  (che  ha  per  limite  zéro)  non  è  mai 


(')  Cf.  C.  Sbveiiini,  Sulla  teoria  di  chinsura  dei  sistemi  di  funzioni  orlogo- 
nali  {Rendiconti  del  Circolo  Matemalico  di  Palermo,  i'^  semestre  igiS).  In 
questo  lavorogià  si  trova  (al  n°  6)  la  crilica  del  teslo  alla  costruzione  del  WevI, 
perô  anche  nel  caso  contemplato  dal  Severini  si  verifica  la  circoslanza  semplifi- 
catrice  osservata  più  oitre  nel  leslo. 
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cresccMite.  In  laie  ipolesi  risulu  invero  : 

f{  F,^,,  -  F„  Y  dP  <  2   fif  -  F„  y-dP  +  2   fu  -  ^n^.r  dP  <  4  ^n- 

Si  ha  perlanlo  : 

Se  La  successione  (3)  converge  su  E  m  média  verso  la  funzione 
/(P),  m  maniera  che  V intégrale  (7)  /zo/ï  eresca  mai  al  crescere 
di  11^  e  se,  ad  esemp'o,  pe/'  la  successione  di  indici  n^ .  n.^,  , . .,  /i^,  ... 

SI  ha  : 

f(f-r„X-dPi^^         {s  =  i,9.,  ...), 

la  successione  (4)  converge  su  E  uni  forme  mente  in  générale  e  vi 
rappresenla  la  funzione ,/(  P  )  • 


III.  —  Posizione  del  problema  d'approssimazione. 

îî.  CoNSiDERAZiONi  PRKi.iAiiNAni.  —  Neirinsicmc  Hmitato  e  misurabileE, 
di  iiiisura  non  nulla,  di  uno  spazio  lincare  S,,  ad  un  numéro  qua- 
lunque  r  di  dimensioni,  siano  assegnale  le  funzioni 

(I)  /o(I^).      /'.(Pj,      ...,     /.(P),      •••- 

ciascuna  di  quadralo  sommabile,  coslituenti  una  successione.  Corne 
ben  si  sa,  un  problema  di  capitale  importanza  nell'analisi  è  il  seguente  : 

Data.,  arbitrariamenle,  nnafunzio/uif(P)  in  E,  ii'i  di  quadrato 
sommahile,  approssimare  la  funzione.,  in  tulto  ^.,per  mezzo  di  com- 
hinazioni  lineaii,  a  coefflcienti  costanti.,  di  funzioni  délia  succes- 
sione (i). 

\\  nella  nalura  stessa  dcl  problema  il  l'are  l'ipolesi  che,  per  ogni 
\alorcdi  //,  le  funzioni /„,  /",,  ...,y„,  siano,  in  E,  linearmcnte  indi- 
pendenti^  siano  cioè  lali  che  non  esistano  //  -h  i  coslanli  c^,  c^,  r.,  . . ., 
c-„,  non  lui  te  nulle,  per  le  quali  si  abbia,  quasi  o\unque  in  E, 

c,UP)  +  c,./,(P)  ^-.  . .+  c„/„(P)  =  o. 
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Poniamo 


£■ 


/,(F)/,(P)rfP  =/,•,■, 


l'ipotesi  ora  delta,  che  noi  appunto  facciamo,  équivale  ad  ammettere, 
com^  è  noto,  che  per  ogni  valore  di  n  si  ha  : 


(2) 


/oo     ./oi 

./lo     y  11 


J{)n 
J  \n 


>o        ('). 


J  ni      J  m        •  •  •       J  nn 

Diremo  in  tal  caso,  semplicernente,  che  il  sistema  [/„]  di  funzioni  è 
di  funzioni  linearmente  indipendenti. 

Tl  générale  problema  d'approssimazione,  testé  sommariamenteindi- 
cato,  contiene,  evidentemente,  corne  caso  particolare,  il  classico  pro- 
blema dello  sviluppo  di  una  funzione,  arbitrarianiente  data,  in 
série  di  assegnatc  altre  funzioni.  Supposto,  in  particolare,  che  in  E 
sia  : 

ove  x^^  x'o,  . . .,  Xf  designano  coordinate  di  unpunto  di  E,  si  ha  il  pro- 
blema dell'approssimazione  di  una  funzione  per  mezzo  di  polinomii. 

6.  Caso  m  cui  le  funzioni  D\\pprxOSSiMAZioNE  sono  in  numéro  limi- 
TATO.  —  Rispondiamo,  in  primo  luogo,  al  quesito  seguente  :  Corne  si 
puô  approssimare  in  E  un  assegnata  funzione  f{V)^  di  quadrato 
sommabile,  mediantc  combinazioni  lineari  di  funzioni  delta  suc- 
cessione  limitata  f^^^  /,,...,  /,,  ?  A  taie  questione  si  risponde  subito  al 
modo  seguente  : 

O  è  possibile  determinare  v  H-  i  costanti  et,,,  a^^  . . . ,  a.,  per  modo 
che,  quasi  ovunque  in  E,  sia/=  «o/o  +  «^i/i  +  . . .  -1-  cL^f^,  oppure  la 
richiesta  approssimazione  non  puù  scendere  al  disottoto  di  un  termine 
assegnabile  o,  si  puô  cioè  determinare  una  quanlità  positiva  o,  taie  che, 

(')  In  ogni  caso,  qualisisiaiio  le  funzioni /oi /ii  ••■•,fn  di.qnadralo  somma- 
bile,  il  déterminante  al  primo  membre  dclla  diseguaglianza  del  teste  non  è  mai 
négative.  Il  suo  annularsi  è  cendizione  necessaria  e  sufficienle  affinchè  le  fun- 
zioni /o,  y,,  ...,/„  siano  in  E  linearmente  dipendenti. 


346  MAURO    PICONE. 

comunque  si  scelgano  le  costanli  a^,  a,,  . . .,  a.,,  quella  porzione  di  E 
nei  punli  délia  quale  risulta 

1/—  («0/0+   rt, /,  +  ... +  rtv/v)  1^0 

è  di  misura  non  nulia. 

Consideriamo  invero  l'intégrale 

!(«„.  a,,  .,.,«,,)=/  (/— «p/o— ^1/1—  ...  —  a-J.,)'dP, 

dipendenledai  paramelri  «„,  a,, ....  a,,-  Essohaunminimodeterminalo 
che  raggiunge  per  i  valori  délie  a  verificanti  il  sislema  di  equazioni 
lineari 

V 

(3)  ^a,  fj)J),dV^  f ffid\>         ii  =  o,  I,  ...,v), 

/,  =0 

il  déterminante  délie  quali,  in  virtù  délia  supposta  indipendenza  lineare 
délie  funzioni  [fa],  rlesce  positivo.  Desig-namo  con  :r.,  questo  minimo. 
Se  (7v  =  o,   per  il  sistema   délie  a  verificanti  le  (3)  si   avrà,    quasi 


ovunqne  in  E,  /==  X«a.//,"iSC  c7.,>>o,  rapprossimazionc  délia/,  per 


combinazioni  lineari  di  fanzioni  délia  successione  limilata/o,  /, ,  ..., 
/v,  non  puô  scendere  al  disotto  del  termine 

y   m  11, 

Adunque  :  Al  problema  deW approssiinazione  in  E  di  una  fun- 
zdonc  f,  di  quadralo  sommabiic,  medianle  conibiiiazioiii  li/wari  di 

funzioni  délia  successions  lindtala  f^^f^ /"v?  *'  risponde  al  modo 

seffuenle  :  Se  il  dctcrniinante 


"1.  «^  1: 

1 


./uo 


/v, 


\ 
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è  nullo,  le  equazioni  (3)  delerminano  v  coslanù  Lall  clic,  quasi 
Qvunque  in  E,  risidla  f  ^r^  a^f^-^  ci^f  ^-\- . . . -\- cL,f.,\  se  lo  slesso 
déterminante  è  positiva,  le  stesse  equazioni  (3)  delerminano  v  eos- 
tanli  tali  che,  detto  a-i  il  valore  deW intégrale  !(«„,  a,,  . . . ,  a.,)  che 
ad  esse  corrisponde^  la  richiesta  approssimazione ,  non  puô  scendere 
al  disotto  del  termine  y/a-,;  :  m\^. 

7.     POSIZIONE  PRECISA   DEL  PROBLEMA   GENERALE    d'aPPROSSIMAZIONE.    — 

Gonsideriamo  ora  il  générale  problema,  di  vero  interesse,  dell'  approssi- 
mazione  dell'assegnata  funzione /,  di  quadrato  sommabiLe,  mediante 
combinazioni  lineari  di  funzioni  délia  successione  illimitata  (i). 

Il  problema  deve  ancora  essere  precisato.  Cominciaino  a  far  ciô 
dicendo  :  Si  ricJiiede  la  determinazione  délie  constanti^  in  infinità 
numerahile ^  del  seguenle  quadro 


,!0) 


([,)  J  '^o'  >      "-^i 


,(//)  ^{'D  ^(//) 


'0     > 


M  2       ) 


per  modo  che  la  comhinazione  lineare 

F„(P)  =  <'/o(P)  +  «';'7.(P)  +  ---+<7«(P), 

al  divergere  di  n.  approssinii  in  E  Casse gnata  funzione  /"(P)  di 
quadrato  sommabile. 

Occorre  ancora  precisare  il  significato  délia  frase  :  «  La  combinazione 
lineare  F„(P),  al  divergere  di  n,  approssima  in  E  l'assegnata  fun- 
zione/(P).  »  Per  far  ciô,  prendendo  una  propriété  comune  a  tutti  gli 
sviluppi  in  série  e  a  tutte  le  approssimazioni,  fin  ad  oggi  conosciuti, 
porremo  la  seguente. 

Definizione.  —  Diremo  che  la  combinazione  lineare  F„(P),  al 
divergere  di  n,  approssima  in  E  la  funzione  /(V)  di  quadrato  som- 
mabile, se,  comunque  si  definisca  in  E  la  funzione  g  (V^,  di  qua- 
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dralo  sommabile^  si  ha  : 

(5)  lim    A/(P)-F„(P)].,"'(P)^P  =  o. 

«  =  «.74; 

Evidentemente  :  Se  la  combinazione  lineare  F„(P)  approssima  in  L 
la  funzioney(P),  Tapprossima  anche  in  qualunque  insieme  misurabile 
contenuto  in  E;  se  la  combinazione  lineare  F„(P)  approssima  in  E  due 
funzioni,  queste  dovranno  ivi  essere  equivalenti;  se  le  due  combina- 
zioni  lineariF), (P)  eF',',(P)  approssimano  in  E,  rispettivamente,  ledue 
funzioni  /'  e/",  indicando  con  a'  e  a"  due  costanti  arbitrarie,  la  combina- 
zione lineare  «'F'„+  «"F",  approssima  in  E  la  funzione  a'f  -h  a"f"{^). 

Se,  valendo  la  (5),  le  quanti  ta  a*/'  del  quadro  (4)  risultano,  perogni 
valore  delTindice  «,  indipendenti  dal  secondo  indice  /f,  diremo  che  la 
funzione  f( P )  è  approssimabile  in  E per série  di  funzion i  f^,  f^,  — 
Posto  a'/  =  Ui,  si  avrà  F„=  «„/„  +-«,/,  +  ...+  «„/„,  si  dira  perciù 
anche  che  la  série  a^^f^  +  a,  /",  -h  . . .  approssimain  Y.  la  funzione  f. 
In  tal  caso  dunque  la  série 

qualunque  sia  la  funzione  i^CP)»  di  quadrato  sommabile,  è  conver- 
gente ed  ha  par  somma   1  fgdP. 

8.  EsEMPii  NOTEvoLi  d'approssimazione .  —  Vcdiamo  ora  dei  casi 
notevoli  d'approssimazione  nei  quali  è  soddisfatta  la  condizione  (5). 

(')  iNella  sola  ipoLesi  clie  la  combinazione  lineare  F„,  al  divergera  di  /<, 
approssimi  in  E  la  funzione^,  nel  senso  ora  precisato,  interesserebhe  studiareil 
modo  di  comporlarsi  dalla  diflTerenza  / —  F„,  nei  piinli  di  E,  nel  menlre  che  n 
diverge.  A  queslo  riguardo  si  dimoslra,  per  esempio,  facilnienle  che,  indicando 
con  è  una  qiialsiasi  quanlità  positiva,  con  E'„(ô)  e  E"j(ô)  le  due  porzioni  di  E 
nei  punti  délie  quali  è,  rispellivamenlo,  / —  F„^  0  e / —  F„  j:  —  ô,  si  ha  : 

misura  lim  E'„{ô)  =z  misnrà  lim  E',',(ô)  =z  o, 

n  =  »  n  =  <o 

*  *  /       ^  •  1  •  •  • 

ove  limE^j(ô)  c  lim  E),(o)  designano  gli  insiemi  più  piccoli  liiniti  rispettiva- 
mente di  E^t(o)  e  di  E"t((5)  per  n  crescente  all'infinito. 
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I.  Nelle  scienze  sperimentali,  comc  misura  delF  errore  d'approssi- 
mazione  commesso  sostituendo,  in  tutlo  E,  alla  funzioney(P),  la  com- 
binazione  lineare  F„(P),  si  prende  Tintegrale 

(6)  f[/{V)-V„{V)\^dP; 

^  E 

e,  fissato  il  numéro  n^  si  ritiene  anzl  che,  quella  combinazione  lineare 
F„(P),  i  cui  coeflicienti  dànno  alT  intégrale  (6)  il  suo  minimo 
valore,  forniscj,  in  tutto  E,  la  miglioreapprossimazione  rclalh'a  aile 
comhi nazi 0111  lincari  di  quel  prefissato  numéro  n  di  funzloni  del 
sistema  [/a]-  Uniformandoci  a  qucsto  concetlo,  vogliamo  vedere  se, 
risultando  : 

(7)  lim    A/(P)-F„(P)]V/P  =  o, 

si  possa  dire,  nel  senso  precisato  al  numéro  précédente,  che  la  combina- 
zione lineare  F„,  al  divergere  di  /?,  approssimain  Ela  funzione/.  Cio  si 
puô  effetlivamente  dire,  poichr,  neU'ipotcsi  (7),  la  successione  [F„J 
converge  su  E  in  média  verso  la  funzione/",  c  la  proprietà  II  délia  con- 
vergenza  in  média,  osservata  al  n°  2,  dà  allora  che,  qualunque  sia  la 
funzione  ^(P),  di  quadrato  sommabile,  riescc  verilicata  la  (5). 
Adunque  : 

La  combinazione  lineare  F„(P),  al  divergere  di  n,  appj^ossima 
in  E  la  funzione  f(P),  se 

«  =  00 

in  parlicolare,  e  ovviamente,  se  in  un  insieme  E',  avente  la  misura 
di  E  e  contenuto  in  E,  la  successione  [F„]  converge  uniformemente 
verso  la  funzione  f. 

II.  In  virtù  del  noto  teorema  di  Lebesgue  del  passaggio  al  limite 
sotto  il  segno  intégrale,  si  ha  anche  : 

La  combinazione  lineare  F„(P),  al  divergere  di  n,  approssima 
mE  la  funzione  fÇP),  se  in  un  insieme  E',  avenle  la  misura  di^ 
e  contenuto  in  E,  si  ha  limF^(P)  ■=f{V^^  ed  inollre  la  dijferenza 
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/(P)  —  F„(P)  SI  mantiene  in  E',  in  valore  assoluto,  non  superiore 
ad  una  funzione^  indipendente  da  n,  di  quadralo  sommahilc. 

9.    CONDIZIONE  ALLA  QUALE  DEVE  SODDISl  AP.E  UN  SISTEMA  d'aPPROSSIMAZIONE. 

SisTEMi  coMi'LETi  DiFUNZiOM.  — Domandiamo  ora  :  Ogni  successione  illi- 
mitata  [/a(P)J  è  forse  suscetlibile,  mediante  combinazioni  lineari  dei 
suoi  termini  e  al  divergere  del  numcro  di  questi  termini,  di  approssi- 
mare  in  E  ogni  assegnata  funzione  di  quadrato  sommabile?  A  taie 
importante  questione  daremo  una  risposta  negativa;  stabiliremo  anzi 
una  condizione  necessaria  e  sufficicnte,  che  deve  essere  soddisfatta  dalle 
funzioni  del  sistema  [/a(P)]5  affinchè  esse  siano  in  grade,  mediante 
loro  combinazioni  lineari,  di  approssimare  in  E  ogni  funzione  asse- 
gnata, di  quadrato  sommabile. 

Si  dice  che  la  successione  illimitata /(,(P),  y,  (P),  ...,/„(P),  ..,, 
di  funzioni  di  quadrato  sommabile  in  E,  costituisce  un  sistema  coni- 
pleto  in  un  dato  insieme misurahileYj\  di  misura  non  nulla,  conlenuto 
in  E,  se  dalle  due  ipotesi  : 

P  La  funzione  ^(P)  è  di  quadrato  sommabile  in  E'; 

IP  Riescono  simultaneamente  soddisfatte  le  infinité  equazioni  : 

(8)  y^/,(P)o(P)r/F^o        (/.-^o,  1,2,  ...), 

si  trae  corne  necessaria  conseguenza 


i 


si  Irae  cioè  l'equivalenza  a  zéro  in  E'  délia  funzione  ^(P). 

Osserviamo  che  ;  Se  un  sistemo  di  funzioni  è  completo  in  un 
insieine  E,  esso  è  allresi  completo  in  ogni  insirme  misurabile  E'  con- 
tenulo  in  E  di  misura  non  nulla  (  '  ). 

Ed  invero,  se  per  una  funzione  i,''(P),  di  quadrato  sommabile  in  E', 


(')  Goiue  farù  vedere,  con  un  esempio,  nella  memoria  (aniuinziala  iiella  pic- 
fazioiie)  a  (|iiesta  successiva,  la  proposizione  reciproca,  se  si  suppone  inollre 
m  \i'  <.  m  Iv,  è  fa  Isa, 
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si  avcsse 


Je'  ■  Je' 

la  funzione  ^(P)  defînita  in  E  dalle  eguaglianze 


(A-  =  o,   I,  2,   ...), 


^'(P)  se  P  è  inE', 

o  se  P  è  inE  —  E', 


sarebbe  in  E  di  quadralo  sommabile  e  non  équivalente  a  zéro,  inentre 
verificherebbe  le  (8). 

Ad  esempio,  si  sa  (cf.  n**  22)  che  il  sistema  di  funzioni 

(9)  Ho(P)  =  i,         H.(P)  =  ^„         ...,         H,(P)=.^,, 


r  ) 


ove  Tindice  k  è  una  certa  nota  funzione  degli  esponenti  A,,  ko,  . . .,  A,., 
è  completo  in  ogni  dominio  limitato  dello  spazio  S;.,   defînito  dalle 
limitazioni  ai^x^^a-  (i  =  i,  2,  ...,  r),  il  sistema  è  pertanto  completo 
anche  in  ogni  insieme  limitato  e  misurabile  di  S,.. 
Ciô  posto,  si  dimostra  facilmente  il 

Tegrema  I.  —  Condizione  necessaria  affinchè  con  una  combina- 
zione  lineare  di  funzioni  délia  successione  (i),  si  passa,  al  divergere 
del  numere  deitermini  délia  combinazione,  approssimare  in  F,  ogni 
assegnata  funzione  di  quadralo  sommabile  è  che  la  successione 
coslituisca  un  sistema  completo  in  E. 

Siano  invero  ^(P)  una  funzione  di  quadrato  sommabile  per  la  quale 
risultino  verificate  le  (8)  e  ^«(P)  quella  combinazione  lineare  deWef^ 
che,  al  divergere  di  n,  approssima  in  E  la  funzione  g.  In  forza 
délia  (5),  ove  si  ponga  g  in  luogo  dif  e  in  forza  délie  (8),  si  avrà  : 


lim    rF„(P)^o.(P)^p=  /'[^(P)]2^p, 

n  =  00  Jg  J^ 


f. 


F„{P)g{P.)dP^o         in  =  o,  1,2,  ...), 
Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  IV,  1922.  4>' 
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e  qaindi,  cio  che  dimostra  la  completezza  del  sistema  [fh]-, 


£ 


[s{P)VdP  =  o. 


Il  teorema  è  suscetlibile  délia  seguente  seconda  dimostrazione  di 
maggiore  significato. 

Nell'ipotesi  del  teorema  potremo,  per  ogni  valore  deU'indice  i, 
trovare  una  combinazione  lineare  : 

F,„(P)  =  al.«Vo(P)  +  <7i(P)  -t-  .  •  .  +  «'////«(P), 

taie  che,  al  divergere  di  n,  approssimi  in  E  il  monomio  H,  (P),  intro- 
dotto  in  (9),  taie  cioè  che,  per  ogni  funzione  ^(P)  definita  in  E  ed  ivi 
di  quadrato  sommabile,  si  abbia 

(10)       fHi{P),^(P)(/V-=:  lim  fFi,{P)^{P)dP         {i=o,  I,  2,  ...). 

..'e  "  =  «.71.; 

Se  per  una  funzione  ^(P)  di  quadrato  sommabile  riescono  soddis- 
falte  le  (8),  si  avrà 


X 


V.n{P)S^{P)dP  =  o         (/,  n  =  o,  I,  2,  ...), 


e  quindi  anche,  per  le  (10), 

fHdP)^^{P)dP=^o         (/=o,  1,2,  ...), 
"^  y. 

il  che,  per  la  nota  completezza  del  sistema  [H/|,  ha  di  conseguenza 
l'equivalenza  a  zéro  délia  i,'"(P)  in  E.  Il  sistema  [/a]  èdunque,  come  si 
voleva  dimostrare,  completo  in  K. 

Se  si  osserva  questa  seconda  dimostrazione  si  vede  subito  che  si  puô 
altresî  enunciare  il 

Teorema  II.  —  La  completezza  in  E  del  sistema  [fk]  ^  anche 
necessaria  se  si  vuole,  mediante  combinazioni  lineari  dei  suoi  ter- 
mini,  approssimare  in  E  oi^ni  funzione  di  una  determinata  classe 
di  funzioni  di  quadnUo  soinniabiie,  nella  quale  sia  conlenuto  un 
sistema  di  funzioni  completo.  In  pavticolare .,  Vindicuta  completezzcL 
è  necessaria  se,  so/tanto,  si  vuole  approssimare  in  Eogni  monomio. 
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10.  EsEMPii.  —  L'insieme  E  sia  ad  una  dimensione  e  costituito 
daU'intervalle  (a,  b)  delPasse  délie  x.  Si  sa  bene,  dalla  più  elementare 
teoria  délie  série  trigonometriche,  che,  posto 

(i')    /o('^)  =  i»         /2/«-i(-3^)  =  sen«^.  f,„  =  cv,snx         (n  —  i,  2,  .  .  .), 

ogni  potenza  x^(i  =  o,  i,  2,  . . .)  sipuo  approssimare  in  (a,  b)  in  série 
di  funzioni  (11),  anche  da  cio  dunque  segue  già  la  completezza  del 
sistema  (11)  ncirintervallo(«,  b)  (cf.  n°  22). 

Viceversa,  dalla  completezza  del  sistema  (11)  si  deduce  quella  del 
sistema  [x'j.  Ed  invero,  ogni  funzione  del  sistema  (i  1)  si  puo  appros- 
simare per  série  di  polenze. 

Dalla  completezza  in  un  insieme  E,  del  sistema  [x'']  si  deduce 
immediatemente  la  nota  completezza  ivi  di  ogni  sistema  [P/<(^)]  di 
polinomii,  i  cui  gradi  coincidono  con  i  rispettivi  indici.  Le  relazioni 


Po— «00,        Pi=  r/,o+  r/uj;,        ...,       "p  ,.z:z  o,,^-^-  a,,^x  +  .  .  .  -^ 


aukoc" 


avendo  supposto  «/./.  =?^o,  dànno  invero  ciascuna  potenza  x'^  come 
combinazione  lineare  dei  polinomii  P^,  P, ,  . . .,  V ,,. 

AUo  stesso  modo,  dalla  completezza  in  un  insieme  E  dei  monomii  (9) 
si  deduce  la  completezza  ivi  di  ogni  sistema  di  polinomii,  nelle 
variabili  x, ,  Xo,  . . . ,  x^,  taie  che  : 

P  Per  ogni  numéro  intiero  e  non  negativo  n  vi  sono  (  '  )  poli- 

nomii di  grade  n\  II"  è  diverso  da  zéro  il  déterminante  formato  con  i 
coefficienti  dei  monomii  di  grado  n  di  questi  polinomii  (in  ogni  linea 
del  déterminante  disponendo  i  coefficienti  di  une  stesso  polinomio,  ed 
in  ogni  colonna  i  coefficienti  di  uno  stesso  monomio). 

Esempii  di  sistemi  non  completi  se  ne  hanno,  assai  facilmente, 
quanti  se  ne  vuole.  Il  sistema  fk{^)  =  x-'^{k  =  o,  i ,  2,  . . . )  è  incom- 
plète in  ogni  intervallo  («,  b)  delTasse  doUe  x  che  contenga  l'origine 
come  punto  inlerno  (è  invece  complet©  in  ogni  intervallo  al  quale 
l'origine  sia  esterna). 
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IV.  —  Approssimazione  per  combinazioni  lineari  di  funzioni 
di  un  sistema  ortogonale  e  complète. 

11.    SiSTEMI  ORTOGONALI  DI  FUNZIONI.    OrTOGONALIZZAZIONE.    —    La    COm- 

pletezza  neirinsieme  E  del  sistema  [/a(P)],  che  abbîamo  trovalo  essere 
condizione  necessaria,  affinchè,  mediante  combinazioni  lineari  dei 
suoi  termini,  si  possa  approssimare,  in  E,  ogni  funzione  di  quadiato 
sommabile,  è  anche  sufjicienle.  Per  giungere  a  taie  importante  risul- 
tato  faremo  uso  dei  sistemi  ortogonali  di  funzioni  e  ci  appoggeremo 
suUa  teoria  dell'approssimazione  per  série  di  funzioni  di  tali  sistemi, 
sostanzialmenle  dovuta  al  Riesz  e  al  Fischer,  teoria  che  rapidamente 
esporremo,  aggiungendo  ad  essa  taluni  risultali  nuovi. 
Un  sistema  di  funzioni 

<?o(P),       ?i(P),        ...,       ?«(P),        •••, 

di  quadrato  sommabile  in  E,  dicesi  ortogonale  in  E,  se  sono  soddis- 
fatte  le  relazioni 


(I) 


{i,J=0,    1.2,...). 


Per  ogni  valore  di  n,  le  funzioni  ortogonali  Ço?  Çu  •••7  ?«  sono 
certo   linearmente   indipendenti  in    E,    poichè,   in    forza   délie  (i), 


l'eguaglianza 


9o+  f'i  ?!-+-•  •  •-+-c„9„)-c?P  =  o, 


si  scrive  c^ -H  cj -h  . . .  H- c,-^  =  o.  Del  resto,  il  déterminante  al  primo 
membre  délia  (a)  del  n°  1>  ha,  per  queste  funzioni,  il  valore  uno. 

Dato  il  sistema  [/â(  P)]  di  funzioni  di  quadrato  sommabile  in  E  — 
per  le  quali  si  suppone  solamente  Tindipendcnza  lineare  in  E  —  csso 
si  puo  sempre  ivi  oi-logonolizzare  :  Si  puô  (  '  ),  ad  ogni  funzione/,,  del 
sistema  far  corrispondcre  una  funzione  o„,  combinazione  lineare  délie 

(')  Cf.  E.  ScHMiDT,  Zur  Théorie  der  linearen  iiiid  nichtlinearen  Integral- 
gleichungen.,  I.  Teil  {Mothematische  Annalen,  Hd  63,  1907,  p.  442). 
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funzioni/o,/, ,  ...,/„,  in  modo  che  il  sistema  délie  o„  riesca  orlogo- 
nale  in  E.  Si  abbia 

n 

(2)  (f„  =  '^c,af/c         {n  =  o,  1,  2,  ...). 


Per  la  già  notata  indipendenza  lineare  délie  cp„,  dovrà  risul- 
tare  c,t,t=^o,  qualunque  sia  n,  e  perciô  le  (2)  si  possono  invertire,  si 
abbia 


(3)  fn=^ynk9'^' 


Dalle  (2),  (3),  segue,  evidentemente,  che  la  completezza  del 
sistema  [fk]  ha  di  consegiienza  la  completezza  del  sistema  ortogona- 
lizzato  [ok]  e  viceversa. 

12.  Primi  risultati  generali.  —  Volendo,  con  la  combinazione 
lineare 

(D,(P)  =:  «;;>o(P)  +  <>,(?)  +  ...  +  «:«>„(?), 

di  funzioni  del  sistema  ortogonale  e  complète  [©a]»  approssimaie  in  E 
Tassegnata  funzione  /(P),  di  quadrato  sonimabile,  si  debbono  deter- 
minare  le  costanti  y^"'  in  modo  che  si  abbia  sempre 

(4.^  Hm    f  ^,{P)ff{P)  dP  =  f  /iP)s{P)dP, 

qualunque  sia  la  funzione  ^(P),  di  quadrato  sommabile  in  E.  In  par- 
ticolare,  per  ^(P)^!Ça(P)>  si  dovrà  avère 

(5).  \\mar=   f/{P)o,{P)dP         (/cz=o,  I,  2,  ...). 

Adunque  :  Pet  1  coefficienti  dclla  più  générale  combinazione 
lineare  $„(P),  di  funzioni  di  un  sistema  [ii;^(P)],  ortogonale  in  E, 
afio  ad  approssimare  ivi  ogni  data  funzione  /(V)  di  quadrato  som- 
mabile, dei^ono  essere  soddisfatte  le  condizioni  (5). 

Soddisfatte  queste  condizioni,  data  la  completezza  in  E  del  sis- 
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tema  ['^a-J,  vedianao  subito   che,   se  la  combinazione  ^n  =  ^'^-"  ?k 

approssima  in  E  una  funzione  y,  ivi  di  quadrato  sommabile,  questa 
sarà  équivalente  alla  /,  vediamo  cioè  che  la  $„  approssimerà  in  E  anche 
la  /.  Ed  invero,  dalla  (4),  ponendovi  /'  in  luogo  di/e  O/^  in  luogo 
di  g,  si  ricava  in  virtù  délie  (5), 

ffrr>,dP=f/'0,dP,  f{f'-/)0,dP=0  (Â-=0,    1,2,    ...), 

e  quindi,  per  la  completezza  del  sistema  [o^],  se  ne  deduce  l'equiva- 
lenza  a  zéro  in  E  délia  difrerenza/' —  /.  Si  ha  pertanto  il 

Teorema.  —  Per  approssimare  in  E  una  funzione /(P),  di  qua- 
drato  sommabile,  mediantc  itna  combinazione  lincare 

di  funzioni  di  un  sislema  [ga]  orlogonale  e  complelo  in  E,  è  neccs- 
sario  e  sujficiente  determinare  i  coefficienti  délia  e.ombinazione  in 
modo  che  siano  soddisfalte  le  condizioni  (5)  e  che  la  combina- 
zione $„,  al  diverficre  di  //,  approssimi  m  E  una  funzione.  In  par- 
ticolare,  è  sufficienie  determinare  le  costanti  y.]"'  in  modo  che  siano 
soddisfalte  le  {^)  e  che  la  combinazione  0„,  al  divergere  di  n  con- 
verga  su  E  iu  média. 

15.  Api'UOSsimazionk  per  SERIE.  —  Aile  (5)  si  puo,  per  esempio,  sod- 
disfare  ponendo,  scnz'iillio, 

«-^:rza,=  r/(P)9,(P)rfP        (,/L;A-,  A-  =  o,  I,  1,  ...), 
Je 

con  che  si  approssimerebbe  in  E  la/(P)  mediante  la  série  diFourier  : 

(6)  ya,cp,(P),         o>.,-.-ff{?)<^,\P)dP. 

Taie  série  approssima  in  EefTettivamenle  la  /"(P),  poichèessa  vicon- 


ALCUNI    METODI    D*APPROSSIMÀZIONE    DELl'aNALISI.  357 

verge  in  média.  Ed  invero,  anche  nelia  sola  ipotesi  delTortogonalità 
del  sistema  [cp^]?  avendosi  (diseguaglianza  di  Bessel), 

si  pu6  asserire  le  convergenza  délia  série  a^-f-  a^n-...,  e  quindi  che 

1'™   /  (   ^  ^/.  9'c   -  y  «/,  ?/,    )  <^  =  lim  (a;,+,  +  aj,^^^  -f- .  .  .  +  cc;,^^,')  =  o, 


'  =  ''«^E 


\/r  =  0 


uniformeinente  al  variare  di  p  per  valori  intieri  e  positivi.  Ciô 
esprime  appunto  la  convergenza  in  média  su  E  délia  série  (G).  Si  ha 
pertanto  il 

Teorema.  —  La  complclezza,  in  E,  del  sistema  ivi  ortogonale  {'^j^ 
è  non  soltanto  condizione  nccessaria^  ma  anche  sufficiente  affinchè 
si possa,  mediante  combinazioni  lineari  dci  suoi  termini^  approssi- 
mare  in  E  ogni  data  funzione  f  di  quadrato  sommabile.  L'appros- 
simazione  pub  essere  fornita  dalla  série  (6),  la  qiiale^  anzi^  con- 
verge su  E  in  medio  verso  la  f. 

Si  ha  inoltre  che  {cf.  n°  20)  : 

Per  ogni  prefissato  valore  di  n,  la  combinazione  lineare 
^o?o  +  ^{^{-^  •  •  •  +  <^n9«»  fornisce la  migliore approssimazione  pos- 
sibile,  in  E,  délia  f^  per  combinazione  lineare  délie  funzioni  Ço> 

Osserviamo  ancora  che,  corne  si  deduce  dalla  (7),  l'intégrale 


fif-^'^'^^A  «^p> 


infinitesimo  al  divergere  di  n,   non  cresce   mai   al  erescere    àï  n  e 
quindi  che  {cf.n^A): 

Data  la  completezza  e  Vortogonalità  del  sistema  [©/t],  se^  ad 
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esempio^  per  la  successione  di  indici  rif^  n^,  > . .,  rig,  . ..  si  ha 

(n,  N     2  n, 

/.=o  /  '  *^  X=o 

la  série 

«1  n_  "14-1 

2  ^Z''  9/--  +    2    ^'A-  ?*  +  •••  +    2    °'''  ?/•■  "^  •  •  •  ' 

converge  su  E  uniformemente  in  générale  e  vi  rappresenla  la  fun- 
zionc  f\  essa  dunque  converge,  quasi  ovunque  in  E,  veroo  la  fun- 
zione  f. 

14.    Determinazione   di  tutte  le   combinazioni  d'approsstmazione  con- 
VERGEiNTi  IN  MEDIA.  —  Passiamo  ora  a  darc  lutte  le  possibilicombinazioni 

n 

lineari  ^«(P)  =2]°'-à"'?a(P)5  ^tte  ad  approssimare  in  E  un'assegnata 

funzione  /(P)  di  quadrato  sommabile,  in  modo  pero  che  la  combina- 
zione  converga  su  E  in  média. 

Occorre  e  basla  perciô  delcrminarc  le  costanli  a/'"  in  modo  che 
siano  soddisfatte  le  (5)  ed  inoltre  che  si  abbia  : 

(8)  hjn^//-2«;"9/.  j  ^^1^ 

Ma,  data  la  complelezza  del  sistema  [9*]?  è,  come  abbiamo  visto, 

e  pertanto  si  ha  il 

Teorema.  —  Condizione  necessaria  e  sujjlcienle  ajfflncliè  la  com- 
binazione    lineare   (I)„(P)=  >  aj"  çi/;(P),    di  funzioiii  di  un   sis- 
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tema  [^^^J  ortogonale  e  compléta  in  E,  possa,  al  divergere  di  /i,  ap- 
prossimarc  in  E  iina  funzione  /^(P)  di  quadrato  sommabilc^ 
convergendo  su  E  in  média,  è  chc  si  abbia 

n 

(9)  lim  y  (4"  -«/,)'-.=  o,         «,,=  /7(P)9a(P)^P. 

Ed  invero,  in  laie  ipotesi,  riescono  soddisfatte  le  (5)  e  la  (8). 

La  relazione  di  limite  (9)  è  gik  stata,  con  molto  profitto,  conside- 
rata  da  Schmidt  ('),  e  precisamente  nel  [modo  che  andiamo  ad 
esporre.  Si  abbia  il  sistema  infmito  di  quantità  reali  0  complesse 

(10)  X-',    xr,     ...,    x^',     ...,• 

i  cui  élément!  dipendono  altresi  dall'indice  n  che  puo  prendere  i 
valori  o,  1,  2,  . ..,  00.  Secondo  Schmidt,  si  dice  che  il  sistema  (10), 
al  diverge  di  n,  convergere  fortemcnte  verso  il  sistema 

Xfl,     X,,      , . . ,     x^.,      . . . , 
se  si  hà 

limy|X-Xi'"P  =  o. 

Â=0 

Ritornando  al  nostro  risultato,  volendolo  enunciare  alla  maniera 
di  Schmidt,  estenderemo  la  definizione  délie  quantità  a^"',  po- 
nendo  a,"'  =  o  se  /i  •<^  A  ;  potremo  allora  scrivere  : 


^{^^^^—a,Y=y^{^r~^i.y-  2 


^A-> 


e  per  la  convergenza  délia  série  a^  h-  a^  +  . . . ,  la  (9)  ha  di  conseguenza 
la  convergenza  forte  del  sistema  [a);"']  verso  il  sistema  [a/,],  e  viceversa, 
taie  convergenza  ha  di  conseguenza  la  (9).  Perlanto  potremo  enun- 
ciare il  nostro  ultimo  teorema  al  modo  seguente  : 


(')  E.  ScHMiDT;,  IJeber  die  aullôsung  linearer  Gleichungen  mit  unendlich- 
i'ilen  unbekannten  [Rendiconti  del  Circolo  mateinatico  di  Palermo^  t.  XX^  , 
1908,  p.  53). 

Journ.  de  Math. ^  tome  I.  —  Fasc.  IV,    1922.  4'-* 
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Cotidiziolie   necessaria  e  sujjicienle   affinchè  la  combinazione 

n 

lineare  $„(P)  =^^-"  'iki^)^  di  funzioni  di un  sistema [oa],  ortogo- 

nale  e  completo  in  E,  possa,  al  divergerc  di  n^  approssimare  in  E  una 
funzionc  /(P)  di  quadrato  sommahile,  convergendo  su  Em  média, 
è  cJie  il  sistema  [a)"  ],  per  il  quale  si  ha  a,"'  =  o  se  n  <^  h,  converga 
fortemente  verso  il  sistema  [a^j,  o^-^e 


«/.=J/(P)?/.(P)^/f^- 


15.  Metodo  d'approssimazione  di  Feiér.  —  Come  caso  particolaris- 
simo  troviamo  il  metodo  d'approssimazione  di  Fejér.  Ponendo  infatti 


/i  +  I  —  A 
si  ha 


^  /t  +  I  ' 


n         k 


/<  -t- 1  -^  ^ 

/,  =0  ;  =  0 


ed  è  subito  visto  che 

n 

lim  y(a,-arr=lim  Y-^ 


(«  +  ') 

/.  =  o  /.=c 


*        =0. 


16.  Alcune  NOTEvoLi  RELAZiOM.  —  Siano  /i(P)  e  /oCP)  due  fun- 
zioni arbitra  rie  défini  te  in  1^,  ivi  di  quadrato  sommabile,  e  si  ponga 

«./.=   /V.(P)?/.(P)'^P>  «2/.=   r/2(P)?A(P)^P  (/>:^0,    1,0.,    ...). 

Siano  poi  [aj^'J  e  [(x!^l\  due  arbitrarii  sistemi  che,  verificando  la 
condizione  aj"  =  a,"^  =  o  per  k  >  n.,  al  divergere  dell'indice  /^,  con- 
vergano  in  modo  forte  rispettivnmente  verso  i  sislemi  [a,^  |  e  (  a.,;^].  Si 
ponga 

/  =  n  A  =  0 
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dala,  sempre,  la  complelezza  del  sistema  ortogonale  [<pa]5  si  avrà  : 

e  quindi  (cf.  n°  2) 

lim  f'^u.'if,nd?=ffJ,dP, 

ma 

n 

ne  segne 

n 

(11)  r/./,«?F.=  lim  y<>4'y. 

In  particolare,  per  a;^''  =  a,^.,  a^"'  =  a^/,,  si  ha  la  nota  relazione 

(12)  f/,f,dP=^oc,,a,,-.=  \^    ff,r^,d?ff,r^,dP. 

^  /,=o  A=o     "^  ^ 

Siano  ora  A,  et  \..,  due  arbltrarii  insiemi  mlsurabili  contcnuti  in  E  e 
siano  g^  ^\.  g^  due  funzioni  arbitrarie  defînite,  rispetlivamente,  in  A, 
e  in  Ao,  ciascuna  di  quadrato  sommabile.  Si  ponga 

/,(p) i  =*'■''>  "  l  '''."  t"  . 

(   =o  se     r     e  m     h,  —  yV,, 


/2(P) 


^2(P)     se     P     è  in     A2, 

o  se     P     è  in     E  —  A, 


Per  queste  funzioni  y,  e  A  sussistono  le  (11)  e  (12),  mentre,  indi- 
cando  con  A,  A2  l'insieme  comune  ai  due  insiemi  A,  e  A^,,  si  ha 

fAAciP=  f      ,:,',g.dP, 

«i/t  =  /  /i  9a  dP  =        gi  ©/,  ^P,  «2/.  =      fi  ?/.  dP  =z        g^  cp/,  dP, 

Jt.  -A,  -Jv.  -^.\, 

ne  segne  : 

Se  il  sistema  [<^k]  ^  ^^  E  ortogonale  e  complelo,  per  due  arbitrarii 
insiemi  misurabili  A,  et  Ag,  contenuti  in  E,  e  per  due  arbitrarie 


36a 


MAURO    PICONE. 


funzioni  f^  e  f.,,  definite  in  E  ed  ivi  di  quadrato  soînmahde,  sus- 
siste  la  relazione 

(i3)  f    /.(i>)/,(P)r,'P=  iimya'/),:a,';;, 

ove  [a["'J  e  [a(f  J  sono  due  arhilrarii  sislemi  che,  vcrijîcando  la  con- 
dizione  ol[1^  =  a[1}  =^  o  se  k'^  n,  convergono  in  modo  forte  ^  rispetli- 
vamente,  verso  i  sislemi 

in  particolare,  si  ha 

('4)  f  /,(P)/.(H)rfp=y  r/,(P)9,(P) r/,(P)cp,(P)«?p  ('). 

(')  Si  osservino  le  curiose  conseguenze  di  ({uesla  proposizione. 

Per  due  arbitrarii  insieini  niisurabili  Aj  e  A,,  conleniili  in  E,  si  ha 

(a)  m(A,A,)=:2y*  o,dpf  c,,dP. 

Per  due  arbitrarii  insiemi  niisurabili  Aj  e  Aj  contenuU  in  E,  «  oui  puiiti 
comuni  costituiscono,  al  più,  un  insienie  di  misura  nulla  e  per  due  arbilrarie 
funzioni  fi  e  f.^  definite  in  E  e  i^i  di  quadrato  soniniabile^  sussisle  la  rela- 
zione 

~~  ■j,,{P)dP  =  o. 


^fMP)o,{P)dpfMP)o,0' 

/,=o     •^'  '^' 


Se  ne  ricava  un  modo  assai  seinplice  di  déduire  da  un  sistema  di  funzioni  |9;i-], 
orlogonale  e  complelo  in  E,  un'infinità  numerabile  di  sislemi  sclimidliaiii  di 
quantilà  [X^'']  (<  :=  o,  i,  3,    ...)  a  due  a  due  orlogonali,  di  sislemi  c'ioè  (cf. 

X 

ScHMiDT,  loc.  cit.,  p.  35(),  §  1)  per  i  quali  le  série  ^(X)-!')*  conveiiiono  e  si  lia 
^X^'X^'^o         per         i.-j. 

Basla  perciô  prendere  in  E  un'infinità  numerabile  Ai,.  Ai,  ...  di  insiemi  misa- 
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17.  Generalizzazioni.  —  Per  il  sistema  [a["  ]  togliamo  la  condi- 
zione  a["'  =  o  se  A"  >  /«.  Nella  definizione  di  convergenza  forte  del  sis- 
tema   [a{"^]    verso    il   sistema    [<x./t],    è  insita    la   convergenza  délia 


rabili,  aventi  a  due  a  due  in  comune,  al  più,  insiemi  di  misura  nulla,  e  porre 
{b)  -  Xf=J<^,{P)dP         (i-.  A— o,  1,2,  ...). 

Le  relazioni  trovate  possono  essere  utilizzate  per  ottenere  degli  sviluppi  nole- 
voli.  Sia,  ad  esempio,  E  l'intervallo  (o,  271)  dell'asse  délie  x^  e  si  ponga 

(po(^)  =     ,     a)2«-i(^)  =: -^  sen«  X,     Oi„{x)^i—=.cosnx       («=ri,2,  ...). 

Se  o  £a'5  ^'£  a"5  6"S27r,  dalla  (a),   facendo   coincidere  Ai   e  A2   rispelliva- 
menle  con  gli  intervalli  (a',  b')  e  (a",  b"),  si  Lrae  lo  svlluppo  : 

{a'—b')(b"—a")      ^i  /,  //  — a'\         f,b"  —  a"\         f ,  b" -^a" —  b' —  a'\ 

8 =L-¥'''''\^'—r-)''''V~^)""V ^ y 

in  particolare,  per  a'z:=  o,  a"  —-  b'  =:  ii,  b" ^=.  iti,  si  tr:!va  il  noto  sviluppo 

Tî"  'yi 


8       Ad{2n-^i' 


Prendendo,  ad  esempio,  per  A,  l'intervallo  (  —  ?  -j—^  \  dell'asse  délie  x,  per 
l'atluale  sistema  ortogonale,  le  {b)  dànno 


Y"' 


y  2  2' 


2  /ITT  3  «71  ^rl,■^  ^'  ''^  3/Î7: 

•^=sen— ^rsen — r— ->  X,,,  =: — ;:^sen— — -cos 


o'  +  l  .-(JH-l 


«yTî        22  fi,^ii 

{i=o,  1,2,...),         («=  I,  2,  .  .  .  ). 

Siosservi,infine,  che,  convergendo  le  série  ^.'^Ik  ^  ^.'^Ihi  '^  série  ^«iaoCja, 

/  =  0  /.■  =  0  A-  =  0 

al  secondo  membro  délia  (i4)j  converge  assolumente.  Il  quadrato  délia  somma 
délia  série  dei  valori  assoluti  non  supera  la  quantité    /    fl  dP  1   /?,  dP. 
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série  "^(a^  —  ai"^)%  per  valori  di  a  abbaslanza  grandi.  Dalla  conver- 

/,rrO 

ce 

genza  di  questa  série  e  délia  série  ^a^.,  sideducelaconvergenzadella 

série  ^(a^."')-.  Noi  supporremo  —  senza  percio  che  si  inlroduca  res- 

Irizione  alcuna  —  che  quest'ultima  série  converga  per  ogni  valore 
di  n.  Allora,  la  série 

A-  =  0 

converge,  per  ogni  valore  di  «,  su  E  in  média  verso  una  funzione$,i(P) 
di  quadrato  sommabile.  E,  data  la  completezza  del  sistema  orto- 
gonale  [9^]»  si  ha 

Se  ne  deducono  i  seguenti  teoremi   che   gcncralizzano  quelli  dei 
n'  14  e  16. 

Dalo  il  sistema  di  funzioni  ['x^/^J,  orLogonale  e  compléta  in  E, 
siano  /{P)  una  funzione  ivi  di  quadrato  sommabile  e  [a'^"]  il  pià 

arbilrario  sistema  di  quantità,  per  il  quale  la  série  ^(a|n"  )^  coiwerga^ 

qualunqae  sia  n.  Si ponga 

ce 


condizione  necessaria  e  sufficiente  aj/inchè  si  abbia  in  E  : 

1^$„(P)=/(P), 

è  cite  il  sistema  \  «/"'],  al  divergcre  di  n^  converga  fortemente  iH'rso 
il  sistema  Fa,,  =.  f/(P)o,(P)dP'].  Siano  /,  (P)  e  /,{P)  due  arbi- 

Iraric  fuiizioui  dejlnite  in  E,  ivi  di  quadrato  sommabile^  A,  e  A.j 


*  =  0 
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duc  arbitrarii  insierrà  misurabili  contenuli  in  E.  Allora,  per  i pià 
arbilrarii  sistemi  [a[|J^]  e  [a*;^^]  cJie^  al  divergei^e  di  n,  coiwcrgano 

foricnienle  vofso  i  sislcmi     a,/^:i=  /  f^r^^^d^    c    a^/.  =  /  /oO/it/PL 

/,(P)/,(P)  r/P  =  lim  2  a'/y  «IT- 


si  h 


£ 


A,  A, 


18.    CRITErvII    DI    COMPLETEZZA    PEU    I    SISTEMI    ORTOGONALl.     —     PoniamO, 

nella  (i4)i  A,^E,  il  risultare  verificata,  per  due  quali  si  vogliano 
funzioni  f,  e  /"^ ,  di  quadrato  sommabile  in  E,  e  per  ogni  insieme  misu- 
rabile  A  conlenuto  in  E,  la  relazionc 


(i5) 


J'f.f,  dP  =^  Jf,  9,  dvjf,  o,  dP, 


alla  quale  si  riduce  la  (i4)>  è  corne  abbiamo  visto,  condizione  neces- 
saria  per  la  completezza  in  E  de!  sistemaiviortogonale  [©aJ?  ^^  quesia 
condizione,  evidentemente,  è  altresi  sufficiente.  Poniamo  nella  (i5), 
una  prima  \o\ia,  fo^^i,  ft^^^f,  ed  una  seconda  volta, /, eeee/o^/, 
A  E=  E  ;  se  ne  deduce  : 

I.  Condizione  necessaria  e  (evidentemente)  sufficiente  per  la  com- 
pletezza in  E  del  sistema  ivi  ortogonale  [^a]?  è  che,  per  ogni  insieme 
misurabilc  A  contenuto  in  E  e  per  ogni  fiinzione  ivi  di  ((uadrato  som- 
mabile, si  abbia 

(i6)  J/{P)dP=^Jf{P)o,{P)dpfo,{P)dP. 

IL  Condizione  necessaria  e  (evidentemente)  sufficiente  per  la  com- 
pletezza in  E  del  sislema  ivi  ortogonale  [o^]  è  che,  per  ogni  funzione 
di  quadrato  sommabile  in  E,  si  abbia 


(17) 


f[/{P)ydP=^y^\  f/{P)o,iP)dP 
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Stekloff,  Lauricella  e  Severini  (')  hanno  in  definitiva  stabilito  che 
Tequazione  (17)  oppure  (Severini)  la  (iG)  sarà  verificata  per  ogui 
funzioneydi  quadrato  sommabile  in  E,  se,  solamente,  essa  è  verificata 
per  tutte  le  funzioni  di  un  particolare  sistema  complelo  in  E.  Questo 
risultato  si  otliene  immediatamente  délia  nostra  analisi.  Dimostriamo 
che  : 

Condizionc  necessaria  e  sujficieiite  per  la  completezza  in  E  del 
sistema  ici  oj-togonalc  [c^/c]  è  che,  pei'  ogni  funzione  ^v(P)  di  un 
particolare  sistema  [^v]?  compléta  in  E,  si  abhia 


(18)     f  {gA^)Y  d^  =-^\^f  S-'m<^,A^)dY>'^ 


(v  =  o,  I,  2,  ...). 


La  nécessita  di  taie  condizione  è  stala  dimostrata.  La  suffîcienza 
dériva  da  quanto  si  è  stabilito  col  teorema  II  del  n°  9,  poichè,  il  veri- 
ficarsi  délia  (18),  esprime  che  ogni  funzione  g^  del  sistema  [^v],  com- 
pleto  in  E,  è  approssimabile  per  série  di  funzioni  del  sistema  ortogo- 
nale  [cp^]»  precisamente,  dalla  série 


oo 


anzi  la  (18)  esprime  che  questa  série  converge  su  E  in  média  verso 

Quest'  ultimo  teorema  (in  modo  spéciale)  si  suole  considerare  come 
un  criterio  di  completezza  per  il  sistema  ortogonale  [9a]-  Le  equa- 
zioiii(i6)  et  (17)  [eiilrambe  contenute  nella  (i5)]  si  chiamano  le 
equazioni  di  completezza  per  il  sistema  ortogonale  [oa]-  Si  osservi 
che  (c/.  n"  2)  la  série  iicl  secoiido  membro  délia  (i5)  converge  uni- 


(')  W.  Stekloff,  Sur  ta  lliéorie  de  fermeture  des  systèmes  de  fondions 
orlliogonates  dépendant  d\in  nombre  quelconque  de  varialjlcs  {Mémoires  de 
t'Acad.  Imp.  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  vol.  XXX).  —  G.  Lauricella, 
Sulta  cliiusura  dei  sistemi  di  funzioni  ortogonali  e  dei  nuctei  dette  equazioni 
intégrait  {Rendicojiti  delta  li.  Accad.  dei  Lincei^  vol.  XXI,  1°  semestre  191 1, 
p.  675).  —  C.  Seveuini,  toc.  cit.,  p.  343. 
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formemente  (in  ogiii  caso)  al  variare  in  E  delT   insierne  A.   Essa 
converge  anche  assolulamente  [c/.  nota  ('),  p.  362]. 

V.  —  Approssimazione  per  combinazioni  lineari  di  funzioni 
del  piû  générale  sistema  complète. 

19.  Prima  soLUziONE  DEL  problema  générale  d'appuossimazione.  —  Ritor- 
niamo  ora  al  problema  générale  dell'  approssimazione  in  E  di  una  fun- 
zione  ivi  assegnata,  di  quadrato  sommabile,  mediante  combinazioni 
lineari  di  funzioni  di  un  sistema 

(I)  /o(P),   /.(P),    ..-,   A(P),    •••, 

per  il  quale  si  suppone  soltanto  l'indipendenza  lincare  e  la  comple- 
tezza  in  E. 

Al  problema  si  puô  dare  immediatamente  una  prima  soluzione. 
Ortogonalizziamo,  invero,  il  sistema  (i)  e  sia  [ç^J  il  sistema,  ortogo- 

k 

nale  e  completo,  chese  nededuce,  risultando  0^^  =  V  C/^,/,.  Per  quanto 

i  =  0 

si  è  ottenuto  al  n"  13,  posto 

k 

n  n  /  n        /     n  \ 

/  =  0  (  —  0        Ar=0  /=0    \i  =  k  J 

n 

la  combinazione  lineare 

n  n 

k  —  O  (  =  0 

al  divergere  di  n,  approssima  in  E  Tassegnata  funzione  y(P),  anzi, 
essa  converge  su  E  in  média  verso  quella  funzione,  ed  in  maniera  che 
l'intégrale 

*-  '■■■    \  /i=u 
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infinitesimo  con  n  divergente,  non  cresce  mai  al  crescere  di  n.  Si  ha 
dunque  il 

Teokema.  —  La  complelezza  in  E  del  sislema  [ff^],  di  fanzioni 
linearmente  indi pendentif  è  non  soltanto  condizione  necessaria, 
ma  anche  sujficienle  ajfmchè  si  possa,  mediante  cornbinazioni 
lineari  dei  suoi  lermini,  approssimare  in  E  ogni  funzione  f  ivi  di 
quadralo  sommabile.  Sipuà  anzi  trovare  una  comhinazione  lineare 

n 

$„  =^  o^*"/a  cAe,  al  divergera  di  //,  converge  su  E  in  média  verso 

k=0 

la  funzione  f,  ed  in  maniera  chc  L'intégrale  (2)  non  cresca  mai  al 
crescere  di  n.  Per  modo  che^  se,  ad  esempio,  per  la  successions  di 
indici  [/ï^],  il  dello  intégrale  non  sapera  la  frazione  i:s-,  la  suc- 
cessione  $„  converge  su  E  uniformemenle  in  générale  e  vi  rappre- 
senla  la  f.  Si  deduce  adunque  immedialamente  dalla  successione 
[$„]  una  successione  [$„,]  di  combinazioni  lineari  délie  f^  che 
converge^  quasi  ovunque  in  E,  verso  la  funzione  f. 

20.  Metodo  d'approssimazione  dei  minimi  ouadrati.  —  Passiamo  ora 
ad  esporre  un  più  pratico  metodo  d'approssimazione,  per  combina- 
zioni lineari  di  funzioni  dei  sislema  complelo  (i),  che  —  pur  potendo 
coincidere,  nel  resultalo,  col  précédente  —  non  richiede  lapreliminare 
orto^^onalizzazione  dei  sistema  e  che,  inoltre  (e  sla  in  ciô  il  suo  princi- 
pale vantaggio),  per  ogni  fissato  numéro /idi  funzioni  dei  sistema,  par- 
tecipanti  alla  comhinazione,  fornisce  la  migliore  approssimazione 
possibile. 

Fissato  un  valore  di  n,  si  consideri  l'intégrale 

I(ao,  ^/i,  ...,«„)=  /  {f—Oofo  —  a^f^  —  .  .  .  —  a,J'„y-d\\ 


e  si  diano  aile  costanti  a„,  a,,  ...,  a„  quel  valori  per  i  quali  l'intégrale 
assume  il  suo  minimo  valore.  Qnesli  valori  sono  dcterminati  univoca- 
mente  dal  seguente  sistema  di  equazioni  lineari  al  quale  devono  sod- 
disfare 


(3) 


y  «/.  f/J\  dV  =  I  J/^dV         {i  =  o,  I,  -.1,  ... ,  n). 
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il  cui  déterminante  risulta  positive  per  la  supposta  indipendenza 
lineare  délie  funzioni  del  sistema  [fk].  Indichiamo  con 

Ct(j      ,  ",      ,  •    •    '   1  ^11 

i  valori  in  discorso  e  poniamo 

(4)  F„(P)=z«<-/„(P)  +  </i(P)+---  +  <Vn(P)' 

(5)  a„=r[/(P)-F„(P)]^^P. 

Facciamo  orva  variare  n.  In  ogni  caso,  la  quantità  a-„,  evidente- 
mente,  non  crescerà  mai  al  crescere  di  n,  sia  o  no  complète  il  sis- 
tema [/a].  Esisterà  pertanto,  in  ogni  caso,  determinato  e  finito  e  non 
négative  il  limite  a-  di  (t„,  al  divergere  di  n.  Se  il  sistema  [/^J  è  com- 
plète, peichè  a„  ^non  supera  certo  il  valore  delF  intégrale  (2),  che 
riesce  allera,  corne  abbiamo  visto,  infmitesimo  con  n  divergente, 
si  avrà  a  =  lim  c7„  =  o.  Si  ha  dunque  il  seguente. 

Metodo  GENERALE  d'approssimazione-  (dei  minimi  quadrati).  —  Dalo 
il  sistema  complelo  [/a],  di  funzioni  linearmente  indipendenli, 
volendo,  mediante  combinazioni  linear^i  di  queste  funzioni,  appros- 
simare  in  E  un^  assegnata  funzione  f,  ivi  di  quadrato  sommabile, 
si  delerminino,  per  ogni  valore  delV  indice  /z,  le  costanti  a^^\  d"\  . .. , 
a^f',  soluzioni  del  sistema  (3)  di  equazioni  lineari;  la  combinazione 

n 

lineare  F„(P)  =  V  a^"^fk(P),  al  divergere  di  n,  approssima  allora 

in  E  l'assegnata  funzione  f(P).  Anzi,  al  divergere  di  n,  l'indicata 
combinazione  converge  su  E  in  média  verso  la  f,  ed  in  maniera  che 
Vintegrale  (5)  non  cresce  mai  al  crescere  di  n.  Inoltre,  per  ogni 
prefissato  valore  di  n,  la  stessa  combinazione,  fra  tutte  quelle  délie 
medesime  funzioni  fo,  fi^,  .-., ,/«,  approssima,  in  tutto  E,  la  f  nel 
miglior  modo  possibile,  cioè  col  minimo  errore  quadratico  medio 
possibile. 

Nel  caso  particolare  che  il  sistema  [fk\  sia  ortogonale,  le  (3)  si 
scriveno 
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e  l'esposto  metodo  d'approssimazione  si  riduce  a  quello  già  dalo 
al  n°  15. 

21.    CrITERIO  DI  COMPLETEZZA  PER   il  PIU  GENERALE   SISEMTA  DI   FUNZIOM.    — 

Siamo  ora  in  grado  di  slabilire  un  semplice  criteriodicompletezza  per 
il  più  générale  sistema  di  funzioni  linearmente  indipendenti.  Siano 
[//,]  un  sistema  de  funzioni,  di  quadrato  sommabile  in  E,  ivi  linear- 
mente indipendenti,  e  [g,,]  un  particolare  sistema  di  funzioni,  com- 
pleto  in  E.  Per  ogni  funzione  g.,  del  sistema  [g,]  e  per  ogni  valore 
deir  indice  n  si  determinino  le  costanti  a["^{k  =  o,  1,  2,  ...,  n)  solu- 
zioni  del  sistema  (3)  di  equazioni  lineari,  ove  si  è  sostituita  la  /  con 
la  ^vî  indi  si  calcoli  l'intégrale 

a,n  =f  (,i,S  -  o',V.n  -  a-!\\f,  -  ...  -  «VA'/«  y-  dP. 

Esiste,  in  ogni  caso,  il  limite  di  taie  intégrale  al  divergera  di  n,  al 
quale  esso  intégrale  tende  non  crescendo  mai;  orbene,  condizione 
necessaria  e  suJfLciente  per  la  cornplctezza  in  E  del  sistema  [/*] 
è  che  per  ogni  valore  deW indice  v,  si  ahhia 

(6)  liniav,j  — o  (vr=  o,  I,  o,,   .  .  .), 

La  condizione  è  già  stata  dimostrata  necessaria.  La  sua  sufficieriza 
dériva  dal  teorema  del  n"  9,  poichè  il  verificarsi  di  essa  esprime  che 
ogni  funzione  g.,  del  sistema  [^v]î  completo  in  E,  è  ivi  approssimabile 
per  combinazioni  lineari  di  funzioni  del  sistema  [/a]- 

Per  il  calcolo  di  a,,,,,  poniamo 


sldV 


(7)  \'lifidP-fu>  i' fi8^>àV-=-r>i^  f 

J^  Jy  ,.y 

indichiamo  con  ^.,^  il  déterminante  d'ordine  //  che  ha  //y  per  elemento 
délia  riga  orizzontale  Z™''  0  délia  colonnay'"*^  ed  indichiamo  con  F|"'  il 
complemento  algcbrico  di  /"/yin  A„.I1  sistema  di  equazioni  (3)  siscrive 
allora 

n 

'^  fa  <V  =  y^H-         ('■=<>,  I ,  ■-'- n). 
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Cio  posto,  si  ha 


37. 


n  II 


(8) 


o^v/i  —  7 

/ 

^1 

a[Vy.ic  +  ^a[V^Ualfl. 

A=0 

i=0            A=0 

n 

=.-  2 

«'yA^>7v>t 

A  =9 

/ 

\ 

-  2  y-7-F-^  ) 

;•,.«= 0              y 

7v    /vo   7~'i    •  ■  •    y^'f^ 

7^0     ./oo     yiii       •  •  •     /ort 

7vi        /lO       yu         •  •  •       /in 

7vra      y/io      y«l        •  •  •      Jnn 

/oo 

/oi         •  •  •       /o;; 

/« 

JnO 

yu         •  •  •       Jx't 
Jii\        •  •  •       ./rin 

Enunceremo  pertanlo  al  modo  seguente  il 

Griterio  di  completezza  per  un  sistema  di  funzioni.  —  Dalo  il  sis- 
tema  \fk]  di  funzioni^  di  quadraio  sommabile  in  E  ed  ivi  linear- 
mente  indipendenti ^  condizione  necessaria  e  sujfficiente  per  la 
completezza  in  E  del  sistema  è  che,  per  qualunque  valore  dell' 
indice  v,  si  ahbia  liina-^„^  o,  Œv^i  essendo  dato  dal  memhro  finale 

délie  eguaglianze  (8),  col  concorso  délie  (7),  mentre  [^v(P)J  è  un 
particolare  sistema  di  funzioniy  completo  in  E.  In  ogni  caso,  la 
quantita  (j^^  non  ê  mai  negativa^  ed  essendo  sempre  positivo  il 
déterminante  a  denominatore,  non  sarà  mai  negativo  il  détermi- 
nante a  numeratore  ('),  per  ogni  fissato  valore  di  v,  al  crescere 
di  /i,  essa  non  cresce  mai. 


(')  Ciô  che  segue  del  reslo  anche  dalla  considerazione  che  laie  déterminante 
è  il  discriminante  délia  seguente  forma  quadratica  nei  parametri  X,  p.o,  [t-x,  .  ■  •,  l^n  '• 


£ 


(X^v+Po/«  +  f^l/l 


F-nfuYclP. 
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In  particolare,  nell'  ipotesi  che  il  sistema  [f^]  sia  ortogonale  in  E, 
si  ritrova  il  criterio  Lauricella-Severini  dato  al  n°  18! 

Se  il  sistema  [fk]  non  è  completo  in  E,  non  tutte  le  funzioni  pos- 
sono  ivi  essere  approssimate  per  combinazioni  lineari  deWef;^.  In  pro- 
posito,  è  facile  dimostrare  il  teorema  seguente. 

Supposto  che  le  funzioni  del  sistema  [/a],  fion  completo  in  E, 
siano  ivi  linearmente  indipendenti,  tutte  e  sole  le  funzioni  f,  di 
quadrato  sommabile  in  E,  che  ivi  non  possono  essere  approssimate 
per  combinazioni  lineari  délie  f^,  sono  quelle  per  le  quali^  calcolata 
la  quantità  <j„  mediante  le  (3)  c  (5)  del  n°  précédente,  si  ha 

lim  a„  =:r  (7  >  o. 

n  =  oc 

Per  ciascuna  di  tali  funzioni,  Verrore  quadratico  medio  che  si 
commette  nel  sostituirla,  in  tutto  E,  con  una  qualsiasi  combinazione 
lineare  délie  f]^,  non  è  mai  inferiore  a  a,  e  quindli  (cf.  n**  6), 
posto  0  =  sj'y  '.  mE,  V approssimazione  di  f  per  combinazione  lineare 
délie  //(,  non  pub  scendere  al  disotto  di  S,  cioè  comunque  si 
prenda  una  combinazione  lineare  G„  délie  y^,  vi  è  sempre  una 
porzione  di  E,  di  misura  non  nulla,  uei  punti  délia  quale  riesce 
\f-GAVo. 

22.  SisTEMi  coMPLETi  FONDAMENTALi.  —  Pcp  la  générale  pratica  appli- 
cazione  degli  esjiosti  ciiterii  di  completezza,  nel  campo  délie  funzioni 
a  r  variabili,  occorre  anzitutto  conoscere  un  sistema  di  funzioni 
[^v(P)]  tfi'e  che  :  I,  ogni  suo  elemento^v  risuiti  di  quadrato  somma- 
bile  in  ogui  insieme  limitato  e  misurabile  délia  spazia  S^  a  r  dimen- 
sioni;  II,  il  sistema  riesca  completo  in  ogni  taie  insieme.  Un  sistema 
di  funzioni  cosi  falto  sarà  da  noi  cliiamalo  un  sistema  completo  fon- 
damentale délie  spazio  S^. 

Per  la  costruzione  di  sislemi  completi  fondamenlali  è  utile  il 
séguente  teorema  che  subito  discende  dal  teorema  di  Fubini  (')  sugli 
integrali  mullipli  di  Lebesgue. 

(*)  G.  FuBiNi,  Sugli  intégrait  multipli  {Rendiconli  délia  H.  Accad.  dei 
Lincei,  i°  semestre  1907). 
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Siano  [^-(P')]  <?  Ioa(P  )]  ^"^  sistemî  compleii  fondamentali, 
rispeltivamente yde gU spazii  S,.,  e  S,., allora  la funzione é^^X^*  )o  1(^0' 
alvariare  di  i  e  di  k,  indipendentemente  l'uno  dalV  allro  ^  nelV  insieme 
dei  numeri  o,  i,  2,  . . . ,  deserive  un  sislema  complelo  fondamentale 
dello  spazio  S,.,^,.„. 

Delta  X  Pascissa  di  un  punto  di  un  S,,  il  sistema  jx'^]  è  completo 
fondamentale  di  S,  ('  ).  Ne  segue  clie,  dette  x^^  x^,  . . . ,  x^  le  coordi- 

(')   Cf.  G.  Severini,  Suite  equazioni  integrali  i      d{x)x'^  dx=::o  {Rendi- 

^  n 

coati  delta  R.  Accad.  dei Lincei^  seduta  del  2  gennaio  1921).  In  questa  élégante 
nota  il  Severini  dà  una  semplicissima  direiostrazione  délia  completezza  del 
sislema  [.2"^]  in  un  intervallo  (a,  b)  qualsiasi  dell'asse  délie  x.  Se  ne  deduce 
{cf.  n"  9  del  lesto)  la  completezza  dello  stesso  sistema  in  un  qualunque  insieme 
limitato  e  misurabile  di  Sj. 

La  dimostrazione  del  S.  è  divisa  in  due  parti.  Nella  I^  parte,  semplifîcando 
assai  un  procedimento  già  seguilo  dallo  Siielljes,  si  dimostra  che,  fra  le  fun- 
zioni  0(j?),  continue  in  (a,  ^),  solamente  lo  zéro  puô  simullaneamente  soddis- 
fare  aile  equazioni 


(«) 


/     B{x)x''^  dx  =  o  (  A  =  o,  1 ,  2,  .  .  .). 


Dopo  ciô,  nella  II"  parte,  si  fa  il  segrente  ragionamento  :  Se  per  una  fun- 
zione d{x)  sommabile  in  (a,  b)  [veramente,  l'a  suppone  anche  la  sommabiiità 
del  quadrato  di  0{x),   ma  ciù  non  è  necessario]  riescono   soddisfatte   le  (a), 

ponendo  0(:r)  =r  /     0{x)dx,  si    trova,  inlegrando   per  parti,  che  la   funzione 

continua,  anzi  assolutamenle  continua,  &{x)  soddisfa  aile  stesse  (a),  e  quindi, 
per  quanto  si  è  otlenuto  con  la  P  parte  délia  dimostrazione,  si  deduce  che0(^) 
è  identicamente  nulla  in  {a,  b)  e  pertanto  che  é  ivi  0{x)=^o. 

Con  la  dimostrazione  del  S.,  non  soltanlo  si  prova  la  completezza  del  sis- 
tema [^''^j,  non  soltanto  cioè,  supposta  9{x)  di  quadrato  sommabile,  dal  simul- 
taneo  verificarsi  délie  (a)  si  deduce  9{x)=^o,  ma,  di  più,  supposta,  sem- 
plicemente,  9{x)  sommabile,  dal  simultaneo  verificarsi  délie  [a)  si  deduce 
ancora  6{x)  =^  o. 

L'elegante  arlifîcio  —  che  rammenta  quello  di  Du  Bois-Reymond  per  il  calcolo 
délia  variazione  prima  di  un  intégrale  (nel  calcolo  délie  variazioni)  —  escogitato 
dal  S.  nella  II"  parte  délia  sua  dimostrazione,  parmi  assai  fecondo  ;  esso  è  stato 
da  me  ripetuto  con  successo  in  una  dimostrazione  di  completezza  per  un  sislema 
di  funzioni,  particolarmente  intéressante,  che  si   présenta  nel   nuovo  metodo 
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nate  di  un  punto  di  un  S^,  il  sistema 

X\'X\^  .  .  .  x'i;'  (Al,    lu_,    .  .  .  ,   kr—O,    1,2,    .  .  .) 

è  compléta  fondamentale  dello  spazio  S,..  Cosi  pure  il  sistema 
[cosA'x,  sen/f:z:]  è  complète  fondamentale  di  S,  {cf.  nota,  p.  378),  e 
pertanto, /Z5/5/em« 

cos(A-,^, -h /i-jO^j-î-.  .  .  + A-,.a.-,.),     ?,en{k^Xx-ir  k,x^-^ .  .  .-^  k,.Xr) 
(A-,,  k.,.  .  .  .,  /.-,.=  o,  I,  2,  .  .  .), 

è  completo  fondamentale  dello  spazio  S^. 


crapprossimazione  da   me   trovalo   per  la  soluzione   del  problema   di   Dirichlet 
{cf.  la  Prefazione). 

Ma  c'è  da  osservare  che,  considerando  bene  la  11"  parte  délia  dimostrazione 
del  S.,  si  vede  che  essa  perraetle  di  enunciare  il  seguenie 

Teorkma.  —  Sia  g^{jr),  g^i'^)',  •  ■  ■  ""^^  successione  di  funzioni  sommabili 
in  {a,  b),  laie  che,  fra  le  funzioni  Q{x),  assolulamente  continue  in  (a,  6), 
verificanti  simultaneamente  le  equazioni 


r 


g,{x)&{.z:)cl£  =  o  (v  =  I,2,    ...), 


e  nulle  in  a  e  in  b,  non  esista  che  lo  zéro;  allora,  indicando  con  Co,  c,,  Cj,  .  .  . 
una  successione  arbitraria  di  coslanti,  délie  quali  la  prima  non  nulla,  il 
sistema  di  funzioni  : 

fo{x)  =  Co,  fi{-^)  =  Ci^  I     gi{x)dx 


f„{x)=zCn+  gn{x)dx, 


è  non  soUanto  completo  in  (a,  6),  ma,  di più,  è  taie  che,  supposla  0{x),  sem- 
plicemente,  sommabilc,  dal  siniultaneo  verifîcarsi  délie  equazioni 


I 


.Il 
f,,(x)d{x)dx  —  o  (/r  =  o,  I,  2,  ...), 


si  deduce  requivalenza  a  zéro  di  d{x)  in  {a,  b). 

EsEMPlo.  —  Dalli  leoria  elemenlare  (Jordan)  délie  série  Irigonomelriche  si 
deduce  subito  che,  fra  le  funzioni  0(>r),  continue  e  a  variazione  liniitata  in  un 
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^  I.  —  Approssimazione  per  série. 

25.    CONNRSSIONE  FRA    IL    PROBLEMA  d'aPPROSSIMAZIONE   PER   SERIE  E  QCELLO 
DELLA    RISOLUZIONE    DEI     SISTEMI     DI     INFINITE     EQUAZ(ONI     LINEARl     IN     INFINITE 

QUANTiTÀ  INCOGNITE.  —  Comc  abbiamo  rilevato  nella  Prefazione,  le 
approssimazioni  per  série,  hanno  in  générale  —  dal  pratico  punto  di 
vista  cola  accennato  —  un  intéresse  prevalentemente  teorico,  pero, 
Tesame,  che  ci  accingiamo  a  fare,  délia  loro  possibilità  si  riconnette  a 
questioni  d'analisi  assai  interessanti  da  parecchi  lati. 
Assegnato  il  sistema 

(I)  /o(P),   /.(P),    ...,   A(P),    ..., 

completo  in  E,  di  fanzioni  ivi  linearmente  indipendenti,  si  tratta  di 
determinare  un'infinità  numerabile  di  costanti  : 

(2)  ao,      «1,       ...,      On,       ..., 

in  modo  che  la  série 

(3)  ^o/o(P)  +  «i/.(P)+----t-««/.(P)+--., 

inlervallo  {a,  b)  —  fra  le  qiiali  si  trovano  le  funzioni  assolutamente  continue 
in  (a,  b)  —  verificanti  simiiUaneannente  le  equazioni 

/%{x)?,envx  dx  =z  l      (d{x)  cosvx  dx  =  o  (v  =  i,  2,  . , .), 

e  nulle  in  a,  non  esiste  che  lo  zéro.  Da  ciù  segue  allora,  in  virlù  del  leorema  ora 
enunciato,  che  il  sistema  di  funzioni 

sen kx,     coskx  ( A=  o,  1,2,  . .  .), 

è  taie  che,  supposta  la  sonintiabilità  di  9{x)  in  (a,  b),  il  simultaneo  verificarsi 
délie  equazioni 

JO{x)  senkx  dx  =:  I     9{x)  coskx  dx  =  o  (A  =  o,  (,  2,  .  .  .), 

ha  di  conseguenza  che  in  {a,  b)  è  0{x)  =^  o.  In  particolare,  segue  la  complelezza 
in  {a,  b)  del  sistenna  [senkx^  coskx]. 

Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  IV,  1922.  •  l\0 
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approssimi  in  E  la  funzionc  /(P),  ivi  di  quadrato  sommabile,  arbi- 
trariamenle  data;  in  modo  cioè  che,  comunque  si  scelga  una  fun- 
zione  ^'^(P)  di  quadrato  sommabile  in  K,  risulti  sempre  : 


(4) 


Poniamo  nella  (4),  in  luogo  di  if.  successivamente,  le  funzioni 
délia  successione  (i),  troviamo  aliora  che  le  costanti  (2)  dovranno 
simullaneamcnte  soddisfarc  alla  seguente  infinité  numerabile  diequa- 
zioni  lineari  : 


i^) 


^a,j'j)f;,dP=  fff^dP  (/==0,  1,2,    ...). 


Adunque  :  Jl  prohiema  deWappi'ossimazione  di  una  funzioni  f, 
di  quadrato  sommabile  ^  per  série  di  funzioni,  pur  esse  di  quadrato 
sommabile^  di  un  sistema  [./a] 5  ^^  riconnelte  al  problema  délia  riso- 
luzione  del  sistema  (5)  di  un'infinità  numerabile  di  equazioni 
lineari  e  ad  uninfinità  numerabile  di  quantità  incognite  (^). 

2i.  Pm.ME  coNDizioNi  i)'appuossim\bilità  PER  SEUIE.  —  l*er  quanto  pro- 
cède, si  ha  inlanto  :  Condizione  necessaria  affincJih.  la  funzione  /*, 
di  quadrato  sommabile  in  E,  sia  i\-i  approssimabile  per  série  di 
funzioni,  pur  esse  di  quadrato  sommabile^  dd  sistema  [./a]  5  è  clie, 
il  sistema  (5)  di  infinité  equazioni  lineari,  nelle  infinité  quantità 
incognile  ai,,  sia  risolubile,  sia  cioè possibilc  determinare  le  costanti 


(')  Una  traltazioue  a  fondo  di  tali  sisleini  lia  fallo  I'\  Kiesz,  iiel  siio  ammi- 
revole  libro  :  Les  systèmes  d'égualions  tinéaires  à  une  infinité  d''inconnues 
{Collection  /iorel,  Paris,  Gautliier-Villars,  igiS).  Qui  sono  esposli  in  forma 
brillante  e  spesso  nuova  i  foncliunenlali  risiillati  suirargoniento  conseguili  da 
Poincaré,  da  von  Kocli,  da  Ililbeil  e  dai  suoi  scolari  e  dal  Hiesz  niedesimo.  Vi 
si  trovano  criterii  di  risolubililà  degli  indicali  sistemi.  interessanli  casi  di  ri 
solubililà,  melodi  di  risolu/.ione,  nonchè  ulilissime  indicazioni  per  gli  ulleriori 
sviliippi  di  ciii  è  siiscellibile  la  bella  leoria  tratlala. 
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délia  successione  (2)  in  modo  che  :  P  le  injinùe  série  nei  priini 
membri  délie  (5)  siano  convergenti;  \\°  esse  abbiano  per  somma  i 
secondi  membri, 

Dimostriamo  facilmante  il 

Teorema.  —  Condizione  suj/iciente  ajjincliè  la  funzione  f,  di  qua- 
drato  sommabile  in  E,  sia  ivi  approssimabile  per  série  di  funzioni 
del  sistema  [/À],  supposto  compléta  in  E,  è  che  il  sistema  di  equa- 
zioni  (5)  ammetta  una  taie  soluzione  cite  la  corrispondente 
série  (3)  approssimi  in  E  una  funzione  ivi  di  quadrato  sommabile; 
in  particolare^  sia  taie  clic  la  série  converga  su  E  in  media^  si 
ahbia  cioè^  uni  for  même  nte  al  variare  di  p  per  valori  intieri  e 
positiviy 

o,  più  particolarmente  ancora^  sia  talc  che  la  série  converga 
uniformamente  in  un  insieme  VJ  contenuto  in  E  e  aven  te  la  misura 
diE. 

Ed  invero,  se  le  costanli  délia  successione  (2)  sone  tali  che  la 
série  (3)  approssima  in  E  una  funzione  y'  ivi  di  quadrato  sommabile, 
si  avrà  : 

^Cffcf/jAdP  =  f/'/idP  {i  =  0,l,2,    ...), 

e  se,  inoltre,  quelle  costanti  verificano  il  sistema  (5),  ne  seguirà 

« 

il  che,  per  la  completezza,  in  E,  del  sistema  [fk],  ha  di  conseguenza 
l'equivalenza  ivi  délie  due  funzioni  /'  e  /,  ha  di  conseguenza  cioé  che 
proprio  la  série  (3)  approssima  in  E  anche  Tassegnata  funzione/". 

23.  Metodo  delle  ridotte  per  la  risoluzioîne  del  sistema  (5).  —  La 
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condizione  sufficiente  ora  data  per  l'approssimabilità  di  un'asseg-nata 
funzione  /  per  série  di  fanzioni  del  sistema  [/a],  presuppone  già  la 
conoscenza  di  una  soluzione  dol  sislema  di  equazioni  ('5);  noi  daremo. 
in  ciô  che  segue,  altre  condizioni  sufficienti,  le  quali,  al  contrario, 
contengono  nuovi  criterii  di  risolubilità  del  sistema  di  equazioni  (5). 
Vedremo  anzi,  ciô  che  è  di  un  certo  interesse,  che  in  tali  condizioni, 
per  la  risoluzione  del  sistema  (5)  è  applicabile  il  inetodo  délie  ridotlc 
{cf.  lliESZ,  loc.  ci/.,  p.  376,  capitoli  I  e  II).  Taie  classico  mclodo 
consiste  semplicemente  in  ciô  :  Délie  equazioni  (3)  si  conservano  le  sole 
prime  n  -h  i  e  délie  incognite  «/,.  si  cancellano  tutle  le  successive  alla  a„. 
Si  ottiene  cosi  un  sistema  di  ii  -h  i  equazioni  lineari  in  n  -+-  i  inco- 
gnite  —  il  cosi  dclto  sislema  lidotlo  d'ordine  11  -\-  i  —  che  coïncide 
col  sistema  (3)  del  n°  20.  Taie  sistema  di  equazioni,  perla  supposta 
indipendenza  lineare  délie  funzioni  del  sislema  [/a],  è  a  déterminante 
positivo;  ne  sia  (aj'?  '^i"'>  •  •  •»  ^/"O  ^^  soluzione.  Si  fa  ora  variare  n  e, 
per  ogni  fissato  valore  dell'indice  k,  si  esamina  se,  al  divergere  di  n, 
esiste,  determinato  e  finito,  il  limite  di  a^"'.  Il  metodo  riesee  se  : 
1°  esiste,  determinato  e  finito,  taie  limite;  II"  se,  posto 

lim  a'/'  =  a/,  (/."  —  o,  i,  2,  .  .  .  ), 

le  quantité  «/,  cosi  definite  verificano  il  sistema  (5). 

2(>.  Una  condi/iom:  suiiicikme  d'approssimaihlità  per  série.  —  Ai  casi 
osscrvati  —  nella  leoria  dei  determinanli  inliniti  —  da  Poincaré 
e  da  von  Kock  in  cui  riesee  il  metodo,  testé  esposlo,  délie  ridotte, 
np  aggiungeremo  duc  nuovi,  specialmente  interessanti  per  le  nostre 
applicazioni.  Un  primo  caso  si  verifica  nelle  condizioni  espressc  dal 
scgucnlc 

Tegrema.  —  Il  sistema  |/a],  di  funzioni  linearmente  indipcndenti 
in  K,  sia  ivi  complelo.  Sia  («„"  ,  «,"  ,  . . .,  a,,"')  la  soluzione  del  sistema 
ridotto 

n 
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e  si  abhia 

(7)  lima^;"  =  a/,  (  A  =  o,  i ,  2,  .  .  .  )• 

n  =  00 

(8)  .  lim    y\  aiG/,      f,f/,dP  =  0, 

(9)  J'jn^  2  «r'"«r'"  ff,A dp = o, 

uniformeincilie  al  variare  di  p  per  valori  inlieri  e  positivi.  Allora^ 
la  série  (3),convergendo  su  E  in  média,  approssima  ivi  la  funzione  f 
di  quadrato  sommabile,  avbilravriamenie  data,  ed  in  particolare, 
dunque,  le  a^  verificano  ilsislema  (5). 

Ed  invero,  posto 

al  divergere  di  n,  la  F„,  corne  abbiamo  visto  al  n°  20,  converge  su  E 
in  média  verso  la  funzione  f,  e  perciô,  comunquc  si  scelga  la  fun- 
zione g  in  E,  ivi  di  quadrato  sommabile,  si  avrà  : 

n 

(10)  lim  2<"  ff,sdP=ffs'dP. 

La  série 

"^a.J'f.ffdP, 

/f  =  0  ''' 

risulta  convergente,  in  virtù  délia  (8).  Si  ha  infatti 


V 


e  quindi  uniformemente  al  variare  di  p, 

lim  V  a/,  /  f,,ff  dP  =  o. 


38o 


MAURO    PICONE. 


Si  trae  poi  dalla  (9  ),  allô  stesso  modo,  che.  uniformemente  al  variare 
dip, 


-i+p 


(II)  lim  ya';rP^\f,gd?=o, 

poichè 

Ma,  valendo  la  (i  i ),  è  facile  dimoslrare  che 

lim   y  ar_  ffkgdP  =y  a,  ff.gdW 
epertanto,  segue  dalla  (ro), 

y.a,f/,gdP=f/gdP, 

ciô  clie  appunto  si  voleva  dimoslrare.  La  (8)  esprime  inoltre  la  con- 
vergenza  su  E  in  média  délia  série  (3). 

27.    Un.V  seconda    CONDIZIONK    SUI'FICIENTE    d'aPPROSSIMABILITÀ    PER    SERIE. 

—  Un  secondo  caso  in  cui,  per  la  risoluzione  del  sistema  (5\  è  appli- 
cabile  il  metodo  délie  ridotte,  si  trova  appoggiandosi  sulla  seguente 
proposizione  délia  teoria  der  limiti  [c/.  Riesz,  loc.  cit.^  n°  40]  : 

1  sistemi  di  quantità  finite  (reali  o  complesse) 

ar,     «r,     ...,     aT\      ...         {n=o,  1,2.  ...), 
Xq,      X],       .  .  • ,     X-A-,       . . . , 

siano  tali  che  esislano  due  numeri  reali  e  positivi  q  c  L,  il  primo 
maggiorc  di  uno,  per  i  quali  le  due  série 

n 
V|«.")|,.  •^|X,|'/-', 

/  =  0  A-^  0 

converganOf  menlre  la  somma  délia  prima  non  supera,  qualunque 
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sia  n,  il  numéro  L.  Allora  se  esislono^  determinati  e  finili^  i  limili 

liin  a),"'=r  a/^.         (A' =  o,  1 ,  2,  .  . .), 


SI  avra 


y  |a,|'7<L,         lim   Vx,«,"'=yX/,,a,, 

Â=0  A-=0  /.rrO 

risultando  convergente  Vultima  série  scritta. 

In  base  a  questa  proposizione  è  facile  dimostrare  il 

Teorema.  —  Usistema  [//,]  di  funzdoni  linearmente  indipendenti 
in  E,  sia  ivi  complelo.  Sia  («„",  a"\  . . .,  a)"')  /a  soluzione  del  sis- 
tema  ridotlo  (6)  e  si  ahbia  : 

P  esiste  un  numéro  reale  p  maggiori  di  —  per  cui  converge  la 
série 

i  (,//*-)'■  ^ 

11°  lim<7i"'=rt/,         (/c=ro,  I,  2,  ...); 

71=  « 

111°  esiste  un  numéro  positivo  L,  ^a/e  c/i6%  qualunque  sia  n, 
risulta  : 

n  ^ 

Allora  la  série  (3)  approssima  in  E  la  funzione  f  di  quadrato 
sommabile  arhitrariamento  dala^  cd  in  particolare,  dunque^  le  a^ 
verificano  il  sistema  (5). 

Si  ha,  invero,  comunque  si  scelga  la  funzione  g  in  E,  ivi  di  qua- 
drato sommabile, 

n 

basterà  perciô  demostrare  che  : 

lim  y  ar  ff.gdv =y  «,  fhgd\>. 
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Iq  virtù  délie  ipotesi  del  teorema,  ciô  è  un'  immediata  conseguenza 
délia  proposizione  di  limite  ultimamente  enunciata,  poichè,  poslo  : 


si  ha 


_2, 


/.=0 

e  l'ultima  diseguag^lianza,  in  forza  delT  ipotesi  V,  conduce  alla  conver- 

'I 
genza  délia  série ^  |  X;t  |'^~'« 

*  =  0 

Vil.  —  Sui  sistemi  schmidtiani. 
28.  Preliminari.  —  Assegnate  le  quantità  finite  e  reali 

prendiamo  a  considerare  il  sistema  di  infinité  equazioni  lineari 

(l)  2  «/A>^A  =  f'i  («  ~  O,  I  .  2,   .  .  .  ), 

/.=0 

nelle  infinité  quantità  reali  incognite  j^q?  -^o  ^2?  Schmidt  (loc. 

cil.,  p.  359)  ha  studiato  il  sistema  (i)  nell'  ipotesi  che  le  série 

(2)  2  «A        ('"  =  0, 1,2,  .. .) 

convergano  per  ogni  valore  dell'  indice  /.  In  taie  ipotesi  noi  diremo  il 
sistema  (i)  un  sistema  sclimidtiano.  Diremo  poi,  con  Schmidt,  che  il 
sistema  di  quantità  [oc,,]  è  una  soluzione  del  sistema  (i)  se  : 

1°  la  série  V  xl  è  convergente,  ciô  che,  per  la  convergenza  délie 
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série  (2),   ha    di  conseguenza  l'assoluta  convergenza  délie  série  ai 
primi  membri  délie  (i); 

II**  per  il  sistema  [x^]  di  valori,  le  série  ai  primi  membri  délie  (i) 
hanno  por  somma  i  secondi  membri. 

tn  questo  paragrafo  finale  vogliamo  brevemente  trattare  i  sislemi 
schmidliani  e  ciô  allô  scopo,  principalmente,  di  conseguire  una  nuova 
interpretazione  del  difficile  problema  di  vedere  se  un  dato  sistema  di 
funzioni  è  completo  o  pur  no,  interpretazione  chepuô  talvolla  giovare 
alla  risoluzione  di  quel  problema.  Vedremo  di  più  che,  in  alcuni  risul- 
tati  dei  §§  IV  et  V  sono  contenuti  i  principali  risultati  di  Schmidt 
(loc.  cit.)  concernenti  i  sistemi  (i). 

29.    GONNESSIONE    FRA    I    SISTEMI    SCHMIDTIANI    E    CERTI    SISTEMI    DI   INFINITE 

E0UAZIONI  iNTEGRALi.  —  Dato  il  sistema  [/a(P)J  di  funzioni  di  quadrato 
sommabile  in  un  insieme  E,  per  deciderne  la  completezza  ivi,  occorre 
considerare  ilseguente  sistema  di  infinité  equazioniintegrali  lineari  ed 
omogenee  : 

(3).  I  J){P)g^{P)dP=n  (i-z=o,  1,2,  ...), 


l''''' 


nella  funzione  incognita  g{  P  ),  supposta  pur  essa  di  quadrato  somma- 
bile  in  E.  Il  sistema  (3)  rienlra,  corne  caso  particulare,  nel  segucnte 


(4)  £f,{P)g{P)dP  =  b,       (/  =  o,  1,2, 


.), 


ove  le  bi  sono  quantità  reali,  arbitrariamente  assegnate.  Diremo.  bre- 
vemente, che  la  ^(P)  è  una  soluzione  del  sistema  (4)  se  :  I**  essa  è 
in  E  di  quadrato  sommabile;  \\°  essa  soddisfa  aile  equazioni  del 
sistema. 

Un  criterio  di  risoluhilità  àe\  sistema  (4)  è  già  contenuto  nei  risul- 
tati del  n"  15.  Ortogonalizzando,  invero,  il  sistema  [/aJ?  supposto  di 

funzioni  linearmente  indipendenti  —  al  quale  caso  ci  si  puô  sempre 

k 

ridurre   —  si  abbia  9*  =  ^]  c,f^f^.  Il  sistema  (4),  poichè  C//:^^  o,  equi- 

Journ.  de  Math.,  tome  l.  —  Fasc.  IV,   1922.  '49 
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vale  al  seguente 

i  i 

v=0  V=0 

onde  (cf.  n°  15),  in  virtù  dell'  ortogonalità  del  sistema  [9i(P)J  si  ha  : 

Teorema  Riesz-Fischer  (' ).  —  Condizione  necessaria  e  suffi- 
ciente  ajjfinchè  il  sistema  (4)  possieda  una  soluzione  è  cite  risulti 
convergente  la  série 

(  =  0     \v=:0  / 

soddisfatta  questa  condizione^  una  soluzione  del  sistema  è  data  da  : 

A-  =  0  v=0 

Ora  noi  vogliamo  mostrare  che  (  "  )  la  ricerca  di  tutte  le  soluzioni  del 
sistema  (4  )  équivale  alla  ricerca  di  tutte  le  soluzioni  del  più  générale 
sistema  schmidtiano. 

Sia  [9a(P)J  un  particolare  sistema  di  funzioni,  ortogonale  e  com- 
pleto  in  E,  che  riteniamo  fîssato  una  volta  per  tutte.  Ponendo 

(5)  aa=  fMP)^,{P)dP         {i,  k  =  o,i,2,  ...), 

si  avrà  (cf.  n'  15,  16,  18) 

e  pertanto,  il  sistema  (i)  di  infinité  equazioni  lineari,  i  cui  coeflicienti 


(  •  )  F.  RiESZ,  Sur  les  systèmes  orLhogonaux  de  fondions  (  Comptes  rendus  de 
l' Académie  des  Sciences^  Paris,  i5  mars  1907).  — _E.  Fischer,  loc.  cit.,  p.  338. 

(*)  Cf.  V .  RiESZ,  Untersuchungen  iïber  Système  'inlegrierharer  FunlUionen 
{Malkemalische  Annalen,  Bd  69,  1910,  p.  449)- 
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sono  dati  dalle  (5)  è  un  sistema  schmidtiano.  P^sso  si  dira  il  sislcma 
sclimidtiano  associdto  al  sistema  (4)  di  equazioni  inlegrali. 
Viceversa  dato  il  sistema  schmidtiano  (i ),  poniamo 

(6)  /,(P)-2a,,9A(P)  (/=o,  1,0..  ...), 

/,=0 

il  sistema  di  equazioni  integrali  (4),  per  il  quale  le//(P)  son  date 
dalle  (6),  si  dira  il  sistema  di  equazioni  integrali  associato  al  dato 
sistema  schmidtiano. 

Evidentemente  :  Si  il  sistema  (4)  di  equazioni  integrali  è  associato 
al  sistema  schmidtiano  (  i),  reciprocamente,  questo  sistema  è  associato 
a  quello. 

I  due  sistemi  (i)  e  (4)  siano  associati  Tuno  aU'altro.  Sia  ^(P) 
una  soluzione  del  sistema  (4)  di  equazioni  inlegrali,  ponendo  : 

(7)  xk=fg{V)9'^i^)         (/>=o,i,2,  ...) 
si  avià 

^  /=0  A=0  ^ 

e  quindi  le  (7)  forniscono  una  soluzione  del  sistema  schmidtiano  (i). 
Viceversa,  sia  [a?,,]  una  soluzione  del  sistema  schmidtiano  (i),  ponendo 
allora 

(8)  g{\>)r^^X,r^,{P), 

si  avrà  una  soluzione  del  sistema  (4)  di  equazioni  integrali.  Onde  il 

Teorema.  —  Dato  il  sistema  (4)  di  equazioni  integrali,  ad  esso, 
mediante  le  formole  (5),  è  associato  un  sistema  schmidtiano  (i). 
Viceversa^  dato  il  sistema  schmidtiano  {^\),  ad  esso,  mediante  le 
formole  (6),  è  associato  un  sistema  (4  )  di  equazioni  integrali.  Vi 
è  corrispoîidenza  biunivoca  fra  le  soluzioni  di  due  sistemi  associati. 
Le  {-^)  fanno  passare  da  una  soluzione  del  sistema  (4  )  di  equazioni 
integrali  ad  una  soluzione  deW associato  sistema  schmidtiano  ; 
viceversa,  la  {^^  fa  passare  da  una  soluzione  del  sistema  schmid- 
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tiano  {\)  ad  una  soluzione  deW associalo  sislema  di  equazioni  irile- 
grali. 

Al  sislema  (3)  di  equazioni  integrali  è  associato  il  sistema  schmid- 
tiano  omogeneo 

oc 

(9)  ^cii,,xi,—  o  {i=0,l,  2,  ...), 


e  dal  teorema  ora  ennunciato  si  deduce  il 

CoROLLARio.  —  Condizioiie  necessaria  e  sufjiciente  affinchè  il  sis- 
tema di  funzioni  [/^]  sia  complcto  in  E,  è  cJic  il  sistema  schmid- 
tiano  omogeneo  (9),  associato  alsistcma  (3)  di  equazioni  integrali^ 
non  abbia  che  la  soluzione  nulla,  cioè  la  soluzione 

50.  Un  esempio.  —  Con  quesl'ultima  proposizione  il  problema  di 
decidere  se  un  dato  sistema  di  funzioni  è  o  no  complète,  viene  trasfor- 
mato  in  quello  di  vedere  se  il  sistema  schmidtiano  omogeneo  corris- 
pondente  possiede  soltanto  la  soluzione  nulla  o  ne  possiede  altre.  Ora 
taie  trasformazione  puô  talvolta  riuscire  utile  per  la  risoluzione  di  quel 
problema.  Convinciamocene  con  un  esempio. 

Sia  a  una  costante  rcale,  si  traita  di  vedere  se  il  sistema  di  funzioni 
délia  variabile  0  : 

^      '     I /,„((5)  =  (i  +  acos9)«cosn5 

è,  neir  intervalle  (0,  2-),  completo  o  pur  no. 

Come  sislema  I^aJ^  orlogonale  e  completo  in  (o,  27:),  prendiamo 
quello  delinilo  dalle  eguaglianze 

cpo(^)=:-7='  9î„_i  (0)  =  — =sen«9,         Oi,i{9)  = -— cosnO 

v/27:  \/r.  \'r. 

{,1=1,9..    ...). 

Il  sislema  sclimidliano  associato  al  sislema  (3)  di  equazioni  inle- 
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grali,  si  scrive,  nel  caso  attuale,  dopo  facili  trasformazioni, 

li(0    (f)'^-^0-A)=0,  2(1)    (f)'^2UVA-,-.=  0  (.  =  1,2,    ...). 

*  =  0  A  =  0 

Se  I  a  I  >•  2,  una  soluzione  évidente  di  taie  sistema  si  ottiene  ponendo 

J7o=0,  X2v-i=  j:'2v=(— i)"  f-j  (V  =  I,2,    ...)• 

Pertanto,  per  |a|>  2,  il  sistema  di  funzioni  (10)  non  è  completo 
in  (o,  27i),  ed  una  funzione  «-(G)  che  verifîca  simultaneamente  le  (3)  è 
data  da, 


51.  I  RisuLTATi  DI  ScuMiDT.  — Nclla  citata  memoria  (loc.  cit.,  p.  35g) 
lo  Schmidt  ha  formulato  varii  critcrii  di  risolubilità  per  i  sislemi 
schmidtiani   e  ha  dato    inoltre   una   condizione   necessaria    e    suffi- 


(')  L'intéresse  per  queslo  esempio  è  suscilalo  vieppiù  dal  fatto  che  il  consi- 
deralo  sistema  (10)  di  funzioni  é,  al  contrario,  completo  in  (o,  2Ti)  se  |  a  1  -<  i  : 
per  oc  =  o  il  sistema  si  riduce  a  quello  solito  di  Fourier.  L'asserita  completezza, 
per  |a|<;i,  del  sistema  (10)  si  troverà  dimostrata,  corne  caso  parlicolarissimo, 
nella  memoria  a  questa  snccessiva  trattanle  il  problema  di  Diriclilet,  annunziata 
nella  Prefazione.  (L'indicato  sistema  si  présenta  appunto  nel  problema  eslerno  di 
Diriclilet  per  l'ellisse.)  Ne  seguirà  che  il  sistema  schmidtiano  omogeneo 


••), 


a 


al  quale  —  ponende  —  =:  [3,  jr^v^çv,  ovvero  jC2v-i=:  ^v  —  si  riduce  quello  otte- 


1 


nuto  nel  lesto,  non  possiede,  per  |  (3  |  <  -  >  che  la  soluzione  nulla.  Di  ciô  non 

sono  riuscito  a  dare  una  dimostrazione  diretta,  per  quanto,  a  prima  visla,  essa 
sembri  facilmente  conseguibile. 
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ciente  affinchè  un  sistema  schmidtiano  omogeneo  non  abbia  che  la 
soluzione  nulla.  Orbene,  tali  risultati  sono  contenuti  nei  nostri,  in  virtù 
del  teorema  enunciato  al  n°  29. 

Il  criteiio,  enunciato  al  n°  29,  di  risolubilità  per  il  sistema  di  equa- 
zioni  integrali(4\  associato  al  sistema  schmidtiano  (i),  dà  per  quest'- 
ultimo  un  criterio  che  coïncide  con  quello  dato  dallo  Schmidt  al  ^  14 
délia  sua  memoria. 

Il  criterio  di  completezza,  enunciato  al  n°  21,  applicato  al  sis- 
tema [/*/.]  di  funzioni  defmite  dalle  (6),  dà  una  condizione  necessaria 
e  sufficiente  affinchè  il  sistema  schmidtiano  omogeneo  (9)  non  abbia 
che  la  soluzione  nulla.  Taie  condizione  contiene  corne  caso  particolare 
quella  trovala  dallo  Schmidt, al  §  11  délia  sua  memoria.  Per  avère  il 
preciso  enunciato  di  Schmidt,  premettiamo  la  seguente  osservazione  : 
Indicando  con  a-o,  a,,  . . .,  [J.„  dei  parametri  indeterminati,  condizione 
necessaria  e  sufficiente  affinchè,  qualunque  sia  n,  i  primi  membri  délie 
prime  /^  -h  i  equazioni  del  sistema  schmidtiano  (9),  siano  linearmente 
indipendenti  è  che  la  seguente  forma  quadratica  negli  indicati  para- 
metri, 


2  (  2  ^'"''''-'  )   ^  ^  l^-'^J^  aihttjk     (  '  ), 


i,  ;  =  0  A  =  0 

sia  definita  positiva.  Adunque,  osservando  che 


supposta  rindipendenza  lineare  délie  funzioni  /"^,  ne  segne  l'indipen- 
denza  lineare,  qualunque  sia  /?,  dei  primi  membri  délie  prime  n -\~  i 
equazioni  del  sistema  schmidtiano  (9),  associato  al  sistema  (3)  di 
equazioni  integrali,  e  viceversa. 


(')   Data  la  couvergeii/.a  délie  série  ^rtj\.,  è  facile  diiuoslrai  e  la  coiivergenza 

/.  =0 
délia  série  al    priino  meinhro.  peiqiiali  si  vogliano  vaiori  dei  parainelri  jji/,  non- 
chè  l'egiiagliaiiza. 
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Poniano  ora 


('I) 


^;7=  /_,<^ik<^Jk^ 


e,  per  enunciare  il  criterio  di  completezza  del  n°  21,  usiamo,  in  parti- 
colore,  in  luogo  del  sistema  completo  arbitrario  [^',.],  il  sistema  [o,,], 
ortogonale  e  completo  del  n°  29,  allora,  con  le  attuali  notazioni,  si  ha 
precisamente  il 

Tegrema  di  Schmidt.  —  Dato  il  sistema scJunidtiano  omogenco  (9), 
taie  che,  qualunque  sia  /i,  i  prirni  membri  délie  prime  n  -\-  \  equa- 
zioni  siano  linearm^ente  indipendenti,  condizione  necessaria  e  suffi- 
ciente  afjinchè  il  sistema  non  possieda  che  la  soluzione  nulla,  è  che^ 
per  qualunque  valore  delV indice  v,  si  abbia  : 


(12) 


I      «0 

«IV  «1 


«17 

«11 


(^iri       ^-no       -^//l 


«00       «s 

«10       «1 


(v=:0,  I,   2,    .  .  .) 


«o« 
«i« 


ove  le  quantità  Xij  sono  date  dalle  (11).  In  ogni  caso,  il  détermi- 
nante a  denominatore  è  sempre  positipo,  quello  al  numeralore 
non  è  mai  negativo^  ed  il  loro  quoziente,  per  ogni  fissato  valore 
di  V,  non  cresce  mai  al  crescere  di  n. 

52.  Un'utile  aggiunta  al  teorema  di  Schmidt.  —  Nelle  applicazioni 
del  teorema  di  Schmidt  ora  enunciato  è  utile  un'osservazione,  che 
vogliamo  ora  qui  fare,  la  quale  non  si  trova  neppure  nella  citata  espo- 
sizione  del Riesz  (loc.  cit.,  p.  376).  Secondo  questaosservazione,  si  ha  : 


llverificarsi  délia  (11)^  per  un  particolare  valore  m  delV indice  v, 
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ha  di  conseguenza  che^  per  ogni  soluzione  dcl  sistema  sclimidtiano 

omogeneo  (9),  è  x^:=  o  (^*). 

Sia  invero  verificata  la  (12)  per  il  particolare  valore  m  delTin- 
dice  V,  dico  che  allora  non  potrà  esistere  una  soluzione  del  sistema 
schmidtiano  omogeneo  (9)  per  la  quale  risulti  a:^^  o.  Ed  infatti,  in 
caso  contrario,  il  seguente  sistema  schmidtiano 

!X  „f  —  I  , 
2^  a,7,.r/,  —  o  {1  =  0,  1,2,  ...), 

possiederebbe  una  soluzione  [x,,].  Per  taie  soluzione  sia 


œl—'^. 


Gomunque  se  scelgano  gli  /^ -f-  2  parametri  a,  u.,,,  a,,  ...,  a„,  dalle 
prime  /î  +  2  equazioni  del  sistema  (i3)  deduciamo 

00  n 

ll:=lXX,n+2^  Xk  2  Oik \li, 
/.  =  0  /  =  0 

onde  segne  ladiseguaglianza 

\  /  =  0  i,/--0  / 

segne  cioè  che  la  forma  quadratica 

Il  n 

(  M  —  I  )  p.-  4-  2  M  2  Oi,,,  [i.[i.i  +  M  2  a.ij  [Xiiij, 


i.;--=o 


nei  parametri  [x,  a„,  [x,,  ...,  [ji,j,  è  definita  o  semidefinita  positiva  per 
ogni  valore  di  n.  11  suo  discriminante  sarà  percio  non  négative,  si 

(')  Menire,  seconde  il  leorema  di  Sclimidl,  per  dedurre  che  j-,„  =  o,  par- 
rebbe  necessario  verificare  che  la  (i?,)  ha  luogo  per  ogni  valore  dell'indice  v, 
e  non  sempliceraenle  per  il  solo  valore  m. 
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avrà  cloè,  per  ogni  valore  di  n. 
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M 


(^nin       '^n»        ^n\ 


^n  n 


«lu      a,i 


ciô  che,  valendo  la  (12)  per  v  =  m,  à  assurdo  per  ogni  valore  finito 
diM. 

Si  ha  cosî,  si  noti,  una  nuova  semplicissima  dimostrazione  elemen- 
tare  délia  sufficienza  délia  condizione  (12)  —  verifîcata  per  ogni  valore 
dell'indice  v  —  perché  il  sistema  schmidtiano  omogeneo(9)non  abbia 
che  la  soluzione  nulla. 


Journ.  de  Math.,  tome  L  —  Fasc.  IV,  igay. 


5o 


DIFFERENTIAL    PROPERTIES    OF    FUNCTIONS,    ETC.  SqÏ) 


Differential  Propertles  of  Functions  of  a  Complex  Variable 
which  are  Invariant  under  Linear   Transformations  ; 

By  e.-j.  wilczyivski. 


PART  r 


INTRODUCTION. 

If  vp  =zf(^z)  is  a  function  of  the  complex  variable  ",  other  functions 
may  be  obtained  from  it  by  subjecting  z,  or  w,  or  both  variables  to 
linear  transformations.  Clearly  there  will  exist  properties  which  are 
left  unchanged  by  ail  such  linear  transformations,  and  it  is  évident 
that  such  properties  are  likely  to  be  of  considérable  interest.  It  is  the 
purpose  of  the  présent  paper  to  show  that  this  is  actually  ihc  case. 

In  the  fîrst  eleven  articles  vve  consider  linear  transformations  of  the 
independent  variable  only.  Thus  a  given  function  w^=/{z)  gives 
rise  to  a  three-parameter  family  of  functions 

(.)  ^./(2±i|)  =/(=), 

where  a,  [3,  y,  S  are  arbitrary  constants.  It  is  quite  évident  that  many 
of  the  most  important  properties  of  the  function  /{z)  are  left  un- 
changed by  such  linear  transformations.  If  vv  is  uniform,  so  is  cv;  to 
every  singular  point  of  w  will  correspond  one  of  iv;  the  cross-ratio 
of  four  singular  points,  or  of  four  zéros  of  the  function  will   be 

(' )  La  seconde  partie  du  présent  Mémoire  paraîtra  dans  le  prereiier  fascicule 
du  Journal,  en  1928. 
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preserved  ;  etc.  Moreover,  we  may  look  upon  ihe  investigation  of 
those  properties  which  ail  of  the  functions  (i)  hâve  in  comraon,  as  an 
extension  of  the  theory  of  invariants  of  an  algebraic  binary  form  to 
the  case  of  transcendental  forms  or  functions. 

Let  us  dénote  the  indépendant  variable  by  Z,  and  let 

(2)  w=fiZ)  =  a,-^a^a  —  z)-^a,{7^  —  zY+... 

be  the  expansion  of/(Z)  in  the  neighborhood  of  Z  =  ^.  Those  func- 
tions of  the  coefficients  a^,  a^^  a.^,  ...  which  are  left  invariant  by  ail 
transformations  of  the  three  parameter  group 

are  ralled  invariants.  Since  thèse  invariants  may  be  regarded  as  func- 
tions ofw,  -7-j  — r^>  etc.,  and  since  their  values  change  Avith  z,   \ve 
'  az      dz-  '  ° 

speak  of  them  more  specitically  as  differential  invariants.  Several 
complète  Systems  of  such  invariants  are  obtained  in  Art.  i.  In  Art.  2 
we  introduce  the  notion  of  intégral  invariant.  The  most  important 
intégral  invariant  is 

(4)  ^  =  \sl\w,z\dz, 

where 

w'"       3 

(5)  >..i  =  ^^-- 

is  the  Schwarzian  derivative  oiw  with  respect  to  ::.  The  most  impor 
tant  differential  invariant  is 

(6)  «  =  ^^- 


It  turns  out  that,  from  our  point  of  view,  an  analytic  function  isessen- 
tially  determined  whcn  the  relation  between  0  and  o  is  given.  We 
speak  of  this  relation  as  the  intrinsic  équation  of  the  function 
<T' =  /(;).  The  actiial  détermination  of  a  function  whosc  intrinsic 
équation  is  given,  re([uires  the  intégration  of  a  linear  differential 
équation  of  the  second  ordcr,  and  may  be  reduced  to  the  solution  of 
an  intégral  équation  with  a  skcw-symetric  kernel. 
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In  Art.  4  we  introduce  rational  osculating  functions  of  various 
orders,  a  notion  very  closely  related  to  certain  investigations  due  to 
Frobenius  and  Padé.  The  relations  which  exist  between  the  pôles  of 
thèse  functions,  and  also  between  tlieir  zéros,  are  very  simple  and 
élégant  and  seem  to  appcar  hère  for  the  first  time.  The  osculating 
logarithm,  introduced  in  Art.  5,  serves  to  round  out  tins  theor)  in  an 
essential  fashion,  and  gives  rise  to  further  simple  geometrical  results. 
The  osculating  logarithm  plays  an  essential  rôle  on  account  of  the 
fact  that  every  logarithmic  function  lias  an  inlrinsic  équation  of  the 
forni  6  =  constant. 

The  pôles  and  zéros  of  the  osculating  rational  functions  and  tlie 
singularities  of  the  osculating  logarithm  are  functions  of  the  position 
of  the  point  z  at  which  the  osculation  takes  place.  If  z  is  subjected  to 
a  linear  transformation,  each  of  thèse  points  is  transformed  by  the 
same  linear  transformation,  and  we  tlierefore  speak  of  thèse  points  as 
cogredients.  Spécial  classes  of  functions  may  be  defîned  by  means  of 
prescribed  relations  between  certain  ones  of  thèse  cogredients.  Nu- 
merous  illustrations  of  this  method  are  worked  out  in  détail  in 
Arts.  9,  10  and  il.  One  of  the  most  interesting  results  obtained  in 
ihis  way  is  a  new  property  of  certain  elliptic  functions.  Let 

be  the  rational  quadratic  function  which  osculates  w  =■  F(Z  )  at  Z  =  :^, 
and  let  q^  and  q^  be  its  pôles.  Let  t  be  the  harmonie  conjugate  of  ;:, 
the  point  of  contact,  with  respect  to  q^  and  ^o.  Then  t  is  the  point 
which  we  call  the  quadratic  satellite  of  z.  We  ask  the  question  ;  what 
functions  are  those  for  which  t  is  a  fixed  point?  It  is  évident  that  this 
will  be  so  whenevcr  F(Z)  is  a  quadratic  function  with  coincident 
pôles.  But  there  is  another  case  whcn  t  is  a  fixed  point;  namely, 
when  w  =  F(Z)  may  be  obtained  by  linear  transformation  from  a 
Weierstrass  '(  -function  for  which  the  invariant  g^  has  the  value  zéro, 
so  that  the  cross-ralio  of  the  branch  points  of  the  corresponding 
Riemann  surface  is  equi-anharmonic. 

The  gênerai  expressions  of  the  cogredients  enable  us  to  write  down 
several  new  formulae  which  are  valid  for  any  analytic  function.  Each 
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of  thèse  formulae  gives  an  expression  for  w  =  f(^z)  in  the  form  of  an 
intégral  whose  integrand  dépens  upon  one  or  several  of  the  cogre- 
dients.  Thèse  formulae  admit  itération  and  are  likely  to  be  very 
useful  in  a  large  number  of  investigations.  Similar  expressions  hâve 
also  been  found  for  the  intégral  invariant  o,  the  most  important  one 
in  terms  of  the  singularities  of  the  osculating  logarithm.  Thèse  for- 
mulae for  (p  are  developed  in  Art.  7.  But  \ve  also  give,  in  Art.  7,  an 
independent  définition  of  g  wliich  is  of  still  greater  inlerest,  because 
this  définition  is  formulated  entirely  in  terms  of  notions  wliich  remain 
invariant underlinear transformations,  and  by  means  ofa  limitprocess 
which  is  the  multiplicative  analogon  of  the  process  used  for  defining 
a  definite  intégral. 

In  Art.  8  we  introduce  the  intégral  invariant  ç-  as  a  new  indepen- 
dent variable.  Thus  from  w  =  f(z),  we  hâve 


--J'^]a',z.\dz. 


If  we  introduce  z^  =  o  as  independent  variable,  w  becomes  a  function 
of  z,,  and  we  may  put 


/v 


We  may  now  introduce  z.,-  as  independent  variable  and  continue  in 
tliis  way.  The  resulting  relations  between  the  Schwarziah  derivatives 
\w^z\,  ]w,z^\,  ...,  [v\-,2/.{  take  tlie  form  of  continued  fractions  of  a 
very  simple  and  remarkable  form.  A  numîx'r  of  new  problems  présent 
themselves  at  once;  in  what  cases  will  tliesc  continiu'd  fractions  ter- 
minale? when  will  tliey  be  periodic?  if  tiiey  do  not  terminale,  and  A: 
is  allovved  to  grow  beyond  bound,  anIU  thcy  converge?  We  hâve 
aclually  solved  somc;  of  the  simplest  of  thèse  problems;  but  hère,  as 
elsGvvhcre  in  ihis  memoir,  the  new  problems  are  loo  numérous  and 
loo  far-reaching  to  make  an  immédiate  solution  of  ail,  or  even  of  many 
of  ihein,  a  possible  undertaking. 

In  Art.  12  we  enlarge  our  group  by  considering  independent 
linear  transformations  of  both  dej^endr^nt  and  inde|)endent  variables. 
The  corresponding  invariant  combinations  are  called  /typer  i/iva riants. 
The  intégral  invariant  «p  relains  ils  invariantive  property  even  undcr 
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the  enlarged  group.  The  simplcst  differential  hyperinvariant,  denoted 
by  I,  is  of  the  fîfth  order.  The  relation  between  I  and  cp,  called  the 
hyperintj'insic  équation^  deiines  a  function  w  =f(^z)  except  for 
linear  transformations  of  both  variables.  The  simplest  hyperintrinsic 
équation,  namely  I  =  const.,  defines  the  power  functions 

aw -h  b  __  f  oc z  ■+-  ^\'' 
cw  -{-  d        V  7  -^  -^  0  / 

where  a,  b,  c,  d^  x,  ^,  y,  o,  and  r  are  constants.  The  problem  imme- 
diately  présents  itself  to  détermine  a  power  function  of  this  form 
which  shall  bave  the  closest  possible  contact  with  a  given  anal)  tic 
function  at  a  given  point.  This  problem  is  solved  completely  in  Art.  13, 
and  leads  again  to  interesting  géométrie  relations  between  the  singu- 
larities  of  the  osculating  power  function  and  the  singularities  of  olher 
osculants  which  bave  been  introduced  before. 

We  bave  presented  in  this  introduction  only  a  few  of  the  most 
striking  features  of  this  nevv  theory,  just  enough  to  indicate  the 
gênerai  point  of  view.  And  even  in  the  body  of  the  paper  we  bave 
purposely  refrained  at  many  points  from  developing  the  theory  more 
in  détail,  because  it  was  our  désire  to  obtain  merely  a  fîrst  gênerai 
outlook  over  this  ncw  territorv.  There  remains  much  to  be  donc. 


l.  —  The  differential  invariants  of  a  function 
of  a  complex  variable. 

Let  w  ^=f(z)  be  a  function  of  the  complex  variable  z  defîned,  in 
the  neighborhood  of  the  origin,  by  means  of  its  Taylor  expansion 

(i)  w  =  f(z)  =  Co-i-  «1  :;  +  «2-^  -+-•  •  •+  «/.2^'  4- 

If  we  transform  the  independent  variable  by  putting 

(  2  )  Z  ■=  — , ,  ad  —  6c  ;zé  o, 

cz  -^  d  ^ 

where  a,  b,  c,  d  are  arbitrary  constants,  w  becomes  a  function /(^) 
of  5;  and  to  properties  of  the  function /"(s)  in  the  neighborhood  of 
z  =  o  will  correspond  properties  of  the  transformed  function /(;) 
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in  the  neighborhood  oi z  =^  -•  Let  us  assume  d^o  and  put  -^  =  K. 
We  may  then  write  (2)  in  the  form 


Z  —  K  =  ;  £^0. 

I  -+-  -0  - 


or 


(3)  -  =  -^^^'         .,=7-K. 

\{d  =  o^  the  transformation  (2)  may  also  be  reduced  to  the  same 

form  (3)  provided  that  ::,  in  that  case  be  interpreted  to  raean  — >  as  is 

customary. 

As  a  resuit  of  the  substitution  (3)  the  séries  (i)  will  become  a  po^ve^ 

séries  in  z^^  where  -,  is  eiter  equal   lo  r  —  Kor--  We  proceed  to 
détermine  the  coefficients  of  this  ne\^  expansion.  AA  e  find  from  (3) 


(4)        ^'t^a''-5^i(i-(3cO-^=a''-^'i 


'  +  /'  r^-i  -i — i ■c'  - 1  +  • 


If  we  substitute  thèse  values  for  ::''  in  (i)  and  dénote  by  a^  the  coeffi- 
cient of  z\  we  find 

(5)  a„=«o,         ^is^2u     (,y._/.)i «/a''[3-^-^         (5  =  1,2.3....). 

/.  =  i 

The  following  spécial  cases  of  (5)  are  especially  important 

(6)  a,=ra«i,       a^r=L  r/,(^a.iCf. -\- a.^'^),       «;,  =r  a[a3a--l- -i^jocp -f- a,  |3^]. 

By  an  ahsolule  invariant  of  the  functiony(^)  under  ihe  transfor- 
mations of  the  group  (2)  or  (3)  we  mean  a  function  of  the  coefficients 
«0,  a,,  a.y,  ...,  which,  as  a  rcsull  of  the  relations  (5),  is  identically 

equal  to  the  corresponding  function  of  a,,»  ^11^2^ Evidenlly  <2„  is 

such  an  invariant.  In  ordcr  to  find  the  othcrs  we  might  use  the  molhod 
of  infinitésimal  transformations.  Thus  (3)  represents  an  infinitésimal 
transformation  if  we  put 

where  oi  is  an  infinitésimal.  The  corresponding  infinitésimal  trans- 
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formations  of  the  coefficients  are  given  by 

(7)  dao=o,  da;,=  [ka/,'k  +  ( k — J)a/,._i/j.]of ,         /.  >  o. 

Therefore  cvery  absolute  invariant  rnust  be  a  solution  of  the  two 
differential  équations 

The  first  of  thèse  tvvo  équations  is  easy  to  interpret.  Lctus  attribute 
to  aj^  the  weight  k,  and  let  us  agrée  that  the  weight  of  a  product  shall 
be  the  sum  of  the  weights  of  it  factors.  Then,  the  first  équation  (8) 
merely  asserts  that  eveiy  absolute  imai^iant  is  isobaric  of  weight 
zéro.  We  may  therefore  fînd  tJie  invariants  by  constructing  isobaric 
functions  of  a  given  weigiit  /?,  in  such  a  way  as  to  also  satisfy  the 
second  équation  of  (8),  and  then  divide  by  a^.  Isobaric  functions  of 
weight  différent  from  zéro,  which  also  satisfy  the  second  équation 
of  (8),  shall  be  called  relative  invariants. 

But  it  is  easier  to  obtain  a  complets  set  of  invariants  by  a  différent 
process.  Lct  us  assume  a^  ^  o.  We  may  then  according  to  (6)  déter- 
mine a  and  ^  in  a  unique  fashion  so  as  to  make  a,  =  i ,  a.^  =  o,  namely 
by  pulling 

We  oblain  in  this  way  the  canonical  expansion  (^of  the  first  kind) 

(10)  yv=fi^z)  =  Ao-t--i  + A;j3=,*  4-  A4  3^  4-.  .  . 

where,  on  account  of  (5),  (6),  and  (9), 

A  i  A  t         a^a-^  —  ol 

Ao=ao<         Ai  =  i,         \„_z=(),         Aj^r 


(•0  \ 

(,y  =  3,  4,5,    ..)• 


A,=  -^ 


I ( —  \)Hs  —  \)  (s —  2 ) .  .  .  {s —  t )  a'., a,_i 


t\ 


Another  canonical  form  (the  second  kind)  is  obtained  by  putting 


(•2)  «=    .        '       ->         'p=    . 

\  ar,  —  «1  «3  y  ai  —  «i«3 
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The  resulting  expansion  is  characterized  by  the  relations 

This  form  is  very  useful. 

AVe  shall  discuss  the  convergence  of  (10  )  later.  At  présent  vve  only 
wish  to  cmphasize  the  fact  tliat  this  canonical  expansion  (10)  is 
unique.  Tliat  is,  to  every  séries  of  the  form  (i\  in  whicli  a^  is  not 
equal  to  zéro,  there  corresponds  a  uniqaely  defined  canonical  expan- 
sion of  form  (10).  From  this  it  follows  that  the  coefficients  of  the 
canonical  expansion  are  absolute  invariants  off(^z). 

In  fact,  suppose  we  consider  any  fanction 

oblainal)le  hç>m.f{z^  by  a  transformation  of  form  (2).  By  means  of 

the  transformation 

I  — 


^  ^-^- 

'^W' 


gi^z)  would  be  transformed  into  its  canonical  form 

(i4)  B0  +  --1 +  B,Jj+..., 

where  B„,  B,,  etc.,  are  related  to  Z;,,,  ^,,  h.,^  ...  in  the  same  way  as 
are  A„,  A3,  . . .,  to  r/,,,  «,,  ^^2»  •  •  ••  Bat  the  expansions  (10)  and  (i4) 
must  !)('  identical  on  account  of  the  uniqueness  of  tlie  canonical  form, 
so  that 

show  in»;  that  Ao,  A3,  A.,,  ...  are  actually  absolute  invariants.  Itisnot 
diflicult,  moreover,  to  verify  ihis  fact  by  applying  the  infinitésimal 
transformations (7)  to  the  expression  (11)  for  A,.  For  we  lind  oA^  =  o, 
which  again  provcs  that  A,  is  an  invariant. 

Tlw  invariants  Aq,  A3,  A,,  ...,  A,,  ...  arc  independent  funclions 
of  the  coefficients  «„>  cf-s^  ^1^  —  —  For,  taken  in  this  order,  each  of 
the  invariants  involves  a  coefficient  a,  wich  does  not  appear  in  any  of 
the  earlier  invariants. 
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Every  ahsolule  invariant  is  a  function  of  Aq,  A3,  A,, —  For, 

let  I  («0,  a,,  «2»  ^:n  •••)  t>e  an  absolute  invariant.  Then  \ve  shall  hâve 

(i5)  l(ao.  «1,  «2.  «3,   .  .  .)  =  I('^oi  «I,  «2,  «'s, , 

w^henever  «o,  a,,  a^»  •••  ^ire  connectée!  with  «„,  a,,  a^j  •••  by  means  of 
the  relations  (5).  In  particular,  (i5)  will  be  verified  if  we  choose  the 
values  (9)  for  a  and  [i,  as  a  resuit  of  which  choice,  the  expansion 
assumes  its  canonical  form.  Therefore  we  shall  hâve 

I(«o.  «n  «2,  «3,    •  •  •)  —  I(Ao,  I,  O,  A3,  Ai,    .  .  .) 

showing"  that  I  is  a  function  of  A^,,  A3,  A,,,  ...  as  stated. 

We  may  summarize  our  last  three  theorems  by  saying,  that  tlic 
invariants  Kq^  A,,  A.,,  ...form  a  complète  system  of  independent 
absolute  invariants  wlienever  a^  is  not  equal  to  zéro. 

We  shall  ordinarily  maintain  the  hypothesis  a,  ^  o.  If  a,  is  equal 
to  zéro  Ave  study,  in  place  of  the  expansion  (i),  the  Taylor  expansion 
of /(::)  for  some  point  z  =  k  where  k  ^  o.  Of  course  k  may  always  be 
chosen  in  iniinitely  many  ways  so  as  to  ensure  that  the  coeflicient 
of  ;  —  A"  iu  the  new  expansion  will  not  be  equal  to  zéro,  provided 
that  w  is  nota  constant.  It  is  possible,  however,  to  replace  the  inva- 
riants Afl,  A3,  A4,  ...  by  a  new  system  adapted  to  the  case 

ai  =  a.2  —  .  .  .=  ap^i  =  o,         a,,^o, 

by  an  obvious  extension  of  the  method  which  we  bave  used  for  the 
case  a,  ^  o. 
Since  we  bave 

a,  =  aa,, 

a,  is  a  relative  invariant  of  weighl  i.  Consequently  a\As  is  a  relative 
invariant  of  weight^.  According  to  (11),  the  last  Icrm  of  a'^  A,-(corrcs- 
ponding  lo  t  =  s —  i)  contains 


as  a  factor,  and  no  other  term  of  a:\  A^  contains  a  higher  power  of  <^, 
in  its  denominator. 
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Tlierefore  a-^~- A^  i.s  a  relative  invariant  of  weiglit  is —  2,  sxliicli 
is  an  intégral  rational  function  of  a,,  a.y^  ...,  a,.  Moreover  this 
invariant  is  a  linear  function  ofa^,  a^,  ...,  a  s-  The  only  coefficients 
which  appear  raised  to  a  higher  power  are  «,  and  a.,. 

For  this  reason  we  shall  occasionally  refer  lo  the  invariants  A^  as 
the  linear  invariants  of  the  function  /(-•)•  It  is  now  easy  to  see  that 
thèse  linear  invariants  form  a  complète  System  in  a  more  spécifie  sensé 
than  that  mentioned  above.  Every  ahsolute  invariant^  which  is  a 
rational  function  of  the  coefficients  of  f{z)^  will  be  a  rational  func- 
tion of  the  linear  invariants. 

The  invariant  A^  is  of  spécial  importance.  We  hâve 


80  that  A3  is  equal  to  the  value  wich 


6     {w'Y 


assumes  for  ^  =  o,  if  w  e  \\  rile 

,       dw  „       d'^w  dhv  iv"        3 

dz  dz-  dz^  w         1 

so  that  j  ^v,  z  I  represents  the  Schwarzian  derivative  of  w  with  respect 
lo  z. 

We  shall  fre(juently  thinkof  an  expansion  of  the  function  W=y(Z) 
in  the  neij^hborhood  of  a  point  Zy  not  at  the  origin,  where  /(Z)  is 
analylic, 

W  =/(/.)  =  a„+ a, (Z-..)-f-a2(Z --)'  +  •••, 

and  wç,  shall  then  write 

We  may  then  thinU  of  «o?  '^i?  ^a?  •••?  «is  well  as  w,  u'.  a ',  ...  as  func- 
tions  of  j  and  wc  shall  hâve 

(.8)  A,=  I^^£Z£l='i;^='8. 

flj  6     (ivy  6 
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vvhere 


(.9)  «=^^4^ 


a  spécifie  détermination  of  the  square  root  being  chosen  in  any  parti- 
cular  case. 

Since  A3,  A,,  A-,  ...  are  the  coefficients  of  z^^,  z\,  ...  in  the  cano- 
nical  expansion,  it  is  apparent  that  A^,  A^,  ...  may  be  oblained 
froni  A.,  by  repeated  differcntialioii  witli  respect  to  z^. 

But  \ve  may  exliibit  anotlier  and  more  convenient  differentiation 
process  which  accomplishes  the  same  purpose.  If  we  make  any  linear 
transformation  of  the  independent  variable, 

(20)  z  zzi  — K^y  ao  —  3y  ;z^  o, 

^      '  yz.-^-o  ri  ^ 

we  fînd 

(21)  ^I^    ao-;3y  ^ 

dz        {yz-^ày 

and 

dw f/(v  _  dz  dw  {yz  -h  0)"- 

^2         dz  '  dz        dz     cS  —  [3y 

From  our  knowledge  of  the  fact  that  6^  is  an  absolute  invariant  and 
from  (22),  we  conclude 

(23)  ,  iv,  z     =  - — ^^  =     »r,  z     -^ — —  . 

^\  '{aô-^yy 

dz) 

a  familiar  formula  which  may  aiso  be  veiified  directly. 

More  generally  we  make  the  foUowing  remark.  //  I  is  a  relative 
invariant  of  weight  p^  the  transformation  (20)  will  transforni  I 
into  I  Kvhere 

iz\  _     iyz  +  oyp 


If  I  is  an  absolute  invariant,  we  hâve  p  =  o,  and  therefore 

dl  _  dl 

dw       dw 
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Thus  wc  may  lake  tv,  0,  —  ?  -j-j^-,  '■-  as  a  fundaniental  system  of 


invariants. 

11.  —  Intégral  invariants. 

AU  of  the  invariants  obtained  so  far  are  functions  of  the  values, 
w,  w\  Kv" ,  ...,  which  W=:/'(Z)  and  its  derivatives  assume  for  a  given 
value  z  of  the  complex  variable  Z,  the  function/"(Z)  being  analytic  in 
the  neighborhood  of  this  point.  We  shall  henceforth  speak  of  thèse 
invariants  as  diffcrcnlial  invariants.  But  équation  (23)  of  Art.  1 
enables  us  to  define  a.new  kind  of  invariant  which  we  shall  call  an 
intégral  invariant  oi  i\\ç^  function.  Equation  (23)  may  be  written  as 
lollows 


(  25)  V  1  "^  -Si  dz  =^  \  ;  (v,  z  ;  dz^ 

if  the  square  roots  are  properly  determined.  Let  us  selecl  a  curve  C  of 
fmite  length  in  the  r  plane.  This  cur\e  may  be  open  or  closed  but  it 
should  be  so  chosen  that  v  î  ^^'»  ^1  is  analytic  in  the  neighorhood  of 
each  of  its  points.  Les  G  be  the  curve  in  the  z  plane  obtained  Irom  C 
by  the  transformation  (20).  Then  we  shall  hâve 

(26)  £\/\w,z\  dz=.Jyr^^~ijdz. 

Thus,  the  value  of  the  intégral 

(27)  9  =  /  y/;  (r-,  z  \dz 

remains  anclianged  if  the  indepcnAent  variable  and  the  path  of 
intégration  are  transfornied  simultaneously  by  the  same  linear 
transformation . 

We  may  express  this  by  saying  that  o  is  an  intégral  invariant.  More 
specilically  we  shall  speak  of  o  as  a  simple  intégral  invariant  because 
the  function  under  the  intégral  sign  dépends  only  upon  tv,  vv',  w\  — . 
The  integrand  does  net  itself  involve  intégration. 
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lf\  is  any  absolule  dijfcrential  invariant,  ihe  intégral 


(28)  f\do=f 


=        lJ\iV,  Z>   dz. 


V 

c 


will  be  an  intégral  invariant.  Conversely,  if  vr  is  not  a  linear  func- 
lion  of  z,  any  simple  intégral  invariant  niay  be  expressed  in  lliis 
form. 

The  truth  of  ihe  direct  stateiEent  is  apparent.  To  prove  ihe  con- 
verse Ict 

i  =^  f  Y{Z,   (T',  (V',  <V'",    ...)dz 


< 


be  a  simple  intégral  invariant.  If  w  is  not  a  linear  function  of  ::,  the 
Schwarzian  j  vr,  ::  {  will  not  be  equal  to  zéro  identicaly,  and  \vc  may 
introduce  ©  as  a  new  independent  variable  in  place  of  z.  Then  J 
becomss 


-( 


Ç,[z,.'/^,.-.]do. 


Since  J  is  invariant  for  ail  possible  curves  C,  \ve  inust  hâve 

f/J=r/J. 
Since  we  hâve  also 

do  =:  (f/cp, 

Ave  find 

wich  show  that  -j-  or  log  (  z,  w,  -j--,  •••  j  is  an  absolute  difîerentia! 

invariant. 

There  exists  an  intégrai  invariant  even  simplerthan  cp,  namely  \  dw., 

and  by  an  argument  analogous  to  that  just  completed  we  can  show 
that  any  other  simple  intégral  invariant  may  be  expressed  in  the  form 

/  \dw  where  I  is  an  absolute  differential  invariant.  In  fact  tliis  form 

remains  valid  even  '\{w  is  a  linear  function  of  j,  provided  it  is  not  a 
constant. 
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But  the  absolute  differenlial  invariant  of  lowest  order,  excepting  w 
itself,  is  6.  Therefore 


(29) 


f  9  dw  =  I  Bw'  dz  =  f\/)w,  z{  dz 


is  the  simple  intégral  in\ariant  of  lowest  order,  excepting  only  the 

intégral  /  dw>.  This  latter  intégral  ho^^ever  is  related  so  simply  to  the 

values  of  w  at  the  end  points  of  ihe  path  of  intégration,  that  we  prefer 
not  to  think  of  it  as  an  intégral  at  ail.  With  this  understanding  we 
may  claim  that  o  is  the  simplcst  inie  gr al  invar  lant  of  w  =  f(yZ)  for 
linear  tr  ansformalions  of  the  independent  variable. 

m.  —  The  intrinsic  équation. 
Let  u'  be  given  as  an  analytic  funclion  of  z.  W  e  put 

Od^^\ 


the  square  root  being  properly  specified,  and  the  intégration  being 

performed  over  a  path  C  at  ail  of  whose  points  y  )  ^^'j  -  !  is  analytic. 
If  we  regard  ç  as  a  funclion  of  its  upper  liniit  z,  and  eliminate  r,  we 
obtain  a  relation  of  ihe  form 

(3o)  9  =  F(9), 

where  F  is  an  analytic  function  of  cp,  We  shall  speak  of  (3o),  ^^hich 
expresses  the  relation  bet\\een  the  simplest  differenlial  and  intégral 
invariants  of  ihe  funclion  vv  =/(;),  as  the  intrinsic  équation 
of  vv-  =  f{z  ),  a  terminology  \\  hich  corresponds  to  that  used  by  Cesàro 
in  bis  intrinsic  gconietry. 

The  importance  of  this  notion  for  ou r  theory  appcars  in  the  foUo- 
uing  theorem. 

AU  function  s.,  Kxhich  can  he  ohtained  froni  each  other  hy  linear 
transformation  of  tlie  independent  variable^  hcnc  ihc  saine  in- 
trinsic équation.    Conversety,  if  the  intrinsic  équation  is  gi'^'en, 
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there  will  correspond  lo  il  infîîiitely  many  functions  ail  of  wluch 
inay  be  obtained  from  one  of  tliem,  w=/(z),  by  addiiig  a  constant 
and  rnaking  a  lineav  transformation  of  z. 

The  truth  of  the  direct  theorem  is  obvious,  since  0  and  (p  are  abso- 
lute  invariants  for  ail  linear  transformations  of  ::. 
To  prove  the  converse  we  observe  that 

(3.)  â  =  '=F(?)' 

so  that 

Gonsequently  w  is  determined  as  a  funclion  of  cp  except  for  an  additive 
constant. 

From  the  définition  of  0  we  find 


On  the  olher  hand  we  hâve 

(33)  ].v,z\=.-{w'Y\z,^v\      (>), 

so  that 

(34)  );;,„•;  r=-0^^-[F(cp)p. 

In  the  right  member  of  this  équation  we  may  replace  o  by  llie  func- 
tion  of  w  which  results  for  it  from  (32),  giving  |  ^,  w- 1  as  a  known 
function  of  cv,  say 

and  G(tv)  will  be  independent  of  A. 

If  z  is  any  solution  of  this  équation,  the  most  gênerai  sohition 

will  be 

-_  «g  +  (3 
"  ~  yz  +  è 

(')  Cayley,  Collected  Matlieniaiical  Papers,  vol.  XI,  p.  i52. 
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where  a,   3»  y,  ^5  are  arbitrary  constants.  Thus  if  w  —f{z)  is  one 
funclion  which  corresponds  to  the  given  intrinsic  équation, 


will  be  the  most  gênerai  function  of  the  same  kind. 

The  foUovving-  method  of  proving  tlie  same  theoiera  is  more  élégant 
and  leads  Lo  some  further  results.  Since  (32)  furnishes  an  expression 
for  as  a  w  function  of  cp  by  means  of  a  simple  quadrature,  we  are 
naturally  led  to  think  of  :;  also  as  a  function  of  o.  ÎSow  Cayley  first 
proved  the  formula 

(35)  j,,^;=(^gy[i,,A;{_!a:,:\v!]  (■), 

which    shows    liow    to    transform    the   independent   variable    of   a 
Schwarzian.  If  we  put  s  =  w,  x  ^  ::,  «x-  =  o,  we  fînd 

!  W,  z\  —  \  W,   Z.\[\  iV,   9  i  —  I  ::,   Çp  I  ]. 

l{  w  is  not  a  linear  function  j  u-,  ;  ;  is  not  equal  to  zéro,  and  we  con- 
clude 

(36)  )i^',z.\-\z,  o[=j. 
We  may  vvrite 

(37)  \  z,  o{  =  \w.  o\—i, 

and  our  theorein  non  foUows  immediately  from  the  fact  that  (32) 
gives  the  right  member  of  (87)  as  a  known  function  of  o  which  is 
independent  oï  k,  and  that  ail  solutions  r  of  (87)  are  linear  functions 
of  any  particular  solution. 

But  we  may  actually  indicate  the  analytic  nature  of  this  problem  a 
little  more  closely.  If  0  =r  F(o)  is  the  given  intrinsic  équation,  wc 
lind  from  (32) 

(  '  )   Loc.  cit.  p.  I  5t. 


DIFFERENTIAL    PROPERTIES    OF    FUNCTIONS,     ETC.  4^9 

where  I  is  now  a  known  function  of  o.  Of  course  the  most  gênerai 
solution  of  (38)  is  a  linear  function  of  w. 

Consider  the  linear  homogeneous  différential  équation 

(39)  ^^-+-ïï^^  =  °' 

and  let  W,,  W^  be  two  of  its  linearly  independent  solutions.  Then 

W      . 

:rTT^  will  be  a  solution  of  (38).  Gonversely  if  cp  is  given  as  function 

of  fD,  as  in  the  présent  case,  we  may  find  W,  and  W., .   Let   o  =  o„ 
be  a  value  of  ç  for  which  I  is  analytic  and  let 


(4o) 


moreover  let  the  constant  A'  équation  (32)  be  equal  to  zéro. 

Then  there  exist  in  the  ©-plane  a  circle  of  non-vanishing  radius 
around  cpo,  such  thatfor  ail  points  in  ihis  circle 


W,  =  i, 

do    =°' 

for  <p  ^  ©0, 

W^^o, 

do    -'' 

for  9  r=  cpo  ; 

whence  foUows 
if  we  put 
and  therefore 

Since  we  hâve 


w,;^'-w.^=,. 

acp  "do 

dw  _    d  /WoX  _     I 
d^  '"  d^\WJ~  Wf  ' 


v/: 


'dw  I  dw 

d<^  \/  ^cp 

dw I 

do  ~  F  (  cp  )  ' 
we  may  write 

(4i)  w.  =  v/fT?),       W,  =  ^¥{^)  f     "^"^ 


F(9) 
In  order  to  détermine  3  as  a  function  of  ç),  we  must  intégrale  the 


4lO  E.-.I.    WILGZYNSKI. 

differential  équation 

\  z.  9  I  =  I  —  I. 

Any  solution  of  this  équation  may  be  equated  to 
(42)  ^  =  |, 

where  Z,,  Z^,  are  independent  solutions  of 
(^3)  ^  +  i(,_,)Z=o. 

We  may  write  this  équation  in  lh(,'  form 
(44)  ^  +  liz  =  lz 

and  intégrale  it  as  though  the  right  member  were  a  known  function 
of  cp,  that  is,  as  though  (44)  were  a  non-homogeneous  linear  diffe- 
rential équation  whose  right  member  is  given.  We  find  in  this  ^vay 
that  any  solution  of  (44)  salistîes  the  équation 


z  =  c,  W,  -+-  C2W0+  W,   /     ;^  z  (-  W,)  d'l>  +  W,  /     -ZW,  rfv|>, 


where  W,  and  W.,  are  given  by  (4i)j  or  if  we  put  the  arguments  into 
évidence, 

(45)   Z(cp)  =  c,W,(cp)-+-C2W2(cp)+-   f  [W,(d;)Wo(9)-W,(9)W2(d/)]Z(J;)rf<l. 


'?0 


if  Z,  andZ2  dénote  those  solutions  of  {.^\3)  which  are  dcjîned  hy 
the  sàme  initial  conditions  (4o)  which  détermine  W,  and  Wo,  Z, 
and  Z2  will  satisfy  the  t<\o  intégral  équations 


and  ^ve  s  liait  liave 


(46)      Z^.(9)  =  \V/,(cp)-t-  '-  f    LW,((];)W,(9)  -  W,(9)W.,(J;)]Z/,(6)fl^J;, 

(/;  =  .,  2) 


«Z,H-(3Z, 
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as  the  most  gênerai  expression  for  tlie  independent  variable  z 
which  corresponds  to  the  given  intrinsic  équation. 

The  common  kernel  of  the  Iwo  intégral  équations  (46)  may  be 
written 

(47)  _  K(^,  q;)  =  v/fX9Fôr)J|    p^' 
so  that 

(48)  K(9,  4;)=-K(J>,  9). 

Therefore  the  kernel  is  skew  symmetric.  Tlius,  the  gênerai  prohlem 
of  finding  the  functions  which  correspond  to  a  given  intrinsic 
équation  has  been  reducedto  a  probleni  inlinear  intégral  équations 
of  the  Volterra  type  with  a  skew  symmetric  kernel. 

We  shall  actually  détermine  the  intrinsic  équations  of  several 
important  classes  of  functions  later.  For  our  présent  purposes  it 
suffices  to  note  a  few  very  simple  cases. 

If  w  is  a  linear  function  of  z,  but  not  a  constant,  0  is  identically 
equal  to  zéro.  Thus,  the  intrinsic  équation  of  linear  functions 
is  ô  =  o. 

Let  usconsider  the  function 


we  find 
so  that 

and 


\v  =z  a  log:;,  a  p:^  o, 


nf  =1  —  a: 


a\J-: 


The  same  value  of  0  will,  of  course,  be  obtained  if  we  replace  z  by 
a  linear  function  of  ^. 

Therefore,  tJie  intrinsic  équation  of  functions  of  the  form 

(49)  •  "^=7i='''§T~ri' 

where  k,  a,  p,  y,  o  are  constants.,  is  (i  =zk  ^  o. 
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We  shall  henceforth  speak  of  functions  of  the  form  (49)  as  loga- 

rilhniic  functions. 

Finally  let 

w  zn  e"^^  +  b ^         azT^o. 

where  a  and  b  are  constants.  We  find 


!  «^  ^  ! 

-       'a'           9  -    '    e-'-    ' 

i 

2        '                            v/2                       \/2    'ï'- 

^ 

^.v,                            \/2             "'0—  6 

iv  —  b  z=(Wo —  b)  e-'*^-? 

6=    ._     '            e^s^.^. 

whence 

and  therefore 

v/2  (  tvo  —  6  ) 

Therefore,  ihe  intrinsic  équation  of  any  exponential  function  of 
the  form 


y.  ■- 


■3 


(5o)  w  =  e^'-^^  +  /, 

where  l,  a,  [3,  y,  0  <2/"^  constants^  is 

(5i)  ■  9  =  Ae'v/2?^ 

where  k  is  a  constant^  which  may  be  equated  lo  iiuily  if  the  lower 
lirait  of  the  intégral  invariant  o  be  selected  accordingly. 

IV.  —  Rational  osculants. 

In  order  to  be  able  to  interpret  the  invariants  aheady  found,  and 
for  the  purpose  of  obtaining  still  others  of  a  more  fundamental  cha- 
racter,  we  now  introduce  a  device  siiggested  by  difTerential  geometry. 
In  the  metric  theory  of  plane  curves,  for  instance,  certain  osculating 
curves  ofa  simple  character  are  introduccd,  such  as  tlie  tangent,  the 
osculating  circle,  etc.  The  properties  of  thèse  oscillants,  and  their 
relations  to  cach  other  constitute  the  subjcct  mal  1er  of  dilTerential 
g-eometry.  But  the  kind  of  osculants  considered  in  any  part  of  diffe- 
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rential  «^eometry  dépends  essentially  upon  the  group  of  transfor- 
mations vvhich,  in  that  branch  of  geometry,  is  regarded  as  funda- 
mental.  Thus  the  osculating  circle  plays  no  part  in  projective 
diflerential  geometry,  since  a  projective  transformation  does  not,  in 
gênerai,  transform  a  circle  into  a  circle. 

Our  présent  investigations  are  in  the  domain  of  the  theory  of  lunc- 
tions  of  a  complex  variable,  and  we  are  intereslcd  in  those  properties 
of  sucli  functions  which  remain  unclianged  under  any  linear  transfor- 
mation of  the  indépendant  variable.  Now  obviously  a  rational  func- 
tion  of  degree  n  will  be  transformed  into  another  rational 
function  of  ihe  same  degree  by  any  linear  transformation  of  the 
independent  variable. 

Again,  let  us  consider  tvvo  analytic  functions 

(t^i  =r  <7o+  a,G  +  a2C-  +  , .  .-I-  a/,3*+  flf/,+]S^'+'  -+-..., 

H'.,  —  ^0  +  ^1  -   +  ^2  =^  +  .  .  •  -^-  ^A  -''■  +   ^/l+l  S''^*  +  .  .  .  , 

which  are  so  related  that 

We  shall  say  that  the  t<\o  functions  hâve  ^"'  order  contact  at  the 
point  z  =  o.  The  point  r  =  o  may  be  called  the  point  of  contact.  Let 
us  now  subject  ;  to  any  linear  transformation.  Formulae  (5)  show 
that  we  shall  bave 

Consequcntly,  the  order  of  contact  between  two  functions  remains 
unchanged  under  linear  transformations  of  the  independent 
variable. 

Therefore,  the  following  problem  clearly  belongs  to  our  field.  To 
détermine  the  rationcd  function  of  degree  a  which  has  contact  of 
the  highest  possible  order  with  a  given  analytic  function  at  a  given 
point.  We  shall  henceforth  speak  of  this  function  as  the  osculating 
rational  function  of  degree  a. 

This  problem  may  be  solved  very  easily  by  explicit  formulae.  It  is 
included  in  a  more  gênerai  problem  studied  by  several  mathemati- 
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cians,  especially  by  Frobenius  (^),  and  byPadé  (=^),  namely  the  follo- 
wing  :  to  détermine  the  rational  function,  whose  numerator  is  of 
degree  a  and  ^Yhose  denominator  is  of  degree  p,  such  ihat  the  power 
séries  expansion  of  this  fraction  at  a  specified  point  (say  al  j  =  o) 
shall  agrée  with  a  given  power  séries 

as  far  as  possible,  that  is,  ordinarily  to  a  +  [î>  +  i  terms.  TJie  fractions 
obtained  in  this  way  raay  be  arranged  in  a  double  entry  table  usually 
known  as  Padé's  table.  We  are  only  interested  in  those  fractions  of 
Padé's  table  for  which  a  =  [3,  that  is^  those  which  would  be  located 
normally  in  the  principal  diagonal.  The  reason  for  this  is  apparent. 
To  specify  the  degrees  of  numerator  and  denominator  separately  is 
équivalent  to  the  requirement  that  a  certain  number  of  zéros  or  pôles 
of  the  rational  function  shall  be  at  infinity.  But  in  our  présent  theory 
the  point  at  infinity  is  in  no  way  dislinguished  by  spécial  properties. 
The  formulae  of  Frobenius  give  us  immediately  the  following 
results. 

Given  the  expajisioji  of  a  function,  analytic  in  the  neighhorJiood 
ofz  =  o, 

iv  =:  Uq  -{-  ûi  i  -h  a 2  z-  -\- .  .  .  +  a/- z'''  -\-  . . . . 

The  osculating  rational  function  of  de  grée  a  will  be 


(52) 

Ta 

where 

au 

a,. 

.  .,       Oa, 

(53)       i\  = 

a.,. 

«:n 

.  .  ,        .  .  .  .  , 

«,c^-hao-*~' 

^a+i» 

^a+-2i 

•  •  ^      «'a, 

^a-^-4-«a-i-*'  ' 

(')   Crelle's  Journal,  vol.  90,  i88i. 

{'^)  Annales  scientifiques   de  l' Ecole   Normale  supérieure,   3''  série,  1892, 
vol.  9. 
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4i5 


and 

(54) 


u.= 


«1, 

«2) 


«25 
«3, 


1      <fa-t-i 


'a-t-i)      "a+2 


Moreover  this  ralional  funciion  will  actually  he  of  de  grée  a  and  in 
Us  lowest  terms^  if  and  only  if  the  déterminant 


(55) 


is  différent  from  zéro. 

The  following  relation  belween  two  successive  rational  osculants 
should  also  be  noted 


«1, 

«2, 

.  .,      «a 

«21 

«3. 

• • )      ^a+i 

«a. 

<^a-+-H 

•  . .      «2a- 

(56) 


U. 


u.u. 


(•). 


One  very  obvions  remark  may  be  made  atonce.  The  quantities  c^, 
defined  by  (55),  are  relative  invariants  of  the  function  w  ^f(^z) 
under  linear  transformations  of  the  independent  variable. 

To  prove  this,  let  us  suppose 

Then  each  of  the  osculants 

Ta-, 


Il      li 


U«-/ 


is  actually  of  the  degree  indicated  and  is  not  réductible  to  a  lower 
degree,  but  according  to  (56)  we  shall  bave 


Ua  U«_, 

In  other  words,  the  rational  osculating -function  of  degree  a,  which 
bas  2a*''  order  contact  with  «',  is  not  in  its  lowest  terms  but  reduces 


(*)  Frobenius,  toc.  cit.^  p.  6,  équation  (i6). 
Journ.  de  Math.,  tome  I.  —  Fasc.  IV,  1922. 
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T    _ 

to  ff— ^-  That  is,  the  osculating  rational  funclion  of  degree  a  —  i  has 

not  only  contact  of  order  2(a  —  i)  witli  a=y(r)  but  contact  of 
order  at  least  2a/We  sliall  say  that  it  IiyperoscAilates  the  function 
w  =ffz).  But  hyperosculation  is  obviously  a  property  invariant 
underlinear  transformation.  The  refore  the  condition  c'a=o  is  an  inva- 
riant équation^  and  Cy_  must  be  an  invariant,  as  slaled  above. 

Since  the  sum  of  the  indices  in  any  term  of  ihe  expanded  détermi- 
nant is  a^,  the  weight  of  c^  is  equal  to  cl-,  and  the  effect  ofthe  infi- 
nitésimal transformation  (7)  upon  Crj,  is  given  by 

(  57  )  0  Ca  =:  a'  X  Cx  ot. 

The  direct  proof  of  (S^)  is  somewhat  complicated  and  may  be 
omitted.  The  invariants 

c,  =rai,         c,  =  «1  «3 — a\^ 

bave  already  made  their  appearance  in  Art.  1.  Moreover  tlic  con- 
ditions 

(58)  Ca-1^0,  Ca=:0,  Ca-^,  =  0,  Ca+2=0, 

obviously  imply  that  w=^f{z)  is  a  rational  function  of  de- 
gree a  —  I . 

This  also  follows  from  the  fact  that  the  coefficients  of  the  power 
séries  will,  in  ihis  case,  possess  a  scale  of  relation. 

Of  course  the  invariants  c,,  Co,  C;,,  ...  do  not  form  a  complète 
syst'îm.  For,  as  ue  advance  from  c^  to  f^j^.,,  \.\\o  neu  coefficients,  a.,g_ 
and  floa+i,  are  introduced  at  the  sanie  time.  It  is  easy  however  to 
form  a  complète  System  from  thèse  invariants  by  adding  to  them  the 
invariants 

(59)  f/a=aicâ— 3a-<7.Ca. 

That  thèse  quantilios  are  invariants  is  easily  seen  as  follows.  Since  c^ 
is  a  relative  invariant  of  wei^ht  a^,  — ^  is  an  absolute  invariant.  The- 
refore  (See  Art.  l)  its  dcrivative  is  a  relative  invariant.  But  this  dcri- 
valivc  is 
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Since  «,  is  a  relative  invariant,  the  numerator  ol'  this  fraction  is  aiso  a 
relative  invariant;  but  this  numerator  reduces  to  d^^  since 


Of  course  the  weight  of  c^^^  is  a-  +  2. 

We    can    find    a    simple  gênerai  expression  for  c^^  in   terms  ol 
a,,  a.^,  ...,  a.20L-  To  do  this  we  observe  in  the  fîrst  place  that 


(60) 
since 


a'/,=  {k->ri)ak         {k  =  o,.i,  2,  .  ..), 


I 


a'k  =  —.  w(''-+'' 


(/>■  +  !) 


(A--hi)l 


,v,(A-+i), 


Now  let  us  Write  c»  as  follows 


a'/', 

«^',          .  . 

•^      «r/', 

<^ 

"/.-i-I  ' 

..,       <*' 

4"> 

<^          ■  ■ 

.,      «i*-", 

<P 

"A+2     ' 

-       «^*/. 

•  •  •  ) 

a"' 

"a+n 

•  )      ) 

<'|/,-P 

1 

•^       «'.^a'-, 

where  the  upper  indices,  which  indicate  the  column  to  which  eacli 
élément  belongs,  havç  been  introduced  merely  for  the  sake  of  fîxing  a 
notation  for  the  cofactors.  We  actually  hâve 

and  we  shall  dénote  by  A|^^'  the  cofactor  of  «]^",  so  that 


Ca  =  2  «'"^'  -2  «:^.^;^t  =  -  •  -=2  <lK%r 


We  find 

a  — 1 

a'" 

«■>^ 

• • • )         "A-i     5 

«/,+-l5 

"a  5 

"a+i' 

•  •  ■  !        "an-*— 2' 

a  a^.+a 

•1      '*2a— 1 

a., 

«2, 

..,     aot-1, 

(a-t-i) 

«a+i 

■+- 

•  •, 

•  •  ) 

•  -,      

) 

«a, 

«a+i,       • 

•  •  )      (h'x—î-, 

2aa2a 

4i8 
or 
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+  (  a  +  I  )  «a+i  A[^«)  +  (  a  +  2  )  «a+o  A|,«l ,  +  .  .  .  +  2  a  floa  A'j^^L,. 

Thus  we  hâve  found 


a,     A('i      +2  «3     A^i      + 
r/,,     A!,2i      +2^4     A'2'      +, 


..+  (a  — i)aa       A'^'i,   -Fa«a+i  A'à' 


+  «a     Aî,«_->'  +  2  «a+i  Al,«-"  +  ...+  («-,)  a,a-2  ^^l  +  ^  «,»-  ,  A.^^-',» 

+  «a+,A^*'    +2a,^,AJ,<':),  +...+  (« -i)«,a-iAi«j_,  4- «r/,,    Ai«L, 
+  aK+,A<f)4-    a^,,k.^^i,    +. +    «2a     A(*LJ. 

The  sum  of  the  first  a  terms,  in  the  fiist  column 

a2A',"  +  ...+  aa+iAJf)=o. 

The  same  thing  is  true  of  tlie  sum  of  the  first  a  terms  in  ail  of  the  other 
columns,  except  the  last.  Consequently 

Ca=      «[«a-t-iA;,"  +  a«+oA(^^)^,+  .  ..+  a.,a A (*,'_,] 
+  a[aa+,A;,*'+  «a+2Aj£'^,  +  .  .  .  +  a2aA<«L,], 


«1, 

a,, 

,      «a 

«2. 

«3, 

•  •  ) 

«   •    • 

,      «a-+-i 

«a-1, 

«a» 

... 

«2a- 

«a+i- 

«a+2) 

,      rt^a 

so  that  we  find  finally 


(6i) 


where  the  déterminant  dilfers  from  that  for  c^  only  in  ihe  lasl  row. 
Tlie  derivative  of  c^  is  obtained  by  increasing  ihc  index  of  cacJi 
eleineiit  in  the  lasl  ro<,v  of  c^I)ya  single  unityand  ihen  nudtiplying 
tlie  Kvhole  déterminant  by  'iol. 

This  formula  assumes  an  inleresting  form  if  we  rcmcmber  tliat 

I       (t'^W 
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As  a  resuit  of  formula  (6i)  we  may  regard  the  invariants  d^  as  being 
known  in  terms  of  the  coefficients  a,,  a^^  ...,  àja?  iïi  l^e  form  of  sums 
of  two  déterminants. 

The  direct  proof  of  (57),  which  has  been  omitted,  may  bc  based 
upon  a  calculation  very  similar  to  the  one  just  completed. 

We  proceed  now  to  study  the  distribution  of  the  pôles  and  zéros  of 

T 
thèse  rational  osculants.  The  osculating  linear  function  isy^»  where 


Ut' 


T, 


«1 ,     ci^  z- 

«2,         «1  3  -i-  «0 


U.: 


ai,     z 
«2,      ' 


Therefore  we  find  the  formulae 


(62) 


do  ai 


aoo,—  a] 


where  p  is  the  pôle,  and  e  the  zéro  of  the  osculating  linear  func- 
tion. 

The  expression  for  the  osculating  quadratic  function  dépends  upon 
«0,  a^,  cto,  «3  and  a,,.  If,  in  this  expression,  we  replace  a,,  by  an  arbi- 
trary  parameter  À,  we  obtain  a  one-parameter  family  of  quadratic 
functions  each  of  which  will  hâve  third  order  contact  with  the  function 
w^f{z)  at  :;  =  o.  We  shall  speak  of  thèse  quadratic  functions  as 
penosculating  quadratics.  The  osculating  quadratic  is  that  penoscu- 
lating  quadratic  tor  which  \  has  the  value  a,,. 

The  denominator  of  the  gênerai  penosculating  quadratic  is 


(63) 


a. 

a. 

a. 

«3 

«3 

1 

:zz  {la.2 —  al)z^  +  («2<^3 —  lai)z  -i-  a^a^ —  al. 


Since  its  coefficients  are  linear  functions  of  X,  there  will  exist  in 
gênerai  two  values  of  X,  call  them  );,  and  X2,  for  which  the  linear 
factors  of  (63)  will  become  identical.  Thèse  values  of  A  are  given  by 


(64) 


—  «2 (2 «2  —  3^1  «3)  ±  2 {al 


a^a^f 


Those  penosculating  quadratics  which  correspond  to  }v  =  X,,  and 
to  A  =  A2  will  be  the  only  ones  whose  two  pôles  coincide.  We  shall 
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call  them  the  sin'j:ular  penosculalin»:  quadratics.  Let  p^  and  p^  be  the 
pôles  of  tlie  singular  peiiosculating  quadratics.  Theii  /?,  and/?2  ^^i^l  be 
obtained  from  tlic  factors  of  (63)  by  equating  A  to  X,  and  Xo  respec- 
tively.  Thus  we  find  that 


.  ,  .  »  <^l  ^3 (l', 

K^—ao,         A,  =1:1,         A,=ro,         A3=     ' 


a\ 


i  r-r^  «2+  ^o-^  —  aïa^  (79  —  \J al  —  a,  «^ 

(,od;  p^ — ,         p., — -, 

«3  «3 

are  ihc  pôles  of  ihe  two  sitigularpenosculating  quadraiics. 

Let  us  assume  a^  ■=!=  o,  and  that  the  séries  under  considération  bas 
ben  reduced  to  its  first  canonical  form  (See  Art.  1).  Then  we  shall 

bave 

(P=z  Ao+  Aj;;  +  A.s- +  A3=3  +  .  . ., 

where 

Thus  we  find 

showing  that  the  four  points  o,  p^  /;,,  p.,  form  a  harmonie  set,  that  is, 
the  cross-ratio 

(66)  (o,  /J,/?,,/?2)  =r—  I. 

Now  the  cross-ratio  of  four  points  in  the  z  plane  is  left  un- 
chaiiged  by  ail  linear  transformations  of  ::  ;  to  a  function  of  z  and 
the  Unear  function  which  osculates  it  at  j  =  o  will  correspond  the 
transformed  function  and  its  linear  osculating  function.  Consequently 
we  obtain  the  following  theorem. 

Lel  z  be  any  point  of  llie  plane  in  the  neighborhood  of  which  the 
function  /(^)  is  analytic  and  wliere  f'(z)  is  /tôt  eqaal  to  zéro. 
Co/isider  the  osculating  linear  function.  and  tlie  two  singular  penos- 
culatiag  quadratics  of  f(^z)  which  beloiig  to  the  point  z,  which  shall 
henceforth  be  called  the  point  of  contact.  Then^  the  point  of  contact 
and  the  pôle  of  the  osculating  linear  function  arc  separated  Iiar- 
nionically  by  tlie  pôles  of  the  two  singular  penosculating  qua- 
dratics. 

Of  course  this  gives  us  the  corollary  ihal  the  four  points  nientioned 
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are  on  one  and  the  sanic  clrcle,  it  being-  understood,  as  is  customary 
in  this  theory,  that  a  straight  line  is  lo  be  regarded  as  a  spécial  circle, 
namely  a  circle  through  infinity. 

In  proving  this  theorem  we  made  use  of  the  canonical  form  of  the 
expansion.  Of  course  the  theorem  may  be  proved  vvithout  this  device, 
but  not  without  some  calculation.  It  suffîces  for  this  purpose  to  note 
that 

,a    \  2  11 

(67  -  = \ , 

■  P  P^  Pi  . 

an  équation  which  is  équivalent  to  (GG). 

Let  us  now  consider  any  penosculating  quadratic,  and  let  us  dénote 
its  pôles  by  ^',^'  aud  yo',''.  Thèse  pôles  will  be  distinct,  except  when  X  is 
equal  to  either  A,  or  Xo,  and  they  will  always  be  the  roots  of  the  qua- 
dratic équation, 

(68)  {\a.i—  al)  z-  -^  {o^a^ —  A(7i  ):  -t-  «,  «3  —  a|  ^:  o, 

which  is  obtained  by  equaling-  (G3)  to  zéro.  According  to  (65)  p^  and 
p.,  are  the  roots  of  the  quadratic 

(69)  <T:i5" — 2a2^4-ai=0. 

But  the  harmonie  invariant  of  thèse  two  quadratics,  namely, 

()>rt2  —  «^3)^1+  (<^)«3  —  al)(lz-\-  ('^2^3 X(7,)(72 

is  equal  to  zéro  for  ail  values  of  X.  Consequently  p'^  and  yo'^  are  har- 
monie conjugales  with  respect  to  p^  and  p.^.  This  gives  rise  to  the 
following  theorem. 

The  pôles  of  every  penosculating  quadratic,  and  tJierefore  also 
the  pôles  of  the  osculalmg  quadratic,  are  harmonie  conjugales  of 
each  otJier  ^vilh  respect  lo  the  pôles  of  the  two  singular  penosculating 
quadratics. 

The  same  resuit  may  also  be  expressed  by  saying  that  the  pôles  of 
the  penosculating  quadratics  are  pairs  of  an  involution. 

Equation  (68)  will  furnish,  as  its  roots,  the  pôles  of  the  osculating 
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quadratic  if  we  put  A  =  a,.  Therefore  we  find 


(70) 


-7, +  ^2  = 


Cfl  «4 «2^3 


a-^a. 


a-. 


9i(j!2 


rti  as  —  a':, 


^2*^4  —  ^â 


~  > 


where  q^  and  q^  dénote  ihe  pôles  of  the  osculaling  quadratic. 

We  now  pass  to  ihe  considération  of  penosculating  and  osculaling 

T 

cubics.  The  osculating  cubic  is  j^>  and  the  penosculating  cubics  are 

L'a 

obtained  from  ■—■  by  writing  an  arbitrary  parameter  A  in  place  of  a^. 
Thus  the  pôles  of  the  penosculating  cubics  are  the  roots  of 


(7O 
where 

(72) 


-3 


_2 


«1  «2  (l 

a,  «3  «. 

a^  a;  ac      z 

a.  a..  X       I 


—  Ag3+  B^^— C^  +  D  =  o, 


C  = 


«2 
«3 

«1 

a, 

«4 


«3 

«4 

«3 
(7  5 


a4 

«5 

^'3 


D 


«t 

a. 

«3 

«3 

«t 

«5 

^4 

«5 

>. 

«1 

a-i 

^3 

«2 

Oî 

«4 

«3 

«4 

«5 

Since  the  coefficients  of  (71)  are  linear  functions  of  X,  the  pôles  of 
every  penosculating  cubic  constilute  a  triple  of  a  cubic  involulion. 

The  product  -Uo,  where  Uo  is  the  denoniinator  of  the  osculaling 
quadratic^  will  be  the  denominator  ofone  penosculating  cubic^  namely 
that  one  vvhich  corresponds  to  A  =  co.  There  also  exists  a  penoscula- 
ting cubic,  one  of  Kvhose  pôles  coincidrs  Kvith  tlie  pôle  of  tlie  oscu- 
laling linear  funclioii. 

In  order  to  détermine  the  essenlial  properties  of  ihis  lalter  cubic, 
let  us  assume  that  the  given  expansion  for  \v=^f(^z)  is  in  the  first 
canonical  form,  so  that 


(73) 

we  then  find 

(74)       p  —  ^, 


«1  =  1, 


a«z=  o. 


Pi-^Pi  —  o, 


Çi 


«7;,—    A3. 


A* 


flx'll  —  —   T-- 
••V3 
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In  order  thaï/?  =  qo  may  be  a  root  of  (71),  we  must  hâve  A  ==  o,  and 
this  condition  furnishes  the  following  equalion  for  X  : 

(75)  l=^^{2A,A,-\l). 

Let  r,  and  r^  be  the  remaining  two  pôles  of  this  spécial  penosculating 
cubic.  Then  r,  and  Ta  are  the  roots  of  the  quadratic 

BqS" — CqS4-D  =  o, 

obtained  from  (71)  by  substiluting  for  X  the  value  given  by  (75). 
Consequently  vs^e  hâve 


(76) 

But  we  find 


1  +  —  =  ^,         — î—  =^ 
/■i        /•,        D  /•,  /■.,        D 


^o  =  -^{^^l^.-K),  ^0=^' 


so  that 

(77) 

From  (74)  ^^e  find 


I         I  Ai  I     A-l  —  A3A3 

r,        r.,        A3  r,  r,  A^ 


2A, 


(78)  ,=  11111.  =  ^., 

qi  +  g-2         Ai 

and  from  (77)  we  find  similarly 

so  that 

,„  .  2        1         I         I        I 

(80)  -= \ =r \ 

r        7,        ^2        /•,        /•., 

According  to  this  équation,  x  is  the  harmonie  conjugale  of  the 
origin,  both  with  respect  to  5',,  q.^  and  with  respect  to  r, ,  r.,.  The 
point  T  willappear  sofrequently  in  our  theorems  as  to  make  it  désirable 
to  give  it  a  name.  We  tlierefore  formulate  the  foUowing  définition. 
The  point  T,  which  is  the  harmonie  conjugale  of  the  point  of  contact 
with  respect  to  the  pôles  of  the  osculating  quadratic^  shall  be  called 
the  quadratic  satellite  of  the  point  of  contact. 
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We  may  now  express  the  contents  of  équations  (80)  as  foUows. 
Consider  the  spécial penosculating  cubic  one  of  whose  pôles  coïncide 
witJi  the  pôle  of  the  osculating  linear  function.  Ils  olher  two  pôles 
will  be  separaled  hannonically  by  the  point  of  contact  and  the  qua- 
dratic  satellite. 

Still  another  formulation  of  this  theorem  is  the  following.  The 
involution  dcterniined,  by  the  two  point-pairs  {g,,  q^)  and  (/•, ,  To) 
has  as  its  double  points  the  point  of  contact  and  Us  quadratic 
satellite. 

We  hâve  characterized  geometrically,  the  denominators  of  two  of 
the  penosculaling  cubics,  namely 

z{z  —  q,){z.—q.;)     and     (;;—/>)  (c  — /•,)(-  — Tj), 

where  tlie  latter  may  be  replaced  by  (^  —  i\)  (^z  —  /%  )  if  the  expansion 
of  /(-)  is  assumed  to  Ije  in  its  canonical  form.  The  pôles  of  any 
peiiosculating  cubic  will  then  be  the  roots  of  the  équation 

(81)  z{z~q^){z  —  q.)  +  lJ-{z  —  i\)  {z  —  r^)  =  o, 

whicli  is  merely  another  form  for  tlie  cubic  involution  (71). 

Lel.9,,  s.,,  .Ç3  be  the  roots  of  this  cubic  for  a  given  value  of  a,  so  that 
5,,  5o,  .?;,  form  a  triple  of  the  cubic  involution.  We  find 

(82)  i.sv=^,  +  r/2— p.,         ^SiSj=q^q.^—  ix{r^-v-  r^_),         s^s.s  ^  —  —  ^i\i\_, 
and  thercfore 

(    ^!!.'ij—{r\+  r^)lSi=q^q.,—  {q,+  q.){l\-\-  r.2), 
(  .y,  ,f2 .V3  —  i\  f,  2 .V ,•=:—(  <7,  -+-<7.,)  /•,  /'o. 

The  équations  (83),  being  independent  of  tx,  represent  tliose  pro- 
pcrties  of  ihe  triples  of  our  involution,  which  arc  common  to  ail  of 
them. 

Let  us  détermine  lliose  triples  of  the  involution  which  hâve  two 
coincident  points.  They  correspond  to  thosepenoscuhuingcubics  which 
hâve  a  multiple  pôle,  and  which  we  shall  call  the  singubir  penoscu- 
laling cubics.  For  such  a  triple  we  may  put 

A  I S  2  —  Cl  ^j  .S  j  ^—  G  ) 
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If  we  substitute  thèse  values  in  (83),  we  find 

d--i-  2de  —  (/•,+  r2){2d  -h  e)  =  ^1^2—  (^i-l-  ^O  (/'!  +  f'i)i 


(84)  , 

(  d-e  —  t\t\{2d  -t-  e)  =  —  («7i-f-  q=!.)î\r.,, 

whence 

i^_  /'ir2[2^— (Vi  +  r/O] 
~~  d'^  —  r.  f\ 

^  _  (r,  4-  /\)  e"  +  [r/i  g.,  —  r,  r^—  (V/i  +  c/^)  (r,  +  /•2)]e  +  (<7i  +  r/.,)  Ti  r,  _ 
"■  'île— /'Ole— /'a) 

If  the  value  of  e  from  (85)  is  substituted  in  tlie  first  équation  of  (84), 
we  obtain  the  biquadratic  équation 

(86)  C^*—2(/-i+  /•2)C?^-(-  [S/'i/-,—  7,^2+  (71  +  ^2)  (/•,+  r2)]<i- 

—  2  r\  r\  (  7,  +  q.,  )  d  +  /•,  i\_qs,  q^  =  o, 

for  tlie  double  points  d^ofthe  cubic  imolution.  To  eachof  thèse  four 
double  points  there  corresponds,  by  mcans  of  (85)  a  point  e^  at  its 
companion^  and  we  obtain  in  gênerai  four  singular  penosculaling 
cubics  each  of  which  bas  one  of  the  points  dj.  as  a  double  pôle  and 
whose  remaining  pôle,  in  gênerai  distinct  from  di^,  will  be  C/^. 

Of  course  équation  (86)  might  also  hâve  been  obtained  by  equating 
to  zéro  the  Jacobian  of  the  pencil  of  binai  y  fornis  (71). 

We  may  write  (86)  as  foUows 


r^r.        Z'J   d-        qxq-ir  d        q^q-ir^r. 


4 


didjd);        q^q^x 

i,j,k  =  1 


did^d3d^z=z  q^q^i\r^. 


The  first  of  thèse  équations  is  capable  of  a  simple  interprétation. 
Let  us  put 

^^^  d.-^dj-d-;     T.-^di-d:,' 
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where  i,  jy  k,  l  represent  the  indices  i,  2,  3,  4,  arrangedinany  order. 
Then  we  shall  hâve,  according  to  (88), 

,     .  112 

(90)  —  +  —  =  -. 

Consequently  the  four  double  pôles  of  t/ie  four  singular  penoscu- 
lating  cubics  hâve  the  following  properly.  Select  any  tivo  of  them, 
dianddj,  and  détermine  the  harmonie  conjugate^  d^j^  of  the  point 
of  contact  with  respect  to  them.  Proceed  in  the  same  way  with  the 
other  two  double  pôles,  dj^  and  d^,  giving  rise  to  the  point  d/,/.  The 
points  dij  and  d/^i  will  be  Jiarmonic  conjugates  of  each  other  with 
respect  to  the  point  of  contact  and  its  quadratic  satellite. 

The  four  points  di  may  he  arranged  in  two  pairs  in  six  différent 
ways,  thus  giving  rise  to  six  pairs  (rf,y,  d,^,).  According  to  the 
theorem  just  proved,  each  of  thèse  pairs  détermines,  with  the  point  of 
contact,  a  circle  passing  through  the  point  t.  A^  e  obtain  in  this  way 
six  circles  of  the  pencil  determined  by  the  point  of  contact  and  its  qua- 
dratic satellite. 

A  sitnilar  relation  may  be  obtained  from  (86).  Let  us  put 


(90  fij  =  -  {di+  dj),         //,/  =  -(«'/,  4-  d,).  /■=-(/•,  4-  r.^). 

Then  we  find  from  (86), 

(92)  ;  (/v +//./)  =  '•■ 

But  in  deducing  équation  (86)  we  used  the  canonical  expansion,  so 
that  the  pôle  of  the  osculating  linear  function  p  was  at  inlinity.  Con- 
sequently équations  (91)  and  (92)  indicate  that  (/,/,/?)  and(â?/,rfy) 
are  harmonie  pairs,  that  (fk^p)  and  {dk,d/)  are  harmonie,  etc.  ^^  e 
obtain  therefore  the  following  second  properly  of  llie  points  d^. 

Select  any  two,  d^  and  dj,  of  the  four  points  d^,  d.,,  f/.,,  d^,  and 
détermine  the  harmonie  conjugate,  fij,  of  the  pôle  p  of  the  oscula- 
ting linear  function  with  respect  to  them.  Proceed  in  the  same  way 
with  the  remaining  two  points,  d^  and  di,  gi^-ing  rise  to  the 
point  //,./.   TJir  resulting  two  points,  fij  and  fi^,,  will  be  harmonie 
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conjugales  of  each  olher  with  respect  lo  the  pôle  of  tlie  osculating 
linear  function  p,  and  the  point  r,  which  is  itself  the  harm&nic 
conjugate  of  p  with  respect  to  i\  and  i\. 

We  obtain  in  ihis  way  six  circles  of  the  pencil  determined  by  p 
and  r. 

Lel  us  put  further 


2--'^     -'-      •''-'    ./;,+/ 


kl 


so  tliat  q  is  the  harmonie  conjugate  of/?  ^Yilh  respect  to  ^,  and  ^^5 
dij^i  is  the  harmonie  eonjugate  ofp  with  respect  to  c^,-,  and  â?;t/,  and 
fij^i  is  the  harmonie  conjugate  of  the  point  of  contact  with  respect 
\.o  fij  and/;^7.  We  shall  hâve 

(94)  q^q^  =  q-,  r^r,— rz. 

If  we  make  use  of  the  coefficient  of  d'-  and  the  constant  term  of  équa- 
tion (86),  we  lînd 

(9^)  /uàij+/kid/c/+f,j//c/=^f'z-   qz-\-kqi\ 

dijdkifijfki  —  qrz'-. 

On  account  of  (98),  the  last  équation  may  be  written 

(96)  dijkifijKi=qz  =  q^q., 

so  that  dijifi  diX\àfij^(  are  a  pair  of  tlie  involution 

(97)  ^^'=qig-2. 

of  which  z  =  o,z'  =  cc,  and  z  =  q^,  z' =.  q^,  constitute  two  other 
pairs. 

Thus  the  involution  of  Kvhich  the  point  of  contact  and  the  pôle  of 
the  osculating  linear  function  forni  one  pair^  and  for  wich  tlie 
pôles  of  the  osculating  quadratic  form  a  second  pair,  also  contai ns 
the  pair  d^j^i,  fijki- 

Let  us  assume  that  û?,  and  d^  are  distinct.  Then 

^z  —  d,)\z~-e,-)     and     {z  -  d^f^z- e^). 
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will  be  two  distinct  forms  of  the  cubic  involution  (71),  and  this  invo- 
lution  may  be  rewritten  in  the  form 

(98)  ^z  ~  d.Yiz  -  e,)  =-A z  -  d,Y-( z  -  e,). 

Let  5,,  ^2,  s^  be  the  roots  of  (98)  for  a  given  value  of  v.  AA  e  shall 
hâve 

(A  =  i,  2,3), 
and  therefore,  by  division, 

\sk  —  d^    '    Sj —  d-i)     \.v/i —  ^2    '    ^i —  (^i  / 

or 

(99)  {dx,d,_,Sk,SiY{e^,e^_,Sk,Si)  =  i         (f,  A' =  i,  2,  3). 

Tlius  tlie  relaliojis  hehveen  t//n  pôles,  s^^s-y^s^,  of  aiiy peiiosculatiiig 
oubic  and  the  potes  of  ihe  four  sin'j^idar  penosculating  cubic  are 
given  by  the  double-ratio  équations  (99).  In  parlicular  thèse  rela- 
tions will  hold  for  the  pôles  of  the  osculating  cubic. 

A  similar  relation  may  be  obtained  llet\^een  s^,  Sz,  s^  and  the 
points^,  Çt,  q.,^  r^,  r.,,  by  starting  from  the  form  (81)  of  the  cubic 
involution,  ifwe  remcmber  that  in  our  canonical  form  ::  =  ce  takes 
the  place  of  :;  =  /;. 

Some  of  the  featuresof  tlie  theorv  developed  so  far  may  beextended 
at  once  to  the  osculating  rational  functions  of  higher  order.  There  Avill 
always  exist  one  penosculating  rational  function  of  degree  a,  one  of 
whose  pôles  is  the  point  of  contact,  and  whose  a  —  i  other  pôles  are 
the  same  as  ihe  pôles  of  tlie  osculating  rational  function  of  degree  a  — i. 
There  will  exist  another  penosculating  rational  function  of  degree  a, 
one  of  whose  pôles  coïncides  with  the  pôle  of  the  osculating  linear 
function.  The  pôles  of  ail  of  the  olher  penosculating  functions  of 
degree  a  will  hc  determined  by  an  involution  of  degree  a,  of  which 
the  two  spécial  intégral  rational  functions  of  degree  a  just  mentioned 
are  the  base  forms.  Amoiig  thèse  penoscuhiling  functions  there  will 
be  '2(a  —  i)  which  are  singnlai',  tlial  is,  wliich  bave  at  loast  two  coin- 
cident  pôles. 

Our  théorème  bave  ail  been  concerncd  with  properties  of  tlic  pôles 


i 


DIFFERENTIÂL    PROPERTIES    OF    FUNCTIONS,     ETC.  l\2C) 

of  the  various  osculating  functions.  But  the  same  relations  are  also 
true  of  their  zéros. 

To  prove  this  statement,  it  suffices  to  note  tliat  the  rational  func- 

T 

tion -j-f^  lias  contact  of  order  2a  witli  f{z^  at  ^  =  o,  so  tliat  the  ex- 

pansion  of 

.         Ua/(^)-ïa, 

begins  with  the  term  of  order  at  least  2a  ■+- 1.  Since  a^  7^  o,  we  find 
that  the  expansion  of 

will  then  also  begin  with  a  term  of  order  at  least  2  a  -+-  i . 

Therefore,  tJie  rational  osculants  of  —, — -  are  the  reciprocals  of 

the  corresponding  rational  oscillants  of  /(z).  Consequenlly  the  same 
relations  which  we  hâve  found  beiween  the  pôles  of  the  rational 
osculants  of  f(^z)  must  also  hold  hetween  their  zéros.  The  same 
statement  also  applies  to  tlie  point-sets  for  whicli  the  various  osculants 
assume  a  given  value  /i,  even  if  k  is  différent  from  zéro  or  infinity. 

We  hâve  already  pointed  out  that  the  rational  osculating  functions 
of  order  i,  2,  3,  . . .,  a,  . . .,  which  we  bave  studied  are  the  functions 
whlch  normally  occupy  the  positions  in  the  principal  diagonal  of  the 
Padé  table.  We  bave  also  studied  certain  classes  of  penosculating 
functions  which  bave  not  been  considered  by  Padé,  and  it  appears 
clearly  from  our  exposition  tliat  thèse  penosculants  areneeded  for  the 
géométrie  interprétation.  We  bave  not  so  far  considered  anv  of  the 
rational  functions  of  Padé's  table  ^^hich  are  not  on  the  principal 
diagonal.  But  our  original  objection  to  thèse  functions,  namely  the 
non-invariant  cbaracter  of  their  définition,  may  now  be  disposed  of, 
at  least  if  we  use  some  canonical  form  for  our  power  séries  so  that  the 
point  at  infmity  becomes  the  pôle  of  the  osculating  linear  function  or 
some  otiier  invariantly  defmed  point.  Consequently  we  may  now 
regard  ail  of  the  functions  of  tlie  Padé  table  as  legitimate  objects 
of  our  theory,  opening  up  a  large  field  for  further  investigation. 

The  théorème  wich  bave  been  estabiished  on  the  question  of  the 
convergence  of  a  séquence  of  Padé  fractions  are  of  course  of  spécial 
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interest.  We  merely  mention  that  tliey  provide,  among  other  ihings, 
criteria  as  lo  whether  a  given  power-series  does  or  does  not  represent 
a  meromorphic  function,  and  that,  in  the  former  case,  the  pôles  and 
zéros  of  the  rational  osculants  approacli  in  delinite  fashion  the^oles 
and  zéros  of  the  function/(5)  as  limits. 

We  close  ihis  section  with  a  discussion  of  the  convergence  of  the 
canonical  expansion  which  we  hâve  used  so  frequently;  we  hâve 
postponed  ihis  discussion,  because  Ave  sliall  make  use  in  it  of  some  of 
the  results  which  hâve  been  oblained  since  the  canonical  expansion 
was  fîrst  introduced. 

Let  us  suppose  that  the  original  séries 

(r  :=  ao  -h  «1 2  +  ^2  •2'  -*-  •  •  ■ , 

is  convergent  for 

\z\<R. 

We  obtained  the  canonical  expansion  by  putting 

Z-t  =:   =:  j 

«1  " 

where^  is  the  pôle  of  the  osculating  linear function.  Fromourmethod 
of  deriving  tlie  canonical  séries  it  is  évident  that  it  will  be  convergent 
if  we  bave  simultaneously 

\z\<\\.  \z,\<\a,\\p\, 

or 

vvhence 

!-^l<H.         \A<[\P\. 

Thus,  the  canonical  expansion  will  surely  be  convergent  in  a  circle 
of  centcr  z  ^  o  and  of  radius  r,  wlierc  r  is  the  smaller  of  f/ir  /uo 

positive  numberSj  \\  and  7  |yy  |. 
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\  .  —  The  osculating  logarithm. 
We  saw  in  Art.  3  ihat  the  absolute  differential  invariant 


has  a  constant  value  Q  =  k  for  any  function  of  the  form 

(lOO)  W=-—\og-^ 7   +   ^• 

Since  such  a  function  involves  four  arbitrary  constante,  «,  h,  A, 
and  I,  we  may  expect  to  iînd  a  logarithmic  function  wiiich  has  third 
order  contact  with  a  given  analytic  function 


at  the  origin.  The  resulting'  logarithniic  function  shall  be  called  the 
osculating  logarithm. 

We  see  at  once  that  for  the  détermination  of  k  we  bave 


(lOi)  k=d=^'''']'''', 

vvliere,  of  course,  the  value  of  G  for  ^  =  o  is  meant,  and  where  a  defi- 
nite  détermination  should  be  chosen  for  the  square  root.  Howcver,  a 
change  in  this  détermination  has  no  actual  signilicance  since  it  wi!l 
be  balanced  by  an  inlerchange  in  the  values  of  a  and  /y,  the  two 
singular  points  of  the  osculating  logarithm. 
With  this  value  for  A,  we  lind  from  (loo), 

dw I    r    I 

d-^w I    r 

In  order  that  (loo)  may  represent  the  osculating  logarithm,  thèse 

Th.'  ~d'. 


value  of  w,  -T^>  — ^  must  be  equal  to  «g,  a,,  2^0  respectively  for^  =  o. 


Journ.  de  Matli.,  tome  I,  —  Fasc.  IV,  19^2. 
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We  obtain  the  foUowing  conditions 


,  iog^  +  /, 


From  the  last  two  équations  we  conclude  by  division 

(102) 


I       I 

-  -+-  I 

a        0 


a.2  2 


that  is;  the  singular  points  of  the  osculating  logarithm  are  har- 
monie conj ugates  of  each  other  with  respect  to  the  point  of  contact 
and  the  pôle  of  the  osculating  linear  function. 
Since  we  hâve  also  found 


— -  +  7  =  a^Q^'u 
a         b 


we  obtain  the  formulae 


(io3) 
whence 

(  I  o  '1  )      a  — 

and  finally 

(io5) 


2    2  «2 

a         rt. 


«1  [ «2  +  v/i2(a|a.,  —  «5  )  I 


2 

1)  a 


2  0-2  /■     I — 


8o|  —  Grt,  «1 


t  —  a^-\- 


b  — 


a\a.i  —  v/i2(rt,  (7., —  <^\)\ 


8a|  —  6<7,ff, 


I     ,       2rt.> — a*0\/2 


lo 


9  \/2  2(72+  fl'^6\/'2 


that  branch  of  the  logarithm  being  selected  in  (io5)  sucii  ihal  the 
expansion  of  (100)  will  aciually  hâve  «7,,  as  ils  constant  lerm. 

If  ihe  funclion  w  z=z  ft^z)  is  not  a  linear  function,  we  may  use  the 


second  canonical  forrn,  for  which 


0-7  =  0, 


f/.,  =  —  a, 


ihen  find 

^,  =  -!-i,           /)j  =  — 1 

/'  = 

a  ^=  -i  v/3,           h  = 
2 

-i/A 

00, 
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so  that 

(io6)  (/>,,/>.,,  a,  6)  = —  -  — -«v/^. 

Moreover,  the  circles  determined  by  (o,  <2, />)  and  (o,/>,,po)  are 
(for  this  canonical  form)  ihe  imaginary  and  real  axes  of  the  z  plane 
(circles  through  jo  =  gc).  Since  angles  are  preserved  by  linear  trans- 
formations we  hâve  proved  the  following  iheorem. 

The  cross-ratio  determined  by  the  pôles  of  the  two  singular 
penosculating  quadratics  and  the  singidarities  of  the  osculating 
logarithm  is  equal  to  a  complex  cube  root  of  unity.  The  circle 
determined  by  one  of  thèse  points  pairs  with  the  point  of  contact 
is  orthogonal  to  the  corresponding  circle  for  tJie  second  pair^ 
and  thèse  circles  meet  again  in  the  pôle  of  tlic  osculating  linear 
function. 

Let  us  consider  for  a  moment  ihe  conformai  représentation  of  ihe 
z  —  plane  upon  the  (v  —  plane  estabiished  by  means  of  the  osculating 
logarilhm.  If  z  moves  on  a  circle  of  ihe  pencil  ihrough  a  and  b^  the 

argument  of  -_ j  will  remain  constant;  if  :;  moves  on  a  circle  of 

the  orthogonal  family,   the  modulus  of  -_ t  will  remain  constant. 

To  the  circles  of  the  first  family  thcre  correspond  in  the  w  —  plane 
the  straight  lines  of  a  family  of  parallels,  and  to  the  circles  of  the 
second  family  will  correspond  the  straight  lines  of  ihe  orthogonal 
family.  Through  the  point  of  contact  (^  =  o)  there  will  pass  a  circle 
of  each  family.  If  we  use  the  same  canonical  form  as  above,  the  circle 
through  o,  a,  and  b^  is  the  axis  of  imaginaries.  AU  circles  of  the 
second  family  bave  the  property  that  a  and  b  are  inverse  points  with 
respect  to  each  of  them.  Since  in  our  canonical  form 

a  r=  —  6  =:  -  i  v/3, 
1 

the  circle  of  the  second  family  which  passes  through  :r  =  o  is  the  axis 
of  reals.  Both  of  thèse  lines,  regarded  as  circles,  pass  through  yo  =  go. 
We  obtain  the  following  resuit. 
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Consider  ihe  pencil  of  circles  througJi  tlie  singular  points  of  the 
osculaling  logarithm^  and  the  ortliogonal  faniily  of  cù^cles.  The 
two  circles  of  the  two  faniilies  Kvhich  pass  through  the  point  of 
contact  mcel  again  in  the  pôle  of  osculating  linear-function. 

We  may  also  express  tliis  resull  as  follows. 

Consider  an  analytic  fanction  «•  =f(z)  and  the  osculating 
logarithm  off(z)  at  z  =  o.  Détermine  the  isothermal  system  of 
straight  Unes  in  the  kx  —  plane  wfiicli  corresponds^  by  means  of  the 
osculating  logarithm,  to  the  isothermal  system  of  circles  which 
is  determined  by  the  singular  points  of  the  osculating  logarithm. 
To  this  System  of  straight  Unes  in  the  cv  — plane  there  corresponds, 
by  means  of  w  =f(z),  an  isothermal  system  of  curves  in  the 
z  —plane.  The  two  curves  of  this  system  ivhich  meet  at  z  =^  o  will 
hâve  osculating  circles  whicïi  meet  again  in  the  pôle  of  the  linear 
osculating  function. 

The  trulh  of  this  slalement  follows  from  llie  preceding  iheorem, 
if  we  remember  further  that  the  osculating  logarillim  lias  ihird  order 
contact  with  /(-)  at  ^  =  o.  Consequently  the  curves  of  the  two  iso- 
thermal nets  in  the  z  —  plane,  which  correspond  to  the  above  men- 
tioned  system  of  lines  in  the  w  —  plane,  by  means  of  the  two  rela- 
tions 

will  hâve  tlic  sarne  osculaling  circles  at  ::  =  o. 

It  only  remains  to  [)ul  into  évidence  the  Tact  which  is  already  clear 
from  our  discussion,  that  ihe  quantity  k  which  appears  in  (loo)  is 
actually  an  invaiiant  for  ail  transformations  of  the  form 

-  -        az  +  ^ 

iV  =  il".  c;  rr:  i;^. 

yz  ^-o 

P^or  this  purpose,  let  z^  and  z.^  be  anv  two  values  of  -,  and  a-,  and  w^ 
the  corrcsponding  values  of  a-.  Thon  we  lind 
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whence 

where  (a,  b,  z.^,  s,)  dénotes  llie  cross-ratio  of  the  four  points  men- 
lioned.  This  formula  accomplislies  ourpurposesince  theright  member 
obviously  remains  invariant  under  ail  transformations  of  the  group 
under  considération. 
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ERRATA. 

V 


(Année  1918.) 

L'année  1918  du  Journal  porte  l'indication  inexacte  :  «  7*  série,  tome  IV  ». 
Cette  indication  doit  être  remplacée  par  «  8"=  série,  tome  I  ». 


(8''  série,  tome  III,  1929.) 
Page  245,  dans  le  titre,  au  lieu  de  Iv.  Isénoff,  lire  Iv.  Tsénoff. 

(9"  série,    tome  1,   1922.) 

Page  3,  en  note,  ligne  7,  au  lieu  de 

d^x  v^  (  ik  )  dx    dx 

â 

lii-e 


o'-x     -^  i  iK  /  ax   ox 

duiduk  " ^  \  l  )ôui  âu^. 

d^x     __\^  \  il<  )  àx 
Ou,  du/,  ~^  \  l  i  ôu/ 
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By  e-j.  wilczvivski. 


PART   II   ('). 


VI.  —  Cogredients. 
The  expression 

«2 

which  whe  hâve  found  for  ihe  pôle  of  the  osculating  linear  function, 
was  derived  under  the  assumption  thaï  the  point  of  contact  was  ^  =  o. 
But  il  is  easy  to  dérive  a  more  gênerai  formula.  Let  w  ^  f(Z,)  be  a 
function  of  "C,  analytic  in  the  neighborhood  of  '(  =  z,  and  let  its  expan- 
sion at  this  point  be 

«0+«l(^—  -)   -t-   «2(Ç—   -)-+ 

(')  La  première  Partie  a  paru  dans  ce  journal,   en  Tome  I  de  la  neuvième 
série,  1922. 

Journ.  de  Muth.,  tome  II.  —  Fasc.  I,  1928.  I 
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If  we  dénote  again  by  p  the  pôle  of  ihe  osculating  linear  function 
of  w  =/(^),  the  point  of  contact  being  "C  =  -,  we  find 


p  —  z  =  — 


so  that 

(107)  p~z-\ =3^  +  2—5; 

is  thp  goneral  expression  for  the  pôle  of  tlie  linear  functioti  Avhich 
osculate  the  function  w^  fiV)  at  'lie  point  '(  =  j.  In  ihis  formula 
a,,  «2  ^•'e  the  coefficient^  of  '(  -  ^  and  (':^  —  j)-  in  the  expansion 
of  y(0  iii  powers  of  X.  ~  z^  and  w'  an<I  w"  ar'  the  xalues  ofy'(^) 
and/"((^;  for '(  =  -?. 

If  we  subjpct  ih  •  Punition  «-=:/"('>)  to  any  transformation  of  the 
group 

-  =    «:  +  3 

yK  -V-  à 

where  a,  [3,  y,  0  are  constants,  the  point  of  coiilacl  z-  and  ihe  pôle  p  ot 
the  corresponding  oscuiating  linear  function  of  iv  =  fÇÇ)  will  be 
transformed  into  a  new  point  z  and  the  pôle  p  of  the  oscuiating  linear 
function  of  the  function  w  =  f(J,).  Moreover,  it  may  be  verified  that 

CILp   ^?) 
P=   — ^• 

■/P  +  0 

We  express  this  by  saying  that  p  is  a  cogredienl  of  z  with  respect 
to  the  function  w  =  /(C),  and  evidently  we  hâve  obtained  in  Articles  4 
and  i5  a  number  of  other  cogredients. 

The  gênerai  expressions  of  thèse  cogredients  may  be  obtained 'as 
follows. 

Let 

7=/(=fo.  «1-  «i-  ••  •) 

be  the  expression  for  any  cogredicnt  wlien  the  ot  igin  ^  =  o  is  ihe 
point  of  contact,  the  quantities  a^,  a,,  a^,  ...  being  the  coefficients  of 
the  expansion  of  w  =f('^)  at  l  =  o.  Then 

c  =  z-{-/{ao,  ai,  flTj,  ..  .) 
will  be   the  expression  of  llie  corresponding  cogredient  when  the 
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point   (  =  5   is  the  point  of  contact,  ihe  quantities  «„,  a,,   Oj?   ••• 
hein^  ihe  coefficient'^  of  the  expansion  w  :=  J ÇQ)  in  a  séries  of  powers 

VII.  —  Interprétation  of  the  intégral  invariant  cp. 

Let  us  apply  ih  •  remark  just  made  to  formulae  (io3).  We  find  the 
foll  )win^  for  mila^  for  the  sing-u'af  points  a  anH  b^  of  th?  osculating 
logarilhni  of  w  =  /('(),  ihe  point  of  contact  being  X,  =  z  : 


whence 

(109)  \/i  <"%  5  ; 


b  —  z        a 

We  may  therefore  write 

(„o)  ,=_£V^7;^,.  =  J__^^(^_- 

We  may  express  this  as  follows. 

Given  an  analyiic  funclion  w  =:fÇC).  Let  us  sélect  a  curve  G  of 
finile  length  in  the  '(  plarie,  al  ail  of  whose  points  /(C)  is  analytic 
and  f  ÇÇ)  différent  from  zéro.  Let  a  and  h  be  the  singular  points 
of  ihe  logarithinic  function  whicli  osculates  fÇÇ)  at'C,^  z.  Then  the 
value  of  the  intégral 


9 


v/' 


m 


b 


dz 


extended  over  the  curve  C,  will  remain  unchanged  if  ail  of  the 
points  of  the  "(  plane  are  subjected  to  the  same  linear  transfor- 
mation. 

If  we   represent  the  variables  a,  ^,  z  by  the  points  A,  B,  Z  of 
the  ^  plane,  we  may  write 

in  terms  of  the  vectors  ZA  and  ZB. 
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We  may  also  express  ihe  intégral  p  in  terms  of  llie  pôles,  p^  and  /^oj 
of  the  singular  penosculating  quadratics.  In  fact,  by  the  method 
of  Art.  6,  we  find  the  generalized  expressions 


a.2-\-\j'a\ — «,«3  «2  —  ^o\  —  «1  as 

/>l  —  Z  —  — ^ = ,  /),  —  -  — : 

a.  a. 


whence 


ITP^ 


V'« 


■A  2f     r ; 


fj^—z        p,—  z  a,  ^6 

so  tliat  we  find  the  expression 

Il  Je   \Pr-       "        Pi  —  " 

for  the  integj^al  invariant  ^,  which  is  quite  analogous  to  (i  lo). 

Both  of  thèse  formulae  for  cp  may  be  used  to  advantage.  But  they 
cannot  be  regarded  as  altogelher  satisfactory  as  interprétations  of  the 
intégral  cp  from  our  point  ofview.  For,  although  the  points  z,a.  b,  p^,  p^ 
which  occur  in  thèse  intégrais  are  defined  invariantly,  they  occur  in 
combinations  such  as  a  —  z  which  are  not  invariant  under  iinear 
transformations  of  the  indcpendent  variable. 

We  now  proceed  to  obtain  a  new  expression  for  «p  which  is  free 
from  this  objection.  Let  us  divide  the  curve  C,  of  finite  length  L, 
into  n  pièces,  by  means  of  points 

"^0>       ^1)       ^21        •••1       ^/c-n       ^ky        •••»       -Sft— 1>       *n  ^^  ^» 

where  z^  and  Z  dénote  the  end  points,  as  is  customary  when  defining 
a  line  intégral.  We  shall  put 

^A+l  =  Zk  4-  ôz^., 

and  assume  ihat  ail  of  the  quantities  ozi,  approach  zéro,  uniformly, 
as  infinitesiinals  of  the  first  order,  when  n  grows  beyond  bound, 
and  that 

limV|  0^^1=41. 

Let  aj^  and  bj^  be  the  singiilar  points  of  the  logarithmic  function  which 
osculates  /(Q  at  '(  =^  z^.   We  proceed   lo  calculate  the  double-ratio 
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of  a^tî  ^Ai  ^ki  ^k-¥\  '  We  fînd 

^k  —  <^k  .  -^Ar-t-l <^k  ^k <^k    ^k  —  ^A-  +  <5«/t 


(«A,   b/c,  Zk,  2A-t-l) 


^k  —  6/t   *   Zk+i  —  ^A:  -3a-  —  b/,    Z^  —  ayi-  +  àz/, 

àzk 


I  4- 


Zl- —  bi 


Zk  —  du 

and  this  differs  from 

1  + T ÔSyt 

Qk —  Zk  Ok  —  ^k\ 

only  by  an  infinitésimal  of  order  higher  than  the  first.  Lel  us  put 
(  1 1 3  )  a  =  j  (^v,  ^  j . 

Then  we  may  write,  making  use  of  (109), 


(ii4)  (a^.,  bu,  zu,  Sa+1  )  —  i  —  \Jio{zk)^Zk^  £a-  ^^k. 

where 

(i  i5)  lim  e^zz:  o. 

Thus  we  hâve 


(«0,    -^O,    -0,    3,)  =  I— v/2(T(So)OSo  +£0^-0, 

(a,,  6,,  3,,  :;2)  =1  — \/2(7(z,)Ô3,         +£iô-i, 


(«„_,,  6„_i,  :;„_,,  Z)  =  1  —  v/2a(5„  .,)  «55„_, -H  £„_i  '5s„__,. 

Now  ihere  exists  a  unique  linear  transformation  which  couverts  any 
ihree  distinct  points  into  any  three  others.  Dénote  by  T,  the  linear 
transformation  which  couverts 

respectively.  Since  T,  does  not  alter  double  ratios,  we  may  write  in 
place  of  the  second  équation  of  (i  16) 


(117)  («0'   ^0'    -1.  -;)=:l  — v/2ct(-i)Ôz,4-£,  ÔS,, 
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where  z'^  is  the  point  which  corresponds  to  z.^  in   the  transforma- 
tion T^. 

But  if  A,  B,  C,  D,  E  are  five  éléments,  whe  hâve  the  fundameutal 
double-ratio  équation 

(ii8)  (A,  B,  C,  D)  (A,  B,  D,  E)  =  (A,  B,  C,  E). 

Gonsequently    we    deduce,   frotn    (117)    and    ihe    first    équation    of 
System  (i  16), 

(119)      (ao,  60,  -0,  -2)  =  [i  — v/2«7{-So)o-2o]  [i  — V^2a(-,)ôc,]  +  e;  ô^o -H  e'i  ô-,, 

where 

lim  £„  =  lim  e'j  r=  o. 

n  — >  00  n  — ?-  00 

Let  To  be  the  linear  transformation  which  transforms 

«2,      ^2,     ^2  into  ao,      ^o;      ^«1 

respectively,  and  let  z!^  be  the  point  which  corresponds,  by  means 
of  T2  to  Z3.  Then  we  fînd,  from  (i  16) 


(«0,  60,  -',,  c'3)  —  I  —  \!i'7{z,)hz.^+t.ûz.^. 

If  we  multiply  both  members  of  this  équation  by  the  corresponding 
members  of  (  1 1 9),  and  make  use  of  (  1 1 8  ),  we  find 

(ao,  60,  -0.  -3)=  [i  — v/2<7(;;o)ôcJ  [i  —  v/2cr(^,)ôs,]  \\  — ^ia^z^,)oz^ 
-\-  e'ô  ôso  4-  £",  0^1  -I-  s",  oz^, 

lim  e'g  =  lim  e",  =  lim  i\  =  o. 


n  — V  00  n  - 


In  gênerai,  let  T,  be  the  linear  transformation  which  couverts 

a,-,      hi^     Zi  into  ao,      b^,     c', , 

where  ^^  is  the  point  oblained  from  z^  by  means  of  T,_,.  A\  e  obtain 
finally 

n  —  I  «  —  1 

(120)  (ao,  60,  -0,  >'^')  =  X1  [i  -  V''-*^(-/)  0-/]  -H^£r-"ô-,-, 

/ =  u  1  =  0 

where  Z'  is  obtained  from  Z  by  means  of  T„,  and  where 

lim  £;"-'^  =  o. 
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We  now  proceed  to  let  n  grow  beyond  bound.  We  hâve  assumed 
that  the  curve  C  is  of  finite  length  L,  that  the  function  w=f(Z,^  is 
analytic  in  the  neighborhood  of  every  point  of  C  and  that/'('C)  is  dif- 
férent from  zéro  at  ail  points  of  G.  Under  thèse  assumplions  the  sum 
which  occurs  in  the  right  member  of  (120)  will  approach  the  limit 
zéro,  the  transformation  T„  will  tend  toward  a  limit  T,  and  the  infinité 
product  will  converge.  Thus  we  find 

n  — 1 

(121)  k={ao,  ba,  z^,K)—  \\m    FF  [i  —  \/2o-i  s,)  ô^,], 

n  — >-  00    *-  -*- 
'  =  0 

where  'C  's  obtained  from  Z  hy  means  of  the  transformation 

T=  lim  T„. 

It  is  noleworthy  thaï  we  hâve  obtained  ihis  cros>-ralio  k  by  means 
of  an  infinité  product  which  is  the  multiplicative  analogon  of'adefinite 
intégral. 

We  now  propose  to  establish  a  relation  between  k  and  ^.  Let  us 
think  of  /f  as  a  function  of  Z, 

k  =  k{Z). 

Let  us  extend  the  curve  C  to  Z  4-  h  by  means  of  an  arc  which  satisfies 
the  assumplions  which  we  hâve  made  for  C.  Then  we  shall  hâve 


^    „         =i  —  \/2a{Z)/i  +  £/i, 
where  £  approaches  zéro  with  h,  and  therefore 


log/t(Z  +  /O  — log/.(Z)  rn  -  /j  v/2a(Z)  +  s' h, 

where 

lim  &'=  o. 

Consequently  we  find 

dlo^kjZ)  logA(Z-+-/0-Iog7.(Z)  ,— — - 

— =  Il  m =1  —  U2(jIZ 

dL  h_^^  h  ^       ^ 

so  that 

(122)  k^e'^''"^,  cp  —  _ -LiogX:, 

since  for  Z  =  z^,  k  reduces  to  unity  and  ç  to  zéro. 
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The  analytic  form  of  the  correspondence  T  belween  ^  and  Z  is 
given  by  (121)  combined  with  (122),  or  explicitly  by 


(123) 


s  —  ^0  -^0        ^0 


Every  analytic  function  w  —  f(z)  détermines  a  transforma- 
tion T  of  curves  in  the  z  —  plane ^  whic/i  lias  just  been  defîned 
geometrically  and  whose  analytic  expression  is  given  by  (i23). 

Let  R  be  a  simply  connected  région  in  the  :;  —  plane,  such  that/(r) 
is  uniform  in  R  and  has  no  essential  singularilies  in  R.  Let  us  assume 
further  that  1  w,  z  {  is  différent  from  zéro  at  ail  points  of  R,  and  let  C 
be  a  closed  curve  ail  of  whose  points  are  in  R. 

Il  involves  no  essential  restriction  to  assume  that  ^  =  o  is  a  point 
of  R.  If  ^  =  G  is  an  ordinary  point  for  the  function /"(s),  \\e  hâve 

and  \vVy  z\  will  also  be  expressed  by  an  ordinary  power  séries  in  -, 
whose  constant  term  is 

6(0]  fl'-j —  al  ) 

provided  a,  ^  o.  Since  {  w,  :?  j  is  supposed  lo  be  différent  from  zéro  al 
ail  points  of  R,  a,  a,  —  al  is  not  zéro,  and  therefore  the  intégral  ç, 
taken  around  a  circle  of  suffîciently  small  radius  with  such  a  point  as 
center,  is  equal  to  zéro. 
Suppose  however  that 

ai  =  ai  =  .  .  .=a,„_,  =  o         {a„,^o). 


Then 


so  that 


««^   =/{z)  =  ao-\-a„,z'"+  a,„^iZ"'^' 
w'  —  ma„,z"'-^  ^  (m  -+-  I)a„,^.,  s'"  4- 
w"  =z  m{fn  —  I ) a„,  c"'~*  -+-..., 
iv'"  =  m{rn  —  \){fn  —  2) a,„  z'"-^  ■+- .  . 


-  =  (m-i)~'[i-4-P,(^)],  —=(,n-i){m-2)z-^[i  +  P,{z)l 

V^l  IV,  z\  =  ±i\/2  y/m'  —  i  c-'  [ i  -hQ(-)], 
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wliere  P,,  Po,  P,  and  Q  represent  powcr  séries  wliicli  vanisli 
for  ^  =  0.  Since  J  u,  ^  !  remains  différent  from  zéro  for  ail  points 
in  R,  we  mav  clioose  tliat  détermination  of  tlie  square  root  for 
\\l)ich 

Wlie  see  lliat,  in  this  case,  llie  intégral  o  bas  ^  =  o  as  a  loo^aritlimic 
singularitv,  and  tlie  value  of  llie  intégral  laken,  in  llie  positive  sensé, 
around  a  small  curve  whicli  encloses  ::  =  o,  will  be 


—  2  y  27Î  \//«'^ I. 

Let  us  suppose  finalK  ibat  -  =  o  is  a  pôle  of  ir  =  f(z),  of 
multiplicitv    fi.    Tben    ^  =  o   will    be    a   zéro    of  — >   of    ordcr    //. 

But  j  ^v,  r  J  is  equal   lo     —,  z  :.  Consequently   tbe  intégral  will,  in 
tbis  case,  be  equal  to 

We  now  easily  deduce  tbe  following  conséquence  from  (i  23). 

Let  R  he  a  simply  connecled  région  in  the  z  —  plane  such  lliat 
«■  =fÇz)  is  uniform  in  R,  and  has  no  essenlial  singularilies  in  R. 
Moreover  let  )  v\",  z  [  be  différent  from  zéro  at  ail  points  of  R.  //R 
contains  no  points  foi-  vihicJi  tlie  équation  f{'-)  =  k  lias  a  multiple 
solution^  k  being  a  finite  nuniber  or  od,  then  the  transformation  T 
wili  de  fine  C  as  a  uniform  function  of  Z  for  ail  points  Z  in  R. 
If  R  does  contain  sueJi  points^  t  may  be  a  many-valued  function 
of  Z  in  the  région^  but  ail  of  its  branches  will  be  connecled  by 
linear  substitutions. 

It  only  remains  to  note  ibe  facL  ibat  our  melbod  of  defining  o  by 
means  of  an  infinité  product,  may  bc  applied  wilbout  esscntial  cbange 
if  we  make  use  of  p,  and  p.,,  tbe  pôles  of  tbe  singular  penosculating 
quadratics,  in  place  of  a  and  b.  Tbe  corresponding  formulae  may  of 
course  be  obtained  directly  from  tbe  equalions  of  lliis  article  by 
making  use  of  tbe  relations  belwce  tbe  points  z,  a,  b,  />,,  p.,  ^^llicb 
were  discovered  in  Art.  o. 
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A  Jll.  —  Introduction  of  9  as  independent  variable. 

Having  recognized  tlie  importance  of  the  intégral  invariant  o,  and 
having  explored  some  of  its  properlies,  its  seems  nalural  to  make  use 
ol'o  as  independent  variable  in  ail  of  llie  formulae  wliicli  involve  inva- 
riant relations  of  the  function  u-  =f(z).  In  fact  we  liave  already  done 
tliis  in  our  discussion  of  tlie  inlrinsic  équation 

We  first  recall  the  foUowing  formulae,  due  lo  CaWey  and  very 
easy  to  verify,  for  the  transformation  of  Schwarzian  derivatives  such 
3S  ]s,  X  [. 

If  Ave  transform  ihe  dépendent  variable  by  putting  5  =  F(S), 
we  lind 

(124)  \s,x\=z(  —  \  ;.s-,  S;  +  ;S,  or;. 

Transformation  of  the  independent  variable  is  governed  by  the 
formula 

(.25)  J,,^;  =  ^gJ'|;j,,  Xî-io-,  \;], 

and  if  we  transform  botli  variables  simultaneously,  we  find 
(-)        )-,  =  (gyi..,S;-(-)':..X;.(gy:S.X, 
In  particular  we  lind  the  formula 

(127)  \s,a:\  =  —  (^\    \j,^s\ 

for  interchanging  tlie  two  variables.  Finally  we  note  tlic  following 
familiar  équations  for  Liiiear  transformations  wilh  constant  coefiî- 
cients  : 

(.28)  j___,,,j  =  ;,,,;, 

,  2    .  \as-\-b    cf.x  +  ^:j\        (yx-hô)*  , 
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We  are  studying  a  function  w  z=if(^z),  and  we  propose  to  intro- 
duce 

(i3i)  ^,=:cp=r/     \/\a-,z\dz 

as  a  new  independent  variable,  so  tbat  w  becomes  a  function  of'^,. 
According  to  (i25)  we  fînd 

(i32)  ;,v,-j^(^^y[;,^.,.-,|_j  -,-,!] 

=:  !  (V,  z  \  [\  IV,  ^,  )  —  ,  x;,  :;,  J], 
wbence 

(i33)  \w,  Zi\  —  \  z,Zi\  —  i         if         \w,z\^o, 

a  formula  wbicb  we  bave  already  used  in  Art.  5. 

AA  e  mav  also  write  (i32)  as  follows,  if  we  make  use  of  (127), 

(l34)  ]W,  Z\  =  \iv,   Z\\W,  Zi\  +  \Zi,  z\, 

wbence 

provided  again  tbat  j  w,  z\  =/=  o  and  ]  vv,  z^{  ^  i. 

Let  us  assume  furtber  tbat  }  w,  z,  \  ^  o.  We  mav  tben  repeat  tbis 
transformation,  putting 

(i36)  -2=  /  v/!«S  -I  i^-i- 

We  find 

i   )iv,  Zi\  —  \zi,  z,[=i  if  \a;zi\^o, 

(         (  W)  -1 1  =  (  '"'>  ^1  !  '  '"'5  ^2  !  +  (  -^21  -^1  \i 


(•37) 
wbence 


(i38)               \u',z,\=      '"''"''    ,,  \^v,z,[  =  i       , 

or  by  combining  (i35)  and  (i38), 

)  _     -  /  (  -    ,  ( 

(  1 39)  )w,z[  =  — — ^-^  >  !  iV,  Z,\=l — — ~ 

I I  —    

I  —  ;  ir,   z,  J  )  n',  z 


i      ^ 
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Let  US  continue  in  this  Avay.  Assume  ihat  ait  of  ihc  Scinvarzians 
\  w,  ^  ;,  ;  a-,  ^,  !,  ;  a-,  r^  ,',  . . . ,  [  «•,  z^-i  !  are  différent  from  zéro  and 
fvoni  itnily,  and  put 


(i4o)  Zi—  i  \l]  ir,  Zi-i  ;  <r/:;,_,, 

We  jlnd 

(i4i) 


(i=I,   2,    .  ..,   A'). 


(  ;  H-,  ;;/_,;  [i  —  ;  tr,  j,-  ;]  =  ;  c,-,  r,_,  ;, 

a/ïf/  obtain  therefore  llie  foUowing  two  for/ns  foi'  tlie  relation 
hetwecn  \  a",  r  J  and  \  u',  z-^  \  : 


(.42) 


H-,  z    = 


and 

(i43) 


•'',  -/i-  ; 


tv,  ,7,  ;  =  I  - 


'/, .  -^-1 , 


,  -7,     Il   --A— 2 


Let  us  invesligate  tlie  corresponding  question  l'or  ihe  variable  A" 
whici»  vvas  introduced  in  Art.  7,  namely 

(122)  /rz^^'-*'^?— e-*'î:i. 

If  we  put  S  =  log.ç,  in  (i  i^\).  \\c  liiid 

V/S 


e",  07 


(•44) 

Tliciclore  we  lind  IVoni  (^22), 


s..;^(^j;.s,S!  =  ;s..;-l(gy. 


r/(-s/29)T'_, 


^/:; 


?,-;  —  ;  •«•,  -  ;, 


or 

(.45) 


"•,=;  +  :  A-, .;. 
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From  (123)  we  find 

and  from  (1  22)  we  find 

so  tliat 

(i/jô)  j  tr,  9  ;  =  ;  ^,  9  ;  +  2 /.-  ;  iv,  k  ;  --  2  A-  ;  w,  /c  ;  —  i . 

According  to  (i34)  vvc  liave 

ju',  -i  [i  —  \w,  9j]  =  ;cp,  ^  ;. 

If  we  substitute  in  tliis  équation   tlie  values  (i45)  and  (i4^)   for 

J  iv,  ç  I  and  j  ç,  ^  î,  we  find 

(147)  '  ' 


I  —  2/1-1  H',  k  [ 


Lel  us  use  the  notation  A-,  in  place  of  A-  and  let  us  repeat  tlie  trans- 
formation by  putting 

A-,  =  e-^'^'\  h=  I  \/)  t»',  ^1  !  dk , , 

SO  lliat 

I  A2,  «1  , 


1  <»^  ^"1 


I  —  2Â"^  )  (V,    k.2 

If  we  continue  in  tliis  way,  we  find 

(i48)  l^v,  -=  '^'- 


2 A::  1  A,,  A". 
I  — 


_  2A.]|A-3,  A-2 


I  —  2  kl  i  w,  A-„  I 


The  cases  wlien  the  continiied  fractions  (142)  or  (i43)  terminate 
are  of  spécial  interest.  We  shall  discuss  the  simplest  cases  of  this 
sort. 

If  I  J,,  ::  I  =  o,  (i34)  shows  that  either  j  w,  ^  |  =  o  or  \w,  z\^  o, 
J  w,  :^,  ;  =  I .  In  the  fîrst  case  w  is  a  linear  function  of  ^.  In  the  second 
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case  we  observe  first  tliat  r,  is  not  a  constant,  since 

Since  J  r, ,  ^  J  =  o,  ;,  is  a  non-constant  linear  function  of  z.  Since 

;  <«■,  -i  1  =1, 

we  hâve  therefore 

,   ,    ,                         ae'^--''+fi                     az-\-b  ad — 6c  ^zé  o, 

(149)  n'  = ^,  ;,==  -^,  .       ^    ^ 

where  a,  (3,  y?  ^j  (^1  l'i  ^j  d  are  constants.  Thèse  are  the  functions 
which  may  be  obtained  from  an  exponential  function  u-  =  c~  byUnear 
transformation  of  both  z  and  w. 

To  find  the  intrinsic  équation  of  thèse  functions  we  observe  that 

dzi  r ad — bc  dw  «y/afaô — Sy)e'*^--' 

—  _ ^,  '"'  ~"  '  ~  {cz  +  dy'  dT,   ~  (ye<v'-2c.^_o-)^ 

dw dw  dz^  dw   1^ ; 

so  that 


«•^'  /V2(aô  — f3y)e'V". 

and  of  course 

^,  =  <p  -+-  const. 

The  resulting  intrinsic  équations  are  of  the  form 

(i5o)  -  e=\le'         +me   '       '  )  . 

Let  us  supp(tse  next  that  j  r,,  r  !  :^  o,  ;  r^,  ;,  !  =  o.  Then  we  liave, 
from  (i4i)j 

(l5l)  ]XV,  Z.i\  —  )Zi,  Z.^\=l,  !  (V,   J,  ;  [1—!  i»',   -,!]=:  O, 

so  tliat  eitlier  {  w,  ^,  {  =  o  or  [  <v,  z,\^  o,  ]  a-,  -2 1  =1. 
In  the  former  case  we  liave  from  (i34)  and  (iSS), 

(i52)  ;»<•,  z,  (z=o,        :  iv,  z[  =  ]zi,  z\y       )  z,  zi\  =  —  i, 

and    thèse    conditions    implv    again    J  i;^,  i^,  J  =  o.   But    from    (i52) 
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i5 


\vc  lind 


azi-\-  b 


aev/2r.,_)_  |3 


czi-hd 
giving  the  gênerai  class  of  luncLions 

(i53) 


ye 


^2Z, 


An+B       ,      A'^  +  B' 


Cu'  +  D  °C',^  +  D/ 

To  find  tlie  intrinsic  équation  of  thèse  functions,  we  put 


H-,   ::      =  Cr. 


Tlien  the  second  équation  of  (i  52)  becomes 
(.54)  ___(^_)=,.. 

Since 


^,       a^i^ryr-, 


e  find 


(i55) 


!  Qir  /  ai 


2  — r  -F' 


jj 


If  we  introducc  w  as  independent  variable  in  place  of  r,  this  formula 
becomes 

and  if  we  use  ^  as  independent  variable 
Finally,  if  we  again  make  use  of  the  notation 

(,58)  ,=_r^iii!^  +  i(ii^«yi 

|_    a©-  2  \    do     )  \ 

as  in  Art.  5,  we  may  write 


d(s>^        1  \dQ  J 


(159) 


D  /a 


=  2(iT'')2  02(i_   1). 


The  functions  which  are  now  studying  satisfy  the  condition  (i54), 


l6  E.-.I.    WILCZYNSKI. 

that  is,  I  —  o.  Tliis  condition  is  easy  to  intégrale,  and  so  wc  find 

(160)  9  =  /,(9^-c)^ 

k  and  c  being  constants,  as  the  intrinsic  équation  for  any  function  of 
this  sort. 

Thus,  if  j  :;,,::  j  :^  o,  |  jJj,  ::,  [  =  o,  the  function  «•  =  /"(r)  is  either 
a  logarithmic  function  of  the  form  (i53)  with  an  intrinsic  équation  of 
form  (160)  or  else 


i  "^,  -1  !  7^0,      ;  iv,  z. 

=  1, 

/  ^2î    ~-l    ( 

We  find  therefore 

(161)                                          4t^  r=  :^ , 

■N     1 

fv/2=,4_^/ 


7-1  +  0 


and  it  only  remains  to  find  the  relation  bctween  j,  and  r.  According 
to  (i33)  we  hâve 

and 


,v/5 


.  a:,4-[i 


T=i-+-o 


2^  (go— (57)^ 
(7-1-^  ô)* 


according  to  (128)  and  (i44)-  ("onsequcntly  the  relation  belween  z 
and  z^  will  be  obtained  froni  the  diffcrcnlial  équation 


(.62) 


"   (7-.+  0)'- 


Of  course  ihis  difTerential  équation  may  easily  be  reduccd  to  an 
équation  of  the  Riccati  form 

ciz\ 

^' 

dz, 


(i63) 


^  _  .  ,,^(ao-(5y)^ 


Ç 


or  else  to  a  linear  équation  of  the  second  order,  namely 


(.64) 


d}y        I 

^7^  ^  2 


If/,  and  y.  are  linearly  independent  solutions  of  (i(>4)5  ^^c  may 


Write 
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as  the  gênerai  solution  of  (i63). 

The  intrinsic  équations  of  thèse  functions  follow  at  once  form  (161). 
We  haye 


and  tind  therefore 


dT, 


5  co  1=:  ::,  +  consl., 


(.65; 


9_  (79  +  0)' 


de 


S  Y?  +  ô 


V'2    Ï=?  +  S 


i\/2{ad  —  ^c)  (aâ  —  (3y) 


We  now  return  to  ihe  gênerai  theory.  We  wish  to  find  the  cfTecl  of 
the  transformation  from  z  to  :;,  upon  0  and  o.  We  hâve 


\J)w7z 


'  "1  —  y 


?  =  /  y//  "S  -  i  ^-. 


and  we  put  similarly 
(166)  6^  = 

We  hâve  found 


y/)  "^  ^1 


-  j\/\   '^S   -lî  ^^^1=  -2- 


î  "',  -1  I  =  I  —  -, T  =  ' ' 

if  we  again  put  j  vv,  z\  =  g,  and 
according  to  (iSg).  Consequently  we  find 

(167)  \w,z,\  =  \, 

and  therefore  we  find  the  forinulae 

(168)  e,=  9v/ï.         cp,==5,=  Tv/i^'j, 
Journ.  de  Math.,  tome  II.  —  Fasc,  I,  igaS. 
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iv/iich  enable  us  to  Jind  ihe  intrinsic  équation   of  <v  as  function 
of  z^  wJien  the  intrinsic  équation  of  w  =  f{z)  is  given. 
Let  us  apply  the  thèse  formulae  to  the  intrinsic  équation 

(169)  d  =  ao-\-  b, 

where  a  and  h  are  constants.  ^^  e  find 

2(^9  +  by  y/2  y/2  • 

Since  6,  is  a  constant,  w  is  a  logarithmic  function  of  o.  In  fact 

J   a^^-\-  b        a     "    ^    ^  "  k 

We  also  hâve 

\z,  w'  =—9-  =  —-^  e^«'*'. 

Thereforc  z  must  be  a  quotient  of  Iwo  indépendant  solutions  of 


d-z           i       , 
div-        2  X^ 

-  0. 

If  we  put 

„2((l('. —    -V, 

m 

^      -'''          Sa^A-^ 

—  m. 

this  equalion  becomes 

d'z        dz 
dx-       dx 

=ro, 

which  has  the  séries 

(170) 

-^  /n'-i* 

k=0 

as  one  solution  and 

as  a  second  indcpendent  one.  We  shall  thereforc  obtain  a  function 
with  a  linear  intrinsic  équation  by  putting 


o"  =  e^ 


and  tlien  inverting  ihis  relation  for  a-  as  function  of  z.  The   most 
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gênerai  function  of  this  sort  will  resuit,  of  course,  if  \\e  replace  ^  by  a 
linear  fractional  function  of  ;j. 

This  example  is  only  one  of  several  in  wicli  Bessel  functions  or  olher 
closely  related  functions  inake  thcir  appearance. 

We  return  once  more  to  our  gênerai  theory.  From  (i68)  \ve  find 


I   /d\ogO         I  d\o^l 


d\og9, 
dOi  \JJ\     d(s^        '    2      d(o 

■i.      do"^ 


^s^i 


1 


do' 


d^\ 

If  we  put 

(172)  I 

^Ye  find  therefore 

(173)  II,  =  I 


I     d\  /dlogO 
2 1-  do  V     do 


I  dlosl 


2      d'-f 


-[ 


d^  Io^i9,         I  fd  log9. 


dol 


d^OQ] 


d(?i 


I  /<:/lo2r\- 


(/©- 


4  \    do 


Thus  if  I  is  a  constant,  an  important  spécial  case  which  we  shall 
consider  more  fully  latcr,  I,  will  be  c(]ual  to  i. 

9.  Corrcspondejices  definod  by  the  osculaling  llticar  function.  — 
The  simplest  cogredient  w  liicli  we  havc  found  is  the  pôle  of  the  oscu- 
lating  linear  function.  If  z  is  the  point  of  contact,  we  bave  the  formula 

a,  w' 

p  =  z.-\ —  Z^'i—, 

for  this  point.  We  now  proceed  to  study  the  question  :  as  z  changes 
its  position  in  the  ;  — plane,  how  will  p  move?  Of  course,  the  above 
équation  contains  the  answer  to  this  question  since  vv=/(^)  is  a 
given  function  of  ::. 

In  order  to  fmd  ^  it  suffices  to  difTerentiale  the  expression   for  p. 

This  is  donc  most  convcnienlly  by  making  use  of  the  formula 

which  we  bave  already  employcd. 
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AVe  find 

,              a^a'.  —  a,  a'                la:, —  Sa,  a,        iial — a,  a.) 
p  =1+  , =  1  H = ; — —^  =  -— ^ —         ^' , 

and  therefore 

On  account  of  ihe  relations  between  ::,  p,  and  b,  where  a  and  b  are 
the  singularities  of  ihe  osculating  logarilhm,  \ve  may  also  write 

The  zéro  of  ihe  osculating  linear  funclion  was  given  by 

«76  e=:^H ^-^=^-^ — — . 

aQa.2 — «j  u'tv  — 2(H'  )- 

\\  e  find 

('77)  e'  =  — -l^^",  =1  (e  — -)S 

so  that  p  and  c  are  solutions  of  the  same  Riccati  équation 
(,78)  ^  =  __S.„,, ((,_.-).. 

Let  us  dénote  by  /  llic  point  whcrc  the  osculating  linear  function 
assumes  tl^e  given  value  k.  It  is  a  simple  matter  lo  write  doAvn  the  ex- 
pression for  /,  and  to  verify  that  /  is  also  a  solution  of  ([78).  A\  e  note 
the  familiar  fact  thaï  the  cross-ratio  of  any  four  solutions  of  the  same 
Riccati  équation  is  a  constant,  and  obtain  the  follo\\  iiig  thcorem. 

Lrf  A,,  A-._,,  A;,,  A.,  be  any  four  constauls,  und  U-l  /,,  /o.  A,,  l^  be  ihc 
foui' points  in  ^v/tich  tJie  linear  function,  kv/ik/i  osculatcs  w  =f(^z) 
al  the  point  z,  assumes  the  values  A,,  A^,  A;,,  A.i  respcctiicly.  If  z 
moves  in  any  way  in  the  z  plane,  the  four  points  /,,  /^,  l^,  /^  will 
move  in  such  a  way  as  to  keep  the  cross-ratio  (/,,  /. ,  I3,  /,)  constant 
and  equal  to  (A,,  Ao,  A;,,  A  ,, ). 

E([ualions  (174)  and  (^77)  «^'^o  show  us  that  the  pôle  or  the  zéro 
of  the  osculating  linear  function  \.yill  be  a  fi. ceci  point,  thdt  is,  the 
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saine  point  for  ail  posilions  of  z,  if  and  only  if  kv  is  ilself  a  linear 
function  of  z.  The  same  remark  applies  to  thc  point  /. 

If  \ve  introduce  w  or  o  as  independent  variable,  in  place  of  :^,  vve 
m  a  y  write 

giving  rise  to  ihc  new  expressions 

—  2  -r-  Â  sIlK  /  —r-  dw 


(i8o)  Q^=  —j  (û  ^  I  — 


for  0  and  ^. 

If  w  is  given  as  function  of  j,  we  obtain  yo  as  a  function  of  z  by 
opérations  involving  difîerentiations  only.  If  p  is  given  as  function 
of  r,  KV  can  be  found  by  two  quadratures,  namely. 


(i8i)  iv=  c^-h  Ci  j  I 


,J  P-- 


dz. 


Il  liappens  frequcntly,  in  the  theory  of  lincar  dlfTercnlial  équations, 
in  tlie  theory  ofautomorphic  functions,  and  in  many  problems  of  dilTe- 
rential  geometry,  ihat  )  a-,  :?  {  or  0  is  given  as  a  function  of  z,  or  of  vv, 
or  of  o.  Thc  équations  (i  74)  and  (179)  will  ihcn  be  of  use  in  connec- 
tion with  the  détermination  of  the  corresponding  fonction  u-.  Thus, 
if  )  a-,  z\  is  given  as  function  of  z,  the  Riccati  équation  (174)  ^^ill 
détermine  /?,  and  w  may  then  be  found  from  (181). 

Of  course,  if  one  solution,  say  /?,  of  (178)  is  known,  ail  other  solu- 
tions maybe  found  by  quadratures.  If  \ve  apply  the  familiar  formulae 
of  the  theory  of  the  Riccati  équation,  we  obtain  the  following  rcsult. 
Ifp  is  one  solution  0/(178),  ihe  gênerai  solution  will  be 


(1S2)  l  =  p-\- 


■I\ 


{p—zy 
where  c  is  an  arbitrary  constant. 
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AVe  may  \Yrite 

whence 

a, 

«2                                     P   ^ 

«0   a-2                 «0 

iv'  e  — p 

I                   I                  1 

I 

w        {e  —  z){p  — 

z)        p  —  z        e  —  z        z—e 

z-  p 

If  we  differentiate  both  members,  making;  use  of  (174)  and  (172),  \ve 
find 

d^  \ogw  I  I 

whence  follows  ihe  theorem  : 

//  e  and  p  rcpresent  the  zéro  and  the  pôle  of  the  linear  funcdon 
which  osculates  w  =f(^z)  ai  the  point  z,  e  and  p  Kvill,  in  gênerai, 
be  non  constant  functions  of  z.  But  the  forniulae 


!    d\o2,w  I 


dz, 

i  J    \^  —  e        z—j)j 

1       /V  \c\o-  ix)  I  r 

(i83) 


dz  z  —  e        z  —  p 

d'^  \ozw  I  I 


\      dz"^      -         {z-ef        {z.-pY 
will  hold,  just  as  tliougJi  e  and  p  were  constants. 

Of  course  it  is  understood  that,  in  ihc  first  of  thèse  équations,  ihe 
path  of  intégration  is  specified. 

We  proceed  to  make  some  simple  applications.  Lel  u'  =  e"'.  Then 

(i84)  p  =  z+-,  e  =  z--. 

a  a 

Gonsequenlly,  llie  zéro  and  pôle  of  the  osculating  linear  function 
of  an  exponential  function  e""  are  collinear  ^vith  the  point  of  con- 
tact. Tli.ey  are  situated  al  equal  distances  on  opposite  sides  of  the 
point  of  contact,  and  the  mutual  distances  of  the  three  points 
remains  constant  for  ail  positions  of  the  point  of  contact. 

We  may  gencralize  this  theorem  by  subjccting  r  to  a  linear  trans- 
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formation.  To  aid  us  in  making  the  généralisation  vve  remark  lliat, 
according  to  (i84),  there  exists  a  parabolic  linear  transformation, 
namelv, 

a 

wliich  makes  correspond  to  z' =:  z  and  z'^=.e^  the  points  z"  =  p 
and  :::"=:  z  respectively.  The  generalized  theorem  is  as  follows. 

Consider  a  function  of  tlie  form  w  =  e"=-!^.  If  p  and  i  are  tlip 
pôle  and  the  zéro  of  the  osculating  linear  function  whose  point  of 
contact  is  z,  the  circle  determiiied  hy  p,  i,  and  z  will  pass  tJirough  [x, 
and  ail  of  the  circles  ohtained  in  this  ^vay^  for  différent  values  of  Zj 
will  hâve  a  common  tangent  at  (7..  The  pairs  (s,  p)  and  (^,  [jl)  willbe 
harmonie.  The  parabolic  linear  substitution  which  has  [i.  as  itsonly 
double  point  and  which  makes  p  correspond  to  ^,  will  also  make  z 
correspond  to  £ . 

In  both  of  thèse  cases,  whenever  ;  describes  a  circle,  p  and  e  will 
also  describe  circles.  We  now  ask  the  gênerai  question;  hovv  shall  we 
fînd  the  most  gênerai  function  w  ^=  f(^z)  such  that,  when  z  describes 
any  circle  in  the  j  plane  the  corresponding  locus  for/?  is  also  a  circle? 

For  such  functions  we  must  hâve 

where  a,  ^,  y,  0  are  constants,  and  therefore 


w 


2(y^  +  ô) 


Assume 

Then  we  may  write 


«'"  A,  A, 

—  = 1 = 

w'         z  —  «,         z  — 


where«i  and^o  are  the  two  finite  distinct  zéros  of  —  y;-  4- (a  —  0)  ::  -h  (5 
which  exist  in  ihis  case,  and  where  we  bave  the  équations 


A,:= — 2,  Air/2  4- A,ai:=  2 -, 


0 

rt,  +  a., -h  2  - 
7 
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for  A,  and  A,.  We  write 

(186)  A,=— !+>..  A.,  =  -I  — >.,  /.:=    

a=>  —  ( 

and  obtain 

w=k  j{z  —  a,  )-'+'■  {z-—a.2  )->-'•  dz  -f-  /, 
or 

(187)  <,•_/ 


a,  —  <7,  \  ;  —  rt. 


wliere  /c  and  /  are  arbitrary  constants,  and  where  A  is  determined  by 
the  coefficients  a,  [3,  y,  0  which  occur  in  (i85).  Evidently  wemay  also 
regard  A  as  being  assigned  in  advance,  the  quantities  a,  ^,  y,  0  being 
determined  subject  to  tbis  condition. 
We  find 


,        I      /i  — >,-,  ^/z  —  «i\"^-  /i  — >.-,      z  —  a, 


+ 


where  the  constant  cpo  dépends  upon  the  choice  of  the  lower  limit  of 
the  intégral  ç,  and  may  be  equated  to  zéro  if  we  take  spccifically 


=  /   vT«^^ 


Consequently    the   intrinsic    équation    of   power    funclions    of    the 
form  (187)  is 

(,88)  9^'_^yi_i,  v.->.  •  \ 

In  a  form  more  convenient  for  future  référence,  we  may  state  this 
resuit  as  follou  s. 

The  intrinsic  équation  of  a  power  function  of  the  form 

w=l+ni(^ —)  '  î'^^o,  7^  I,     flîT^  rt, 

is 
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Let  US  consider  now  the  case 

y^o,         (a  — o)-+4(3y  —  o. 
We  may  write 

w"  _  —  7.y {y  z  -^  ^)  _  9.  b 


w'  y^{z  —  a)^  z — a        {z  —  a)' 

whence 

Thèse  are  the  exponential  functions  discussed  previously,  and  may  be 
regarded  as  limiting  cases  of  the  functions  just  obtained. 
Finally  if  y  =  o,  a  —  §  7^  o,  we  hâve 


2Ô 


{<x-d)z  +  ^' 


ô^o, 


which  may  be  written 

H'"   _  A 

whence 

wz=:  l -h  m{z  ~  a)^~^^         if         A^— i, 

which  is  again  of  theform  (187)  except  for  différences  removahlc  by  a 
linear  transformation  on  :^.  If  A= — 1  wefinda  logarithmic  fonction. 

The  case  y  =  a  —  5  =  o  is  also  easily  disposed  of. 

Thus  the  functions,  for  wich  p  and  z  aie  connected  by  a  linear 
relation,  are  the  power  functions  of  the  forin 

.  (az  +  ^^ 

\yz  ^  à  I 

and  the  limiting  cases  in  which  they  become  exponentials  or  loga- 
rithms. 

Thèse  satne  functions  also  hâve  the  further properly  that  thesin- 
gularities ,  a  and  b,  of  the  osculaling  logarithm  are  connected 
linearly,  with  each  otherandwith  the  point  of  contact.  Consequently 
when  z  describes  a  circle,  p,  a,  and  b  also  describe  circles. 

This  property  of  the  points  a  and  b  may  be  deduced  easily  by 
making  use  of  the  gênerai  formulae  for  a  and  b.  But  we  shall  find  an 
independent  proof  of  this  statement  la  1er. 

The  solution  of  the  corresponding  problem  about  the  zéro  of  the 
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osculaling  linear  function  is  immédiate,  since  e  Avill  be  the  pôle  of  the 

osculatins;'  linear  function  for  the  reciprocal  function  —  •  Therefore  ihe 

functions  for  which  e  and  z  are  connected  by  a  linear  relation  are  of 
the  type 


l  -h  m 


yz 


We  now  return  to  the  gênerai  theory.  AVemay  regard  the  équation 
Connecting  p  and  w  as  defining  a  new  function  of -^,  namely 

and  we  may  consider  the  pôle  /?,  =  w.,  ofiVsosculating  linear  function, 
so  ihat 

W2  =  /?i=  -S  +  2  — ;r  • 

If  we  continue  in  this  way,  we  obiain  a  suite  of  functions,  w,  w,, 
Wj,  etc.  The  f  )1  owing  two  '[ueslions  présent  theinsehes  al  oncp  ;  wh<n 
will  the  suite  b"  a  termiriating  onf^,  an^l  whi-n  will  ii  be  pcriodic? 

The  suite  will  tet  mina  e  if  and  ordy  if  one  of  ihe  functions  of  ihe 
suite,  say  w^f  h^^s  a  fixed  point  for  the  pôle  of  ils  osculating  linear 
function,  that  is,  if  and  only  if  W/^  is  a  linear  function. 


iV,, 


yz-{-ô 

We  may  then  find  (V)i_,  by  means  of  two  quadratures, 


C  ^   w  -- 


To  détermine  Wj^_^  we  hâve  a  similar  formula.  Thus  we  obtain  finally 
w  as  a  resuit  of  ik  quadratures. 

Thesame  formulae  are,  of  course,  applicable  to  the  case  where  Wf^ 
is  any  assigned  function  of  :r. 

The  simplest  case  of  a  periodic  suite  is  given  by  w\  =  w.  In  that 
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case  w>  must  sati^fy  the  cli(Terential  équation 

w'  w"  1 

(189)  w  =  z-^'2-j,,  or 


w  w  —  z 

which  has  a  fîrst  intégral  of  the  form 

(190  a)  w'  —  log(i''3=  logA'(tv  —  zY, 

or 

(1906)  k{w  —  zYw'e-^'  —  i, 

where  k  is  an  arbitrary  constant. 

Let  us  détermine  the  intrinsic  équation  of  such  a  function.  We 
hâve 

w"  2  w'"  /'«'"\' 2{w' l) 

so  that 
whence 

so  that 


w'         \w'  j  {w  —  z)^ 


W,  z\z=  — 


{w  —  z)'-  w' {w  —  zy 


,     ri  sfTw'  dz         ,     I  .   ,-  Cw"  dz        ,    .    ,— ; 


W'  =  —    -(cp  —  Cpo)2. 

From  (190  6)  we  hâve 

so  that 

T-^=.—  ike  ^  z=i — "ike- 


If  we  Write  sj  —  ik  =^  a,  ?o^=  —  ^we  see  that 

(191)  d  —  ae'' 

is  the  intrinsic  équation  of  a  function  w  ^  f(z)  which  has  the  pio- 
perly  that,  for  every  z,  the  pôle  of  the  osculating  linear  function  is 
given  by  w. 

Of  course,  as  in  ail  cases,  we  may  equate  b  to  zéro,  the  lower 
limit  of  the  intégral  invariant  (p  being  selected  accordingly,  We  then 
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find 


(192) 


(„.=  :f<rbv,, 


H',  cp  j  —  I 


The  effective  détermination  of  tliese  functions  dépends  upon  integra- 
ting  tliis  Sch  warzian  équation  for  2  as  a  function  of  ©.  If  we  apply  the 
method  of  Art.  4,  according  to  wich  we  maj  replace  ihis  problemby 
an  intégral  équation,  we  find  that  the  kernel  function  is  equal  to 


e    *     dp. 


By  means  of  eilher  method,  we  see  that  botli  w  andz  ivillbe  uniform 
functions  of  cp.  Thus  the  intégral  invariant  o  is  a  uniforniizing 
vaj^iable  for  functions  of  this  class. 


10.  Corvespondences  definedhy  l}ic  osculating  logarithm.  —  We 
now  pass  to  the  consideralion  of  some  analogous  questions  connected 
with  the  cogredients  a  and  h^  the  singular  points  of  the  osculating 
logarithm.  We  hâve  found  the  équations 


('93) 

in  Art.  ii,  whence 
('94) 


1                   î 

"la 

b-z        i^-z 

a. 

— î—  i=v/2«,9, 

b~z 


If  we  differentiate  the  fîrst  of  thèse  équations,  we  fmd 


.^-.rxÈ-')  =  "-^-'^-^^'^'"'-'"^-^'' 


which  gives  rise  to  the  foriniila 


(195) 


''«  '  Ifl,  s-, 
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and  similarly 

(196) 

db  _ 
Tz  ~" 

-  -^w'B'{b-  z)\ 

The  équation 

('97) 

da 
db 

-   i''~'\ 

-^  \b--J' 
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which  followsfrom(i95)  and  (196),  is  especially  simple  and  frequently 
useful.  It  is  fundamental  when  we  attempt  to  détermine  a  func- 
tion  w  ^f(z)  for  wliicii  the  relation  between  a  and  b  lias  been  arbi- 
trarily  prescribed. 

In  this  connection  we  note  the  following  formulae,  which  follow 
from  (193),  (195)  and  (196). 

Let  a  and  b  dénote  the  singular  points  of  iJie  osculating  loga- 
rithm  of  w  =  f(^z).  In  gênerai  a  and  b  are  non-constant  functions 
of  z.  But  the  équations 


('98) 


J    dsf^l=^  —  ('         z-b\ 

dw       I    r    I  I    ~i 

d-w r      r  I  I        " 

'd^'~¥s/l\r  i^-ci?  ^  {z-bf 


hold,  just  as  though  a,  6,  and  6  were  constants. 

As  équations  (195)  and  (196)  show,  a  and  b  will  be  fixed  points^ 
provided  ihat  they  are  defined  at  ail,  if  and  only  if  w  z=  fÇz)  is 
itself  a  logarithmic  function  of  z. 

For  the  exponential  function  vv  =  e''^  we  fînd  again  a  resuit  ofnote- 
worthy  simplicity.  We  hâve  in  this  case 

I  I  '     1 

a  —  c=-(n-i),  b  —  z^z-{i  —  i)^         a  —  b^=z-i. 

Thus,  in  the  case  of  the  exponential  function^  the  triangle  azb  is  a 
right  isosceles  triangle,  ri  g  ht  angled  at  z,  and  itssides  are  of  cons- 
tant length.  The  corresponding  theorem  about  exponentiais  of  the 

form  e  """^  may  be  obtained  from  this  by  projective  generaliza- 
tion. 
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In  thèse  cases,  just  mentioned,  bolh  a  and  èd»'scribecircleswhene- 
ver  z  moves  on  a  circle.  We  shall  solve  the  more  gênerai  problem  : 
to  détermine  those  functions  w  =  f(z),  for  which  a  and  b  are  con- 
nected  by  a  linear  relation  with  constant  coefficients^  so  that  whene- 
çer  a  describes  a  circle ^  b  will  also  describe  a  circle. 

Let 

(199)  mab -^  na  +  jjb -\- q  ^=0, 

where  m,  n^  p,  and  q  are  constants,  and 

np  —  mq  ^  o, 

be  the  given  relation  between  a  and  b.  We  may  assume 

(200)  np  —  mq=:i 

wilhout  any  restriction  of  generality,  We  find  from  (199) 

(201)  {mb  -+-  n)da  -h  {ma  -\-p)db  =  o, 

and  from  (197) 

(202)  {b  — zYda-h{a  —  zy-db  =  o. 

If  da  and  db  are  not  both  zéro,  that  is,  if  our  function  w  =  f{z)  does 
not  reduce  to  a  logarithmic  function,  the  consistency  of  (201)  and  (202) 
requires 

(203)  {mb  +  n)  {a  —  zf  ~  {ma  -h  p)  {b  —  z.y  =  o. 
We  may  write  (199)  as  follows 

( mb  +  n)  { ma  -+-  p)  =  np  —  mq  =  i , 

as  a  result  of  which  (2o3)  becomes,  after  multiplication  by  mb  -+  n, 

{mb-hny{a  —  zy={b—zy, 
whence 

{mb-h  n){a—z)—±{b  —  z). 

We  may  choose  the  signs  of  m  and  n,  consistent  with  (200),  in  such 
a  way  as  to  bave 

{mb  -+-  n){a  —  z)  =  b  —  z. 
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Therefore,  the  existence  of  a  linear  relation  between  a  and  b  implies 
the  existence  of  linear  relations  between  a  and  z,  and  between  b 
and  z,  namely 

(204) 


maz  -h  {n  -\-  i)  a  -\-  [p  —  {)  z  +  q  =zo^ 
mbz  -\-  {p  -\-  i)  b  -\-  {n  —  i)  z  -\-  q  ^=o. 


If  vve  compute  -77  and  -r  from  ihese  équations,  and  substitute  thèse 


dz  dz 

values  in  (igS)  and  (196),  we  find 


\j2{n—p) 


[/nz'-h{n-+-p)  z -h  qY 

On  the  other  hand  we  hâve  from  (198) 


v/2 

I                  I 

I 

::  —  a        z  —  b 

~  \fi  mz 

so  ihat  we  find 

9'                       2                                    2 

d  ~  mz''-i-  {n-^p) 

z  -i-  q        m{z  —  ; 

•)[z—s) 

n  —  p 


'-^{n-\-p)z-{-q 


_j__r_î L_], 

Tn{r  —  5)L^  —  r       z  —  s\ 

if  we  dénote  by  ^  —  r  and  z  —  s  the  faclors,  supposed  distinct,  of 
mz'^  -{-  {n  -\-  p) z  -\-  q.  But  this  leads  us  back  to  the  functions  consi- 
dered  in  Art,  9,  for' which  ihere  exisls  a  Hnear  relation  between  z 
and  p.  Thus,  the  functions  of  the  form 

■«-3  +  (3'  ' 


m 


and  the  exponentials  and  logarithms  which  arise  from  them  as 
limiting  cases,  are  the  only  ones  which  hâve  the  property  in  ques- 
tion. 

The  same  class  of  functions  is  obtained  in  answer  to  the  following 
question.  We  know  that  for  any  analytic  funclion,  the  two  point- 
pairs  (^,,  P2)  and  (^q^,  q^)  are  harmonie,  so  that  the  cross-ralio  (p,, 
P21  ^n  9-2)  is  constant  and,  in  fact,  equal  to  —  i.  But  the  two  cross- 
ratios 

(2o5) 

Pï  Vî  —  P\ 


~-Px     y  1-/^2 

-■  —Pi  q\  —  P\ 
-  —  P\  q-i—Pi 
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are,  in  gênerai,  not  constant.  Let  us  détermine  those  functions  for 
which  one  of  thèse  cross-ratios  is  a  contant. 
We  find  at  once 

so  tliat  the  constancy  of  one  of  the  two  cross-ratios,  A,  or  Xo,  im- 
plies thaï  of  the  other. 

To  compute  the  expressions  for  \^  and  Xj  in  terms  of  «o)  <^i  >  <^2>  <^3> 
a^,  we  may  assume  the  point  of  contact  z  to  be  the  origin.  Then  we 
hâve,  according-  to  Art.  4, 


(206) 
where 


'1^2=  q'         71  +  ^/2=  q' 


(207)  A^rcrjaj — a\y         B^aj^i — a^ct^^         i^zzza^a.^  —  «3, 

and 

(208)  P\^   («2+'V^)'  /^2^=   K^'l «V^)- 


Consequently  we  find  from  (2o5),  putting  ^  =  o, 
(209) 


,  .  _  />i  A  —  B/),  +  Cp-,  _  P  4-  /Q  V  A 

^l'^2 — — T 


where 

(210) 

so  that 

(211) 


pi  A  — B/;,^C/^f        p_fQ^ 
P  =  a,Q  4-  ai(Cai  —  A 03),         Q  r=  2  Aaj—  Ba,, 

I  — /.,À,\2 


I   +  >M^2 


pi 


AO- 
7/z  ^^^  case  under  considération  -^  must  be  a  constant. 

If  we  put  \w,  z\  =0-,  we  find 

(212) 

n  '       ■)    2  ■  ' 


o  D  24 


so  that 

(2l3) 


P  =  — ^^1^''       Q=  ^«t(-4«2«?  — «i«^')- 
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Consequently  the  above  condition  reduces  to 


(■2.4) 

1^1   V 

l  =z  const 

4a2(7- 

-ayu'  ~' 

But  we  hâve 

^  =  ^. 

I   a' 

a. 

—  —  _ 

—  2  —    ^ir 

a. 

2    a 

a. 

If  we  substitute  thèse  values  in  (214)  and  intégrale,  we  find 

w  —  a 

where  a  is  an  arbitrary  constant.  Therefore  we  find  furthcr 

'  '  ("^  )"'  {^f^ «)"'' 

But  we  hâve 


Gonsequently  one  solution  of  the  above  differential  équation  for  ir, 

is 

-  =  ("•  —  «)*■, 
where 

Since  /  was  an  arbitrary  constant,  the  cxponent  A  rnay  liave  any  value. 
Moreover,  the  differential  équation  is  invariant  under  linear  transfor- 
mations upon  z.  We  obrain  again,  therefore,  ihe  funclions  of  the 
for  m 

az  4-3' 

with  an  arbitrary  constant  exponent  r,  in  harniony  with  our  original 
statement. 

Thèse  sanie  functions  arise  also  if  we  demand  that  the  cross-ratio 
(:r,  p,  ^,,  q.,)  shall  be  constant,  but  we  refrain  from  giving  theproof. 
In  the  particular  case  when  Q  =  o,  we  find  (r,  p,  ^,,  g.^)  =  —  i,  and 
the  fuuctiou  w  reduces  to  a  logarithmic  function. 

^- 
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XI.  —  Functions  for  which  the  quadratic  satellite  of  the  point 
of  contact  is  fixed. 

The  quadratic  satellite  t  of  the   point  z  v.as  defîned  in  Art.    4 
as  the  harmonie  conjugale  of  z  with  respect  to  q,  and  q.,,  the  pôles 

of  the  osculating  quadratic.  We  propose  to  ohtain  the  formula  for  -r^ 

and,  in  particular,  discuss  briefly  the  cases  when  t  is  a  constant. 
We  hâve 

-4^ 


(2,5; 


where  we  are  using  again  the  notations  (207)  and  the  further  rela- 
tion 

(216)  A'=4B. 

If  we  difFerentiate  (2i5),  we  fînd 

,_9(A'r-8AA" 


(217) 


(A'r 


assuming  A'^o. 


This  formula  may  be  written  in  a  number  of  other  ways,  namely 


(218) 

or 

(219) 


A 


32{w'ye'—i6 


+  '6—  -s 

w      t) 


dw     j    dz 


16 


B  dw'       !^B^\dw)    ^       \ 


wliich  may  be  written 

<i^loe:A\^  d- 


(220) 

since 
(221)   1 


d\v 


;i=-4s.-,...(i0], 


0-' 


d'iQ^O  I    /d\n^dV 

dw^  2  \     dn 


d-  I02  ^ 
do- 


1  /d\oii9 


■1  \     do 


Finally  we  may  write 
(222) 


d\oir\.\'^  dx 

—  =-41 


dw     1   dz 


8-41+1^)' 
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If  T  is  a  fived  point,  we  liave  t' ^  o.  F^et  us  assume  ihat  O^o,  so 
that  w  =^  f(z)  is  not  a  linear  function,  and  also  that  A  is  not  a  cons- 
tant. Then  we  must  hâve 

The  intégration  of  this  équation  will  give  us  the  intrinsic  équations 
of  the  functions  under  considération. 
Let  us  put 

d\og6  [du        I     , 

(224)  U=:         ■  "     »  1=— \-  -  lû 

SO  that  (223)  beconies 

r .  du        3    „ 

(22.5)  ~, — I- V  "   +  2  =  o. 

rtœ        4 

This  équation  has  two  constant  solutions,  namely 
leading  to  the  intrinsic  équations 


±2 


(226)  Q  =  ke 

According  to  (i88)  the  corresponding  function  is  a  power  function 
whose  exponent  X  is  equal  to  ±  2.  That  is,  the  functions  which  cor- 
respond to  the  intrinsic  équations  of  form  (226)  are  rational  func- 
tions of  ^  of  degree  two,  whose  two  pôles  coincide.  It  is  quite  évident 
that  quadratic  functions  of  this  sort  must  be  solutions  of  our  problem; 
the  lîxed  point  t  in  this  case  coincides  with  the  two  coincident  pôles 
of  the  function. 

If  u  is  not  a  constant,  we  conclude  from  (225)  by  intégration, 
that 

(227)  i^  r= -y/6cot  —  (9  —  m), 
and 

(228)  0  =  n  sin*  ^— (9  —  m), 
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where  m  and  n  are  arl)itrary  constants,  and  where  m  may  be  equated  to 
zéro  wiihout  essential  loss  of  generalily. 

Let  us  return  to  équation  (217).  If  A'  :^  o,  "J  =^  o,  we  hâve 

A'  A" 

whence  follows 

(229)  A  =  a'G  +  /)-», 

where  k  and  /  are  aibitrary  constants,  and  this  formula  also  appHes 
to  the  case  A'  =  o  by  putting  l'  ^  o.  If  now  Ave  make  a  linear  trans- 
formation of  the  independent  variable 


and  conipute  tlie  resulting  vahie  of  A,   wliich  \\e  sliall   call  A,  we 
find 

(aJo)  A  =:: —      ' 


Since  a,  [3,  y,  0  arc  at  our  disposai,  we  may  clearly  clioose  them  in 
such  a  way  as  to  make  A  becomc  a  constant,  any  nonvanishing  cons- 
tant in  fact  if  A  :^  o,  that  is,  '\i  w  is  not  a  linear  function  of  j.  Equa- 
tion (216)  tells  us  that  ihis  transformation  lias  the  elTcct  of  removing 
the  fixed  point  t  to  infinity. 

Let  us  then  assume  that  this   transformation  lias   becn  made,  so 
that 

(281)  A  =  «ia3 — rt^  =  «  =^  consl., 

and  t  hère  fore 

(232)  B  =3  -  A'=  (7,  «4  —  a2«3=:  o. 

Thèse  équations  may  be  wrilliMi 

(233)  „-'»,/"-  -(.r")2=r/,  n-'tr'*'—  2  »»/'.?'"' =0. 


Thèse  équations   aie  salisficd  by  vv"'=o,   vv"  =  ±:t/—  t^at. 


which 
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corresponds  to  tlie  spécial  case  mentioned  above,  when  w  is  a  qua- 
dratic  function  with  coincident  pôles.  In  ail  other  cases,  wemay  write 
in  place  of  the  second  équation  (233), 


2-7=0, 


whence 

w"'=b{w'y-,       b^o. 

If  we  substitute  this  value  for  w'"  in  (233),  we  find 

(.r")^=|[6(.T0^-a]. 

We  saw  that  it  involved  no  essenlial  restriction  of  generality  to 
assume  any  convenient  value  for  the  constant  a.  Lct  us  therefore  put 
a  ^^  b,  so  that  we  obtain 

(.34)  (^)'==r't^"''^'~']=(ft^^"''^'-'^- 

Consequently  w'  is  a  doubly  periodic  function  of  s,  which  is  easily 
expressible  in  terms  of  the  Weierstrass  p  function,  with  the  inva- 
riants ^n  =  o,  0-3  =  4,  namely 

(235)  .    "''  =  ,p(y/|  =  +  /-), 

where  A' is  an  arbitrary  constant.  Since  g-.,  =  o,  thèse  elliptic  func- 
tions  belong  to  the  equi-anharmonic  case.  But  we  hâve 

(.36)  ,(,„=-^-^  =  ^'il'î^, 

where  "C  and  a  are  the  Weierstrassian  'C  and  ct  functions.  Therefore 
we  fînd  from  (235) 

(.3,,  ,„=^^!ç(^|,+,)  +  , 

We  hâve  obtained  the  following^  resuit.  The  functions  for  which 
the  quadratic  satellite  of  the  point  of  contact  is  a  fixed  point,  are 
either  quadratic  functions  with  coincident  pôles,  or  else  they  can 
be  obtained  froin  a  linear  combination  like  m'C{u)  -h  /,  where  C(w) 
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is  an  equi-anharmonic  Weierstrass  '(  f  miction,  by  equating  u  to 
any  linear  function  of  z. 

XII.  —  Enlargement  of  the  group. 

So  far  we  hâve  been  engaged  in  studying  the  effect,  upon  the  func- 
tion w  =  f{^)i  of  linear  transformations  of  ihe  independent  variable  z. 
If  we  consider  instead  linear  transformations  of  the  dépendent 
variable  w,  we  obtain  nothing  essenlially  new.  For  we  may  regard  ail 
questions  of  this  king  as  being  connected  with  linear  transformations 
of  the  independent  variable  for  the  inverse  function  z  =^  f^*  [w). 
Moreover,  the  analytic  form  which  thèse  results  would  assume  may 
also  be  regarded  as  familiar,  since  the  Schwarzian  derivative  will  be 
the  fundamental  differential  invariant  for  ail  such  transformations. 

We  do  obtain  something  essentially  new  however,  if  we  consider 
the  effect  of  linear  transformations  upon  both  variables  at  the  same 
time.  Let  us,  tiierefore,  consider  the  group  of  transformations  of  the 
form 

(238)  ^ 


yz+  0  c  \v  +  a 

where  a,  p,  y,  6,  «,  6,  c,  d  are  arbitrary  constants.  This  group  is 
clearly  a  six-parameter  group. 
The  intégral 

(289)  ?  =f\f\  '»^  ^  !  dz 

evidently  mainlains  its  invariant  character  undor  ail  of  the  transfor- 
mations of  our  cnlarged  group.  The  same  thing  is  not  true  however 
of  0.  We  hâve,  from  (238), 

-         aô  —  (3y  —         ad—  bc 

(^4o)  ciz=-^-^^^dz,  d.  =  ^——^J.; 

and  from  (i3o) 
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According'  to  (240)  we  hâve 


39 


c/w ad  —  bc 

dz        0 
so  that 

(242)  9: 

From  tins  équation  we  find 

d\oKB 


y- 


y  dw 


[3y  \cnp'  -H  d  )    dz 

{cw  +  dy 
ad  —  bc 


reloge 

L    dw 

loge  _  ["c^Mogi 
^  -  L    dw^ 


dw 
r/Mog9 
ci 


d 


{cw~hdy 
ad  —  bc 

d\og9 


(  cw  +  d)- 


d     div 

whence  we  conclude  tliat  the  fanction 

d-'\osO        I  /d\oirdV' 


(ctr 


{ad—  bcf 


(242) 


1 


dw'^ 


;s-T] 


is  an  absolute  differential  invariant  of  the  enlarged  group  (238).  This 
function  has  already  presented  itself  to  our  attention,  and  we  recall 
two  other  forms  in  which  is  may  be  written  : 


(243) 
and 

(244) 


l=  — 


V^MogÔ 
do^ 


I=r- 


{w'r-9-- 


rd^  log 


d\o^9 
df 

d\osd 


We  observe  that  I  is  a  differential  invariant  of  the  fifth  order  and  that 
there  exisls  no  differential  invariant  of  the  combined  transforma- 
tions (238)  which  is  of  lower  order.  We  express  this  briefly  by  spea- 
king  of  I  as  \\\e  fundamental  diff^ereiilial hyperirn^aiianl  oiw  ^1  f(^z). 
We  shall  speak  of  the  relation  which  expresses  I  as  a  function 
of  p,  as  the  hyperintrinsic  équation  of  the  funclion  w  =  f(^z).  This 
hyperintrinsic  équation  will  be  the  same  for  ail  functions  which  can  be 
obtained  from  w  =  f(^z)  by  ail  of  the  transformations  of  our  six-para- 
meter  group.  Moreover  it  is  évident  that,  whenever  I  is  given  as  an 
arbitrary  analytic  function  of  cp,  we  can  always  assert  the  existence  of 
infinitely  many  functions  w  =:y(^)  which  correspond  to  the  given  hy- 
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perintrinsic  équation,  and  that  ail  of  thèse  functionsare  transformable 
into  each  other  by  means  of  transformations  of  ihe  group  (238).  We 
can  even  be  more  spécifie  in  our  statement.  If  we  bave  given  the 
hyperintrinsic  équation 


(245) 

I  =  G(9) 

and  if  we  put 

(246) 

d\o<rQ 

r/cp 

we  fînd  from  (245) 

(247) 

du 

+ 

2 

G(?), 

so  that  u  may  be  found  by  integrating  an  équation  of  the  Riccati  type. 
We  then  find  cp  from  (246)  by  a  quadrature.  Thus,  if  the  hyperin- 
trinsic équation  of  a  function  is  f^iven^  its  intrinsic  équation  may 
be  found  by  integrating  an  équation  of  the  Riccati  form,  and  a 
quadrature.  The  metliods  for  obtaining  the  function  «■  =  f(^z)  itself 
bave  been  discussed  previously. 

However,  the  most  symetrical  solution  of  our  problem  is  as  foUow^s. 
To  find  tJie  funclions  w  =zf(^~^  whose  hyperintrinsic  équation  is 
I  =  G(cp)^  integrate  tJie  two  Schwarzian  differential  équations 

(248)  !«.,  91=1,     r..,9i=i-i 

and  then  eliminate  ^. 

The  famdiar  connection  between  Schwarzian  équations  and  linear 
differcnlial  équations  of  the  second  ordcr  onablcs  us  to  draw  some 
simple  but  far-reaching  conclusions. 

LeL  W,  and  W^  bc  two  liuearly  indcpeudenl  solutions  of  the  linear 
differential  équation 

/      /      N  ^'^  »1W' 

(249)  — — -  +  -1\\  =  o. 

w> 

Then  ^  will  l)e  a  solution  of  the  firstO(jualion  (2'i8)  and  any  solution 
of  the  latler  équation  will  be  a  linear  l'ractional  function  of -rrr  •  Simi- 
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larly,  any  linear  fiiiicliori  of  y^>  whore  Z,  and  Z^  are  independentsolu- 
tions  of 

(2bo)  — h-(l— I    /-  =  o- 

O'cp  2 

will  be  a  soliilioii  of  the  second  equalion  (248J. 

Let  us  consider  now  the  case  when  I  =  G(9)  is  an  intégral,  ratio- 
nal  or  transcendental,  functiou  of  o.  Then  u',,  w.y,  ::,,  z.,  will  also  be 
intégral  fimctions  of  o,  and  therefore  w  and  :;  will  \)i  uniform  mero- 
morphic  fanctions  of  v.  Of  coarse,  in  spécial  cases,  thèse  functions 
may  even  be  holomorphic.  We  hâve  obtained  the  foUowing  theorem. 

If  a  function  w  =  j\z^  lias  the  property  ihal  ils  fundanïental, 
kypei'invariant  I  is  an  integi'aK^raiional  or  transcendenlaV)  func- 
tion of  tJie  intégral  invariant  ©,  then  lias  intégral  invariant  is 
a  uniformizing  vari,able  for  the  funclional  relation  kv  =  f(^z). 
More  specifically,  w  and  z  will  both  be  holomorphic  or  meroniorphic 
functions  of  c^. 

In  ail  cases  the  two  linear  differenlial  équations  (249)  and  (230) 
are  very  closely  related.  Tliey  bave  the  same  singular  points,  and  at 
each  of  thèse  singular  points,  the  canonical  fundamental  solutions 
bave  the  same  exponents. 

Let  us  dénote  the  inverse  function  of  vv  =zf(z)  by  ::  =  /"'  (w),  and 
let  o,  0,  1  be  the  corresponding  invariants.  We  shall  ihen  bave 

(25i)  ;  r,  cp  I  —  ï,        I  n;  cp  !  =1  —  1, 

and 

do''z=  ]  z,  ir  J  (^u'- zn —  |  u',  :;  ;  dz-  =:  —  <l'^'-, 

so  that 

(232)  d^- -\-  d(p- =:  o. 

Consequently  we  tind 


(253)  \z,  o\  =  ]  z,  o\  (-^]     =—]z,    (^\,  ]u\  o\-_=—]iy,  C0[. 
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From  thèse  équations,  we  conclude 

—  j  ^,  cp  ;  =1  =  1  — I,       —  !  «%  9  ;  =ï— 1  =  — 1, 
whence 

(254)  .  ï  +  l=rl. 

Therefore,  ihefundamentalhyperinvarianls  ofhvo  inverse funclions 
hâve  unily  foi-  their  sum.  Gonsequently  ihe  inverse  of  any  function 
whose  hyperintrinsic  équation  is  I  =  G(cp),  will  hâve  ahyperintrinsic 
équation  of  the  form  i  —  ï  =  G(±icp). 

We  proceed  to  détermine  those  functîons  for  which  the  hyperin va- 
riant I  is  a  constant.  In  that  case  the  Riccali  équation  (247)  is  easily 
integrated.  It  becomes 

(253)  2-r-    =—  («-  +  /-), 

«cp 
if  we  put 

(256)  I  =  -  X'=i  consl. 


2 


We  conclude 

(^57)  ^9==!^, 

unless  u  should  be  a  constant,  equal  to  àz  i\,  in  which  case  the  rig^ht 
member  would  be  indeterminale.  This  spécial  case,  m  =  ±  /X,  leads 
to  the  intrinsic  équation 

(258)  0r=e±''?  +  l^, 

which  we  liave  discussed  many  tinies,  and  to  which  correspond  the 
power  functions  of  the  form 

If  u  is  not  a  constant,  the  intégration  of  (207)  gives 

(269)  -^^  ^  U  =-  l  lan  -(9  -H  f/), 


5r-:' 
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where  [jl  is  a  constant.  A  further  intégration  juives 

l 

(260)  9  r=  VCOS^ -(cp  +  fi), 

where  vis  a  further  constant,  as  the  intrinsic  équation  of  ail  of  those 
functions  for  which  I  is  a  constant  while  u  is  not  a  constant. 

The  corresponding  functions  are  again  power  functions,  but  of 
the  more  gênerai  forin  defîned  hy 

(261)  —  ' 


cw  -\-  d        \  y^  + 

where  the  exponent  r  is  connected  with  the  hyperinvariant  I  hy 
means  of  the  équation 

(262)  lz=- ,  r'=- 

r^ — I  1  —  I 

This  may  be  proved  eilher  by  starting  from  the  intrinsic  équa- 
tion (260)  and  integrating  it,  or  more  easily,  by  observing  that  I  will 
take  the  constant  value  given  by  (262)  when  we  put  w  =  z'',  and 
remembering,  that  ail  functions  obtainable  from  cr  =  z""  by  the  trans- 
formations of  our  six  parameter  group,  hâve  the  same  hyperintrinsic 
équation. 

Formula  (261)  becomes  unintelligible  when  I  is  equal  to  zéro  or 
unity.  However  in  thèse  cases  we  see  directiy,  from  (248),  that 
eilher 

(263)  — :i='og j> 

or 

az  +  p 

(264)  -=e^-  +  ^, 

^      ^'  cw-+-d  ' 

and  thèse  functions  may  be  regarded  as  included  in  1,261)  as  limiting 
cases. 

If  r=  ±  2,  w  is  a  rational  quadratic  function  of  r,  so  that  we  find 

(265)  1^1 

«5  the  hyperintrinsic  équation  of  ail  quadratic  functions.   Tlie 
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intrinsic  équation  ofa  quadralic  function  is  eitlier  of  thc  forni 

=t-2/t/-  (s-i-ai 

(266)  e^e^y'     '  , 

or 

(267)  9  =  VC0S2  4/|(o  +  |Jl). 

The  quadralLc  fuiicLioiis  \v/iich  correspond to  (^266) hâve  coïncident 
pôles,  while  those  which  correspond  to  (2G7)  hâve  distinct  pôles . 

Tlie  differential  équation  of  allquadratic  l'unctions,  wiiicli  we  foimd 
in  Art.  4  in  the  form  Cg  =  o,  is  ol  course  équivalent  to  (261),  and  mav 
therefore  be  written  in  any  of  tlie  following  forms  : 

d^Wj^fj      1  /Wiogôv^     4    _ 

(268)  ;  Q"    3 /O'Y    4.,,  ,.,    0'  '«'" 

--   '  -  ' -^  ô^'("')'- û -7=0, 


bj        3     ^      '         9  tr' 

a"        5  /o-'  \-       2 
(7         4  \  a  /         o 

We  shall  lienccfortli  speak  of  llie  functions  defined  b}    (2()i)   as 
gênerai  power  functions,  and  use  tlie  word  spécial  power  function  for 

those  of  llie  form 

ocz  -+-{3' 


=  /  +- 
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If  a,  c,  a  and  y  are  ail  différent  froni  zéro,  we  niav  wt  ite  the  defi- 
ning  équation  (261),  ofa  gênerai  power  function,  in  llie  form 

and,  unless  /•  is  an  integcr,  w  w  ill  he  a  niulliforiu  function  of  z,  w  iiich 
bas  ^  =  p  and  ^  =  a  as  its  onl\   brandi  points.  The  inverse  funclion 

will  be  a  multiform  function  unless  -  is  an  integer,  and  wili  liave  A 


DIFl-ERENTIAL    PROPERTIES    OF    FTJNCTIONS,     ETC.  4*^ 

and  [i,  as  ils  only  branch  points.  If  nol  ail  oC  the  nunnbers  a,  c,  a,  y  are 
différent  frorn  zéro,  tlie  corresponding  l)ranch  point  is  at  infinily,  and 
the  usual  changes  in  the  form  of  (269)  should  be  ntiade. 

We  shall  use  the  term  branchpoinl  l'or  each  ot"  the  points  p,  o-,  A,  ]x 

in  ail  cases,  even  if  /•  or  -  is  an  integer.  We  nnay  then  characterize  the 

spécial  power  functions  as  being  those  for  whicli  tiie  inverse  function 
lias  one  of  its  branclipoints  at  infînity. 

XIII.  —  The  osculating  power  function. 

We  liave  studied  in  détail  the  funclions  for  which  I  is  a  constant. 
There  are  niimber  of  other  interesting  cases  in  which  the  équations 
(248)  admit  of  explicit  intégration.  In  gênerai  those  cases  in  which 
the  corresponding  Riccati  équations  are  integrable  by  quadratures, 
lead  to  functions  connected  witli  Bessel  functions.  But  we  prefer  iiot 
to  develop  tins  theory  any  farther,  at  présent.  We  shall  show  instead, 
how  to  détermine  the  osculating  power  lunclion,  that  is,  the  function 
of  the  form 

(269) -_=M 


which  has  contact  of  the  fifth  order  with  a  given  function  a'  z=  f(z)  at 
a  given  point.  Of  course,  we  may  again,  without  essential  loss  of  gene- 
rality,  assume  that  the  origin  ^  =  0  is  the  point  of  contact. 
Let  us  Write  (269)  as  follows 

(  270 )  W  =  MZ'-,         Z  =  f-^IlP ,  W  =z  "'  ~  ^ 


P- 


so  that 

(27.) 

and 

(272) 


r/iv 

_  M,-(p-a)^,._,  /<r  — fz 

dz 

l  —  li                 \z-G 

dUv 

dz' 

dw 

(,._,)(p_a)    ^      ^^ 

diV     ~ 

Z(;  — t)-^             .V  — ^ 

dz 
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From  the  gênerai  propertiesof  the  Schwarzian  derivative  we  hâve, 

(    i  j^     „  i  _  ,  W ,  7r     _  -  _  (^X^jv     7  -   _  (P  —  ^)'  ^  yr     7  I 

lz^z;=-^(r^-.)z-^ 

so  ihat 
and 

.  !  «^,   5  i  '  2  9. 

(273)  irr-TT  =- 


I  «%  ^  J  z  —  p        ;  —  a 

If  (269)  defines  that  power  fanction  which  osculates  the  function 

(276)  ip  =  «0+ a,;  4- a2-'  +  --- 

at  ^  =  o,  the  expressions  (271)  to  (275)  rnust  reduce  for  i:  =  o  to  the 
corresponding  expressions  formed  for  the  function  (276),  which  we 
now  refer  to  as  the  function  w.  Therefore  we  rnust  hâve 

(277)  \  n, 

and,  of  course,  the  hyperinvarianl  I  must  assume  the  same  value  for 
:;  =  o  for  both  functions,  so  that 

(278)  ^'=rH' 

We  may  re-write  (277)  as  follows  : 

— ^   ~    =  ~r  +  z~' 

P  ^  »*'()  ^u 

so  that  we  find  the  équations 


«^'1       9' 


(279) 


p    '"'0    ^0 


"''o0oV^2(i--IJ, 
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where  a  chang'e  in  the  détermination  of  ihe  square  root  would  be 
équivalent  to  a  mère  change  of  notation.  If  we  substitute  thèse  values 
in  (270),  (271)  and  (272),  we  find  the  équations 


(280) 


Wo  —  (J. 

2  w' 


-  /  +  "'0  ^0  V/-2I0. 


.->. 


"'u^o  V^ — 2I0, 


for  the  détermination  of  X  and  p.,  the  branchpoints  of  the  inverse  of 
the  osculating  power  function,  and  finally 


(28.) 


M=: 


l  f  uY 


iï'„  —  ft  \  p 


or 


(282)    M  = 


—   /   +  "■•0  ^0  V^-2lo 


—  fl^  —  «"'o^oV/— 2lc 


-7+r +<^°v/2(>-ir 

"  0  ^0 


j-  -<Vo9„v/2(i-l( 


v/Â 


Let  us  omit  the  index  o  in  our  further  formulae.  The  quadratic 
satellite  oî  z  =  o  was  given  by 


^<7i72 


a^a■i—al 


where 

so  that 

and  consequently 

A\e  also  hâve 


Çi  +  Çi  <7ia4— «2(73 


SA 


A  =  a,a,-al=U  »''Y  j  .v,  z  \  =  ^  (.T'')^0^ 


A/ 
A 


4—  +2-, 


p        2  tt»' 


if/?  is  the  pôle  of  the  osculating-  linear  function,  so  that 
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Gonsequently  we  fînd,  from  (277), 

(283)  -  +-  =  -  H 

LeL  '1»  be  ihc  harmonie  conjugale  oi  z  =  o  with  respect  lo  0  and  (7,  so 
ihat 

119. 

(284)  -4--=-- 

We  find,  from  (283)  and  (28/4), 

112 

(280)  h  Y  =  -■> 

and  therefore  tlie  following'  (lieorem. 

Conslruct  the  harmonie  conjugale  'j»,  of  the  pôle  of  the  osculating 
linear  funclion^  with  respect  to  the  point  of  contact  and  its  quadra- 
tic  satellite.  Then  tJie  branchpoints,  p  and  <j,  of  the  osculating 
power  funclion  will  be  harmonie  conjugales  of  eacli  otherwith  res- 
pect to  '\i  and  the  point  of  contact. 

If  the  point  of  conlacL  is  a  gênerai  point  r,  inslead  of  ^  =  o,  we 
hâve  in  place  of  (279), 


(286) 

whence 

(287) 

and 


w"  0'  ,,     / r- 


Oy/'M--!: 


(288)         u'=  r  ^  '     { 

j  0  v/2  (  I  - 1  )  \ 


r/--. 


a  formuUi  whicli,  likc  ihe  corresponding  intégral  formnlae  for  w  in 
lerms  of  p  and  r,  or  in  ternis  of  a  and  />,  is  capable  of  inleresting 
applications. 

We  \vish  to  sludv  however,  tiie  variation  of  c  and  t  willi  3.  Diffe- 


15^ 
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rentiation  of  (286)  gives 


2        ,   ,        ,       «'"'        /n'"\-      d^\os9 


^(p'-O-^-B    4-;i-^  +  <."V2-ô^rr) 


whence 


<i::  2  \V2(i  —  1)/ 


If  we  make  use  of  the  équation  which  defincs  I,  tliis  reduces  to 

1      dp         'v'gr 

and  similarly 

,         .  1  da  <''9I' 

(290; 


{a  —  zydz  2\/2(i  —  1) 

If  we  leave  aside  tlie  cases  w'  =  o  and  0  ==  o,  in  which  p  and  ct  are 
net  defîned,  we  ma}^  say,  tlierefore,  thaï  neither  of  the  branchpoinls 
of  the  osculating  power  function  of  w  =i  f(z)  can  be  a  fixed  point, 
unies  f[z)  is  itself  a  povier  function. 

If  we  introduce  «p  as  indépendant  variable,  we  lînd 


(290 


ap  «cp  i  da  «9 


(p—  C)2c^cp  2V/2(I  — 1)  {(J  —  Zfdo  2V/2(I  — I) 

Finally  we  note  the  formulae 

1         dp  i  d(j  dp  (p 

(  2Q2  ) ^  H —  =0,  — C-  =  —  '  — 


(p  —  zy  do        {a  —  zY  do  '  o^o"  \a  —  ^ 

Let  us  consider  those  functions  for  Kvhich  p  and  a  are  connectée 
by  a  linear  relation  {vith  constant  coefficients 

(298)  mpa  +  np -{- pa  +  cj  ■=■0, 

where  we  may  assume 

(  294  )  np  —  mq~\. 

We  find,   as  in  the  corresponding  investigation  for  the  singuhir 
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points  of  the  osculating  logarilhm  (Art.  10),  [\\'d[  t hei^e  will ihen exist 
linear  j^elations  ivifh  conslànl  coefficients  also  behveen  p  and  z, 
and  behveen  a  and  z,  narnelv 


(295) 


j  mp;4-(/i+ i)p +  (/?  — 1)^  +  7  =  0, 


)  maz  -i-  {p  -{-  1)  <7  +  (n  —  ï)  z-h  q  =^0. 
From  tlie  first  of"  tliese  relations,  Ave  find 

[  m  ;  +  //  4-  I  ]  (/p  +  [//ifj  -h  p  —  1  ]  6?^  =  o, 
wlience 

dp  n—p mz--\- {n  +  p)  z 

dz        (  wi  c  +  /i  +  1  )"^  '  ^       ^  m  z  -\~  n  -ir  i 

so  lliat  wo  find,  from  (289), 

n-p  .r'&I' 

(296)  — 


{mz'-\-{n-^p)z^(jY        2y/2(i  — 1) 

From  (28';)  \ve  find 

( 297 )  — .,   !'~'\ ^— "•' 5 v/2(i-i)- 

^   ^' '  mz-^  {n+  p)z  -\-  q  *     ^  '^ 

Elimination  of  z  gives 

(298)  (i  — I)    ~^d\^-^^LLd<a, 


and  tlierefore 


2\/2     ,  ^ 


(299)  ,7^(?-?o)vn'-i)  =  ' 

05  z/ie  hyperintrinsic  équation  of  thèse  functions,  Kvlien  n  —  p  ^o. 

Tlie  case /^  = /?  leads  to -T^  =  o  and  tlierefore  corresponds  lo    llie 

case  I  =  const.,  wlien  llie  function  reduces  lo  a  po\Ncr  funclion. 
We  also  find  from  (296)  and  (297),  by  division, 

(3oo) 


4(1  —  1)  m-^-i- (« -H/>)  ; -h- y 

If  {n  +  />)"  —  ^inf]  7^  o,  and  if  we  denole  by  r  —  /-  and   z  —  s  the 
linear  faclors  <>f  niz^  H-  (//  -{-  p)  z  -\-  q,  dislincl  under  lliis  Iin  polliesis, 
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:)i 


we  fiiid 


;_,.,„(,_,) 


(3oi)  I  —  I  — Ce--"  ,         i'y^s,         m^o. 

If  {n  -+-  pY  —  i\niq  =  o,  and  m  ^  o,  we  may.  write 

J7iz'^+  {n  +  p)  z  -+-  q  :^  />i{z  —  /•)-, 

and  we  find  instead 

(3o2)  i  —  l  —  Ce^"-^'-". 

Finall} ,  il  m  =  o,  we  find 

9 


(3o3)  1-1  =  C(5 -/.)"  +  /',         A  = 

and  i(  n  -h  p  is  also  equal  to  zéro, 

(3o4) 


n  -\-  p 


i-I  =  Ce9. 


n+  py±  o, 


SUR  UN  ENSEMBLE  NON  MESURABLE  B.  f)3 

Sw^  un  ensemble   non  mesurable  B; 
Par  Nicolas  LUSIIV  et  Waclaw  SIERPINSKI. 


INTRODUCTION. 

D'après  un  théorème  connu  de  M.  Baire  (')  toute  fonction  repré- 
sentable analytiquement  est  ponctuellement  discontinue  sur  tout 
ensemble  parfait  quand  on  néglige  les  ensembles  de  première  caté- 
gorie par  rapport  à  cet  ensemble  parfait.  «  Maintenant  une  question 
très  importante  se  pose  (écrit  M.  H.  Lebesgue  dans  son  Mémoire 
Sur  les  fonctions  représeniahles  analytiquement)^  la  condition 
nécessaire  fournie  par  le  théorème  XVI  est-elle  suffisante?  Et,  si  elle 
ne  Test  pas,  existe-t-il  des  fonctions  qui  n'y  satisfont  pas?  Je  n'essaierai 
pas  de  répondre  à  ces  difficiles  questions.  » 

En  19145  M.  Lusin  a  démontré  que  la  condition  de  Baire  n'est  pas 
suffisante  si  la  puissance  du  continu  est  a/t^p/i-w/z  (-).  Il  a  démontré 
le  même  fait  en  1917,  à  l'aide  de  l'axiome  du  choix,  sans  admettre 
l'hypothèse  sur  la  puissance  du  continu  (').  Le  but  du  présent 
Mémoire  est  de  définir  ejffecli  ventent  une  fonction  non  représentable 
analytiquement  satisfaisant  à  la  condition  de  Baii'c. 

Nous  prouverons  qu'une  telle  fonction  est  fournie  par  la  fonction 
caractéristique  de  l'ensemble  E  défini  comme  il  suit  : 

Soit 

(')  H.  Lebesgue,  Journal  de  Mathématiques^  6*  série,  t.  I,  1900,  p.  188 
(théorème  XVI). 

(-)  Comptes  rendus,  t.  158,  p.  1269  (Note  du  4  mai  i9i4)> 
(*)  Fundamenta  Malhem.^  t.  Il,  1921,  p.  167. 
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une  suite  infinie  formée  de  tous  les  nombres  rationnels  (différents) 
intérieurs  à  Tintervalle  (  o,  i). 

Soient  X  un  nombre  réel  de  l'intervalle  (o,  i), 

(2)  ^  =  (Co,  C,C,C3...)2  =  Co+  -^  +  :^+  ^   +••• 

son  développement  dyadique  fini  ou  infini.  Nous  désignerons  par  E(.x) 
Tenscmble  formé  de  tous  les  nombres  r^  de  la  suite  (i),  tels  qu'on  a 
dans  le  développement  (i)  (ou  dans  un  au  moins  de  deux  développe- 
ments dyadiqucs  du  nombre  .r,  s'il  y  en  a)  c„  =  i.  E  sera  l'ensemble 
de  tous  les  nombres  .r  de  l'intervalle  (o,  i)  pour  lesquels  Tenscmble  E(x) 
n'est  pas  bien  ordonné  (si  l'on  ordonne  d'après  la  ,i;randeur  croissante 
de  nombres  rationnels  qu'il  contient). 

Il  importe  de  remarquer  que  l'ensemble  E  (dont  nous  prouverons 
qu'il  est  non  mesurable  B)  est  défini  sans  utiliser  les  opérations 
d'' addition  et  de  multiplication  à  partir  d'une  infinité  non  dénoni- 
hrahle  d^ ensembles ,  ce  qui  distingue  essentiellement  noire  exemple 
du  premier  exemple  d'une  fonction  non  représenlable  analytique- 
ment,  trouvé  par  M.  Lebesgue  {loc.  cit.)  ('). 

On  pourrait  encore  prouver  (ce  que  nous  ne  ferons  pas  dans  ce 
Mémoire)  que  l'ensemble  E  est  une  projection  orthogonale  d'un 
ensemble  plan  mesurable  B  (F  de  classe  i)  qu'on  pourrait  même 
définir  effectivement.  L'existence  des  ensembles  mesurables  B  dont 
les  projections  ne  sont  pas  mesurables  B  a  été  démontré  par 
M.  Souslin  (^).  Ce  n'est  que  par  une  analyse  approfondie  de  la  théorie 
des  ensembles  (A)  créée  par  M.  Souslin  que  nous  avons  obtenu  les 
résultats  exposés  dans  ce  Mémoire. 

i.  Désignons  par  Tl  l'ensemble  de  tous  les  nombres  rationnels 
r  satisfaisant  à  l'inégalité  o  «<  /•  <;  i .  Si  à  tout  nombre  r  de  R  corres- 
pond un  ensemble  fermé  (ou  vide)  F,.,  d'un  espace  à  m  dimensions, 
nous  dirons  qu'on  a  un  système  déterminant  S  =  \  F,  ;.  ÎNous  appelle- 

(  '  )  Cf.  Notice  sur  les  travaux  scientifiques  de  M.  Henri  Lebesgue,  Toulouse, 
1922,  p.  61. 

C)   Comptes  rendus^  Noie  du  8  janvier  1917. 
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rons  noyau  du  système  S  l'ensemble  de  tous  les  points/?  de  Tespace 
considéré  pour  lesquels  il  existe  au  moins  uno  suite  infinie  décrois- 
sante de  nombres  de  R 

telle  que  p  appartient  à  chacun  des  ensembles 

F        F        F 

Nous  appellerons  ensemble  (A)  tout  ensemble  qui  est  noyau  d'un 
système  déterminant  ('). 

Soit  E  le  noyau  d'un  système  déterminant  S  =  j  F^  !•  Posons  (pour 
tout  nombre  /■  de  R) 

(<)  F«  =  F,; 

(a)  F^^F-'^Fr'' 

P<'- 

si  a  est  un  nombre  ordinal  de  première  espèce,  la  somme  V  s'étendant 

p<'- 
à  tous  les  nombres  p  de  R  qui  sont  <^  /•,  et 

(3)  F?  =  J2f^., 

si  a  est  un  nombre  ordinal  de  seconde  espèce,  le  produit  Jl  s'étendant 

à  tous  les  nombres  ordinaux  ^  <^  a. 

Les  ensembles  F*,  définis  ainsi  par  l'induction  transfinie,  sont 
évidemment  mesurables  B  pour  tout  nombre  /•  de  R  et  tout  nombre 
ordinal  a  <<  1}  (O  désignant  le  plus  petit  nombre  ordinal  de  la  troi- 
sième classe). 

D'après  (2)  et  (3),  on  trouve 

(4)  F?:::>F5^  poura<i3. 

Posons 

(5)  S^=^¥-, 


(')  Cette  définition  ne  coïncide  pas  avec  celle  de  M.  Souslin  (Comptes  rendus, 
iNote  du  8  janvier  1917);  or,  on  pourrait  démontrer  qu'elle  lui  est  équivalente; 
ce  ne  sera  pas  d'ailleurs  nécessaire  pour  notre  but. 
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la  sommation  V  s'étendant  à  tous  les  nombres  /'  de  R.  Les  ensem- 
bles S*  seront  tous  mesurables  B  pour  a  <^  12.  D'après  (4)  on  a 

(6)  S='DSP         pour  a  <  p. 

2.  Nous  prouverons  que 

(7)  E^IT^"- 

Soit/?  un  point  de  E.  L'ensemble  E  étant  noyau  du  système  }  F^  !, 
il  existe  une  suite  infinie  décroissante  de  nombres  de  R, 

(8)  r,>r,>/-3>..., 
telle  que                             ' 

(9)  P  ^  ^r„  pour /l  =  1,  2,  3, (') 

D'après  (i)  nous  avons  donc 

(10)  p  ^  F^^^  pou  r  «  =  I ,  :i ,  3 ,  .  .  .  . 

Supposons  qu'on  a 

(11)  p  ^  F;,.         {n  =  i,  2,  3,  .. .), 

pour  tous  les  nombres  ordinaux  ^  <C  a,  où  a  est  un  nombre  ordinal 
donné  ^  i. 

Soit    //    un    indice    donné.    Si    a  est  de  première  espèce,    on    a, 
d'après  (2), 

(■2)  f?,.  =  f*.-'Vf^-'. 

P<fn 

D'après  l'hypothèse,  (i  1)  est  vrai  pour  ^  =  a  —  i,  donc/>  d  F*_~'  el 
/JçF*^^,.   Or,  d'après  (8),  on  a  ;•„+,</•„  et  par  suite  F*,"J,  est  un 

terme  de  la  somme  VF*"'  qui  contient  ainsi  le  point/).  Donc/)  est 
un  point  de  l'ensemble  (12). 

(  '  )  .r  ç  X  signifie  (|ue  .r  est  un  clément  de  l'ensemble  X. 
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Si  a  est  un  nombre  de  seconde  espèce,  nous  avons,  d'après  (3), 

donc,  d'après  (i  i), 

P  €  F*.- 

La  formule  (i  i)  est  ainsi  établie  par  l'induction   transfinie  pour 
tout  ^  <<  (}.  11  en  résulte,  d'après  (5),  que 

/>  C  S*         pour  a  <  i2; 
donc  a7€  P,  où 

(.3)  P=J"[S^ 

Or,  soit  X  un  point  de  l'ensemble  (i3).  Nous  avons  donc 

p  ^  S"-         pour  a  <  12; 
donc,  d'après  (5), 

/>  é  ^  F*         pour  a  <  £2. 

r 

La  somme  V  contenant  une  infinité  dénombrable  de  termes  F^,  nous 

en  concluons  qu'il  existe  au  moins  un  nombre  r,   de  R  tel  que   la 
formule 

P  €  F" 

subsiste  pour  une  infinité  non  dénombrable  de  nombres  ordinaux  a<^12; 
donc,  d'après  (4),  pour  tout  a  <^  (2.  On  a  donc  aussi,  pour  tout  a<|12, 

p^K^'; 
donc,  d'après  (2), 

/>  €  2  Fp         poura<S2. 
p<'-i 

La    somme  V    contenant   une   infinité   dénombrable    de    termes 

P<'-. 
Fp(p  <C  f\)i  on  en  lire,  comme  plus  haut,  qu'il  existe  un  nombre  7% <;  /', 

de  R,  tel  que 

p^K 

Journ.  de  Math.,  tome  U.  —  Fasc.  I,  i9i3.  " 
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pour  une  infinité  non  dênombrablc  de  nombres  a  <[  (2,  donc  pour  lous 
les  a<i2. 

En  raisonnant  ainsi  de  suite,  on  arrive  à  une  suite  infinie  décrois- 
sante de  nombres  de  R,  /*,  >  ^o  ^  /'a  ^  •  •  •  ?  telle  que 

p  €  F*^         pour  a  <  i^  ;   «  r^  i ,  2,  3,   .... 

En  particulier,  pour  a  =  o,  on  trouve,  d'après  (i), 
P  (.  F,.„        («  — (,  2,  3,  .. .), 

ce  qui  prouve  que  /;  est  un  point  de  l'ensemble  E. 

Nous  avons  ainsi  démontré  que  E  =  P  et  la  formule  (7)  est  établie. 

» 
5,  Soient  maintenant  E  et  E  les  noyaux  respectifs  des  systèmes  ;  F,.  \ 

et  (  F,.  )  et  supposons  qu'on  a 

(i4)  S*.E^o         poiir5;<i>. 

Nous  prouverons  qu'il  en  résulte  que 

E  K  ^  o. 
De  (i4)  et  de  la  formule 

analogue  à  la  formule  (7),  résulte 

(i5)  S^.SP^o  poura<i2,  jS  <  1>. 

Soit  ^  un  nombre  ordinal  <<  O.  D'après  (5),  la  formule  (i.t)  donne 

^F^SPr^o         pour  a  <  12. 

La  somme  ^  contenant  une  inlinité  dénombrable  de  termes,  on  en 
tire  qu'il  existe  un  nombre  r{^)  de  11  tel  (pie  l'inégalité 

('6)  F»,,.S?^o 
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subsiste  pour  une  infinité  non  dénombrable  de  nombres  ordinaux  a; 
donc,  d'après  (4),  pour  tout  a  <;  12. 

L'ensemble  R  étant  dénombrable,  l'ensemble  de  tous  les  nombres 
r([3)  correspondant  aux  nombres  ordinaux  ^  <Cil  est  au  plus  dénom- 
brable. Or,  la  formule  (i6)  subsistant  pour  tout  a  <|  O  et  tout  (ÎJ  <^  12, 
on  en  déduit  l'existence  d'un  nombre  /■,  de  R  (indépendant  de  [3),  tel 
qu'on  a 

(17)  F^^.SP^o         pour  a  <  o,  [3  <  12. 

En  se  servant  de  la  formule  pour  S^  analogue  à  la  formule  (7)  et  en 
raisonnant  comme  plus  haut,  on  déduit  de  (17)  l'existence  d'un 
nombre  /',  de  R  tel  que 

(18)  F,VK^.;^o  poura<<>,   (3<12. 

D'après  (i8j,  nous  avons  donc  aussi 

F,^+' .  bf,  3±  o         po  M  r  a  <  o,   |3  <  1>  ; 
donc,  d'après  (2), 

F*   2  ^P  ■  ^^'r',  ^  O  PO"''   «  <  --'     1'^  <  "• 

La  somme  V  contenant  une  infinité  dénombrable  de  ternies,  on  en 
P<'-, 
déduit,  comme  plus  haut,  l'existence  d'un  nombre  /:,  «<  ;•,  de  R  tel 

que 

F,VF?'^.F^.;^o         pour  a  <  12,   [3  <  12. 

En  remplaçant,  dans  cette  formule,  [i  par  |^  -I-  i  et  en  raisonnant 
comme  plus  haut,  on  prouve  l'existence  d'un  nombre  /%  «<  /•',  de  R,  tel 
que 

F«.F;^,.F^.F?,,^o         pour  a  <  12,  ^  <  12. 

En  raisonnant  ainsi  de  suite,  on  arrive  à  deux  suites  infinies  de 
nombres  de  R, 

^i  >  r,  >  /•:,  > . . .      et     /•',>/•;>/;>..., 
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telles  qu'on  a 

F.^*  . F?  . . . F*  . F'?.- .  H'-  •  •  F'?/  y^  o        pour  a<i2,  .3  <  12  ;  w  =  i ,  2,  . .  .  ; 
donc,  en  particulier,  pour  a  =  [i  =  o,  d'après  (i), 

(19)  F,.,.F,,^...F,.„.F,.;.F,,',.  .  .l",;,^o         pour  «  =1,  2,  3, 

Les  ensembles  F,,  et  F/,  étant  fermés,  la  formule  (19)  prouve  (d'après 
un  théorème  connu  de  Cantor)  l'existence  d'un  point  p  commun  à 

tous  les  ensembles  F,„  et  F,;.(/ï  =  i,  2,  3,  . . .),  donc  aux  ensembles  E 

etÉ.  C.Q.F.D. 

» 
Nous  avons  donc  démontré   que   si   hvE  =  o,   la   formule  (i4)  ne 

subsiste  pas  pour  tout  a  <  O.  Il  existe  donc  alors  un  indice  a  <  Q,  tel 

que  S*.  E  =  o,  c'est-à-dire  :  E  d  CS*. 

En  particulier,  si  le  complémentaire  de  E,  CE,  est  un  ensemble  (A), 
nous  pouvons  poser  E  =  CE  et  nous  obtenons,  pour  un  a  <[  li  : 
CE  CCS"',  donc  E  3  S*,  par  conséquent,  d'après  (7),  E=  S*.  Donc: 

Si  E  et  CE  sont  des  ensembles  (A),  E  est  mesurable  B  ('  ). 

4.  E  étant  le  noyau  du  système  }  F,.  |  et/?  un  point  donné  (apparte- 
nant à  1^]  ou  non),  désignons  (pour  a<12)  par  R*(/>)  l'ensemble  de 
tous  les  nombres  /•  de  R,  tels  que 

D'après  (4),  nous  aurons  évidemment 

(20)  l\='{p)^R^{p)         Tpbi\ry.<2>. 

Or,  les  ensembles  K*(/?)  sont  au  plus  dénombrables  (comme  sous- 
ensembles  de  R)  :  il  résulte  donc  de  (20)  l'existence  (pour  tout  point/? 
donné)  d'un  plus  petit  indice  a.  =  [J-ip)  <C  ^»  '-el  que 

(21)  Ri^(/>)  =  RH-+'(/?). 

(')  M.  SousLiN,  loc.  cil.  —  N.  LusiN  et  W.  SiicRPiNSKii^Mr  quelques  propriétés 
des  ensembles  (A)  {liulletin  de  l'Académie  des  Sciences  de  Cracosie^  1918» 
p.  42;  lliéorème  de  Soiislin). 
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Soit  /•  un  nombre  de  R^^'  (p)  :  on  a  donc/;  e  Fj^^'  ;  donc,  d'après  (2) 
(pour  a  =  (i.  +  i),  il  existe  un  nombre  /•,  <  r  de  U,  tel  que  p  e  F|!;  ; 
donc,  d'après  (21)  aussi,  p  ç  Fj";^',  ce  qui  donne,  d'après  (2)  (pour 
a=:(j.H-2),  p^F^^\  Donc  U  appartient  à  R^^'(p).  On  a  ainsi 
Ri^-(/>)CR''"'(/^);  donc,  d'après  (20),  R^^^(p)  =  R^^\p).  D'après 
(3)  et  (20),  on  en  déduit  sans  peine  par  l'induction  transfinie  que 

(22)  R=^{p)  =  K^{p)         povva^iJ.  =  ix{p). 
Posons,  pour  a  <^  12, 

(23)  T^^2(F«-Fr'); 

ce  seront  évidemment  des  ensembles  mesurables  B. 

Si  /?  €  T°',  on  a,  pour  un  nombre  /'  de  R,  /?  e  F*  et  p  non  ç  F*"^'  ;  donc 
R'^Çp)  7^  R""^'  (p),  ce  qui  donne,  d'après  (22),  a  <  l^^ip)- 

Or,  soit/)  un  point  lel  que  [J-ip)  >  a  :  on  a  donc,  d'après  la  défini- 
lion  de  l'indice  «.(/?),  R°'(/))  :^  R*^'(/>)  et  il  existe,  d'après  (20),  un 
nombre  /•  de   R,  tel  que  p  e  F*  et  p  non  d  F,'*^';  donc,  d'après  (23), 

Nous  avons  donc  démontré  que 

(24)  'J'''=  Tl  [i^(i")  >  «]         pour  tout  a  <i2 

J7  [W(/?)]  désignant  l'ensemble  de  tous  les  points/?  de  l'espace  con- 
sidéré  satisfaisant  à  la  condition  W(/?)  (. 

Soit  p  un  point  de  E  tel  que  a(/))<a.  D'après  (7),  nous  avons 
ECS^,  donc/?  €  S*;  or,  d'après  (24),  p  non  €  T«;  donc/?  €  S"— T*. 

Or,  soit/?  €  S*—  T*:  nous  avons  donc/?  non  ç  T^';  donc,  d'après  (24), 
[^(p)  =  ^'i  d'après  (22),  nous  avons  donc 

(25)  RP{p)  =  l{=^{p)         pour[3>a. 

Or,  puisque  p  é  S*,  il  existe,  d'après  (5),  un  nombre  r  de  R,  tel  que 
p  e  F*;  donc,  d'après  (25),  nous  avons  p  ç  Ff  pour  f>^a;  donc  p  ^  Sl^ 
pour   fl^a;   donc   [d'après  (G)]    pour   tout    p<12,    ce   qui    donne. 
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d'après  (7),  p  ^E.  Nous  avons  ainsi 

(26)  S^-T='=E.^[iJ.{p)^a]         (poura<0). 

/' 

Puisque  pour  tout  point/?  on  a  [J-ip)  <C  ^^5  on  déduit,  de  (2G),  tout 
de  suite  la  formule 

(27)  E  =  2(S---Ï-). 

Les  formules  (7)  et  (27)  prouvent  que  tout  ensemble  (A)  rst  un 
produit  et  aussi  une  somme  de  i^,  ensembles  mesurables  B. 

o.  De  la  définition  du  noyau  E  du  système  ;  F,.  |  résulte  immédiate- 
ment que  pour  qu'un  point  p  appartienne  à  E,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'ensemble  R*'(/?)  ne  soit  pas  bien  ordonné  (si  on  l'ordonne  d'après  la 
grandeur  croissante  des  nombres  rationnels  (jui  le  constituent). 

Soit/J  un  point  de  CE.  L'ensemble  H"(/>)  est  donc  bien  ordonné  ou 
vide  :  soit  a  son  type  ordinal.  (Nous  considérons  l'ensemble  vide 
comme  un  ensemble  bien  ordonné  du  type  o.)  Si  R'*(/^)  est  vide,  nous 
avons  évidemment  pi.(/>)  =  o.  Or,  supposons  que  a  >>  o  et  soient 

(28)  /•o</-l</'2<..-</'5<---  (;<«) 

les  nombres  de  R  constituant  R''(yD),  rangés  d'après  leurs  grandeurs. 
Soit  \  un  nombre  ordinal  donné  quelconque  :  nous  prouverons  que 
l'ensemble  R'^(/?)  coïncide  avec  l'ensemble  H'  de  tous  les  nombres 

/■|,     où     \'î'^<.oi.. 
L'égalité 

(29)  R>(/>)  =  H>- 

est  vraie  pour  X  =  o  :  supposons  qu'elle  est  vraie  pour  tous  les  nombres 
ordinaux  \<C^. 

Soient  ^  un  nombre  de  première  espèce,  r  un  nombre  de  Rî^(/>). 
D'après  (20),  r  est  donc  un  nombre  de  R*'(/;),  donc  un  terme  de  la 
suite   (28),   soit    /•=/';,   où  ol^^<^a.   Nous  avons  donc  piVf.,  et. 
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d'après  (2)  '■  p  ^  ^  F^  ';  il  existe  donc  dans  R  un  nombre  c  <^  /•?,  lel 

que  /?  ç  F^~',  donc  p  è  Rf'~'(yr>),  ce  qui  prouve  que  /•?  n'est  pas  le  pre- 
mier élément  de  R^"' (p)  qui  est,  par  hypothèse,  /p.,  [puisque  (2g) 
est  vrai  pour  X  =  [3  —  ij.  Or,  d'après  (20),  r^  est  un  nombre 
de  RP~'  (p)  :  nous  avons  donc  ^  >  |^  —  i ,  c'est-à-dire  ^  ^  p.  Donc 

(3o)  R?(/>)CHP. 

Or,  soit  7\  un  nombre  de  H^  :  nous  avons  donc  rj>rp_,.  De 
l'hypothèse  que  (29)  est  vrai  pour  X  =  [3  —  i  résulte  donc  que  /(^.j 
et  r^^»  /■p_,  appartiennent  à  Rl^"'  (/?),  donc/>  e  F|^~'  et  /?  e  F[^7\  ce  qui 

donne,  d'après  (2), /?çFf,  c'est-à-dire /jç  R'^(p).  On  a  donc  HPcR'^(yo); 
donc,  d'après  (3o),  RP(p)  =  H^. 

Soient  maintenant  ^  un  nombre  de  seconde  espèce,  r  un  nombre 
de  RP(/;).  Gomme  plus  haut,  nous  trouvons  /■  =  z-^,  où  ol^  <^  a.  S'il 
était  ^  <[  p,  on  aurait  ([3  étant  de  seconde  espèce)  ^  +  i  <<  ^.  La  for- 
mule (29)  étant,  par  hypothèse,  vraie  pour  X<^^,  donc  pour  X  =  E+ i, 
on  en  déduit  que  j\  n'appartient  pas  à  H^~^'  =  R^^'(/?);  donc,  d'après 
(20),  non  plus  à  RP(/;),  contrairement  à  l'hypothèse.  Nous  avons 
donc  ^^1^,  donc  (d'après  H  <;  a)  r^  appartient  à  tP.  On  a  donc  l'inclu- 
sion (3o). 

Or,  soit  r^  un  nombre  de  H^  :  on  a  donc  ^  =  ^  <C  a  et,  par  suite,  la 
formule  (29)  étant,  par  hypothèse,  vraie  pour  X  <^  ^,  7\  appartient  à 
tous  les  ensembles  R'  (/>)  pour  X  <<  [îl  ;  donc  p  é  F':  pour  A  <^  ^,  ce  qui 
donne,  d'après  (3),/)€  Ff ,  donc  r-çiR^(p).  On  à  donc  li^cR^(p)'^ 
donc,  d'après  (3o),  R^(pj=nK 

L'égalité  (29)  est  ainsi  démontrée  par  l'induction  transfînie  pour 
tout  nombre  ordinal  A.  Il  en  résulte  que  les  ensembles  R^(/?)(o<X<a) 
sont  distincts  (formant  une  suite  décroissante  d'ensembles)  et  que  les 
ensembles  R^(p)  sont  vides  pour  X>a.  On  a  donc  [J.(/?)  =  a. 

Nous  avons  ainsi  démontré  que  si  pi  CE,  R"(/>)  <'sl  un  ensemble 
bien  ordonné  du  type  <J'(p)- 

Soit  maintenant  F  un  ensemble  (A)  dont  le  complémentaire  CE  est 
aussi  un  ensemble  (A).  Nous  avons  démontré  plus  haut  qu'il  existe 
dans  ce  cas  un  nombre  ordinal  a  <  0,  tel  que  E  =  S". 
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Or,  soit  p  un  point  de  CE.  S'il  était  \t-{l))  >  a,  on  aurait,  d'après 
(24),  p^  T*,  donc,  à  plus  forte  raison  p^  S^,  puisque,  d'après  (2^^) 
et  (5),  on  a  T*C  S*.  Or,  c'est  impossible,  puisque  S''  =\i  qI  p  est  un 
point  de  CE. 

Nous  avons  donc  démontré  que  si  E  et  CE  sont  des  ensembles  (A), 
il  existe  un  nombre  ordinal  a<^0,  tel  qu  on  a  \j,(^p)'^y.  pour  tout 
point  p  de  CE. 

Ce  résultat  nous  permettra  de  construire  un  ensemble  (A)  dont  le 
complémentaire  n'est  pas  un  ensemble  (A). 

6.  Soit 
(3i)  /•],     /•.,,     /'s,     ... 

une  suite  iniinie,   formée  de  tous  les  nombres  (différents)  de  l'en- 
semble R.  Soient  x  un  nombre  réel  de  l'intervalle  (o,  i), 

(32)  X  =  (Cn,  CiC.,C3  .  .  .) 

son  développement  dyadique  fini  ou  infini. 

Soit  /'  un  nombre  donné  de  R  :  c'est  donc  un  nombre  de  la  suite  (3i) 
et  nous  avons  r=  /-,«,  où  n  est  un  nombre  naturel  donné.  Désignons 
par  F^  l'ensemble  de  tous  les  nombres  réels  x  de  l'intervalle  (o,  i), 
tels  qu'on  a  dans  le  développement  (32)  (ou  dans  un  au  moins  de  deux 
développements  dyadiques  du  nombre  x  s'il  y  en  a)  :  c„=i.  Les 
ensembles  F,,  sont  ainsi  définis  pour  tout  nombre  /•  de  R  et  l'on  voit 
sans  peine  qu'ils  sont  tous  fermés  (puisque  F,,  est  une  somme  de 
2"  intervalles  fermés).  Soit  E  le  noyau  du  système  ;  F^;  ('). 

Soit  a  un  nombre  transfini  <^  i}.  Les  sous-ensembles  de  R, 
ordonnés  d'après  la  grandeur  des  nombres  qu'ils  contiennent,  pouvant, 
comme  l'on  sait,  représenter  tous  les  types  ordinaux  dénombrables,  il 
existe  un  sous-ensemble  de  R  du  type  a,  soit 

(33)  /•,„  ,     r,„       /•,„        


(')  On   voit   sans  peine  que   E  est  le  inènne  ensemble  qui   a  élé  défini  clans 
rintroduclion. 
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Posons 

I      I      I 
2'"«     2'"2     2'"3    •  ■  •  ' 

ce  sera,  comme  on  le  voit  sans  peine,  un  nombre  de  l'intervalle  (o,  i) 
ayant  un  développement  dyadique  unique  [puisque  l'ensemble  (33), 
ordonné  d'après  la  grandeur  de  nombres  qu'il  contient,  est  bien 
ordonné  du  type  a^to].  Il  résulte  de  la  définition  des  ensembles  F^ 
qu'on  a  r  ç  F^  pour  tout  nombre  r  de  la  suite  (33)  et  réciproquement. 
Donc  l'ensemble  (33)  coïncide  avec  l'ensemble  R"(a;),  et  l'on  a 

\j.{x)  =  a. 

a  pouvant  être  un  nombre  transfini  quelconque  <:^  £2,  nous  en 
concluons  qu'il  n'existe  aucun  nombre  ordinal  a  <;  12,  tel  qu'on 
ait  a(^)^a  pour  tout  point  x  de  CE,  ce  qui  entraîne,  comme  nous 
l'avons  démontré  plus  haut,  que  CE  n'est  pas  un  ensemble  (A). 

Nous  avons  ainsi  un  exemple  ejfeclif  (Tun  ensemble  (A)  dont  le 
com,plémentaire  nest  pas  un  ensemble  (A). 

7.  Nous  prouverons  maintenant  que  ^0f//^/i5cm6/6'( A) d/e  A/.  Souslin 
est  un  ensemble  (A)  dans  notre  sens. 

Soit  donc  Eo  un  ensemble  (A)  de  M.  Souslin,  noyau  du  système 
déterminant  Sî^„_„^  „j{,  où  i5„_  „^  sont  des  ensembles  fermés  (cor- 
respondant aux  systèmes  finis  de  nombres  naturels  ^,,  n^-,  . . . ,  n,,)  et 
où  l'on  a  toujours 

Donc  p  est  un  point  de  l'ensemble  E„  dans  ce  cas,  et  seulement  dans  ce 
cas,  s'il  existe  une  suite  infinie  de  nombres  naturels 

(35)  ni,     «„    «j,     ... 

telle  que 

(36)  P^   §n„n„...,rn  pOUT   ^  Z=  I  ,    2,    3, 

Soit  N  l'ensemble  de  tous  les  systèmes  finis  de  nombres  natu- 

Journ.  de  Math.,  tome  II.  —  Fasc.  I,  1928.  9 
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rels  (/?,, ,  /?-2  5  •  ■  '  1  'h.  )>  ordonné  de  sorte  qu'on  ait 

(87)      («1,  n,,   .  .  .,  ri/c,  «/,+,) -<^(«i,  f'o,   .  .  ••  /iA-)  -^ 

(pour  tous  les  nombres  naturels  A,  /  el  /?,,  n^,  ....  "k+/)- 

On  voit  sans  peine  que  le  type  d'ordre  de  l'ensemble  N  est  le  même 
que  de  l'ensemble  R  (ordonné  d'après  la  grandeur  croissante  des 
nombres  /');  il  existe  donc  une  application  de  l'ensemble  iN  sur  R  qui 

conserve  l'ordre  relatif  des  éléments  homologues  (').  Soit  p„_  „^ „^  le 

nombre  de  R  qui  correspond  dans  cette  application  au  système 

("i-  "2 "■/.)■ 

Nous  déterminerons  maintenant  un  système  {  F^  !  comme  il  suit. 
Soit  r  un  nombre  donné  de  R  :  le  nombre  r  détermine  donc  un 
système  {n^,  n^,  ...,  ri/,)  de  N,  tel  que  r  =  p„^  „^ „^.  Nous  poserons 

(38)  F,.=  Fp 


^rif,  «2.  •.-.  "k' 


Soit  E  le  noyau  du  système  j  F^  |  :  nous  prouverons  que  E  =  E,,. 

Soit  p  un  point  de  Ko  et  soit  (35)  une  suite  infinie  de  nombres 
naturels  pour  laquelle  subsiste  la  formule  (36).  D'après  (3;)  nous 
avons 

(/<,,  «2,  ..  .,  nA  +  i)-^(«i,  «2,  •••»  «a)         pour  A=r  I,  2,  3,  . . .  ; 

donc 

P/i„n.. nn.,<.  Pni,n, nj  ( /c  :=  I  ,    :>.,   3,    ...). 

D'après  (36)  et  (38),  nous  voyons  donc  que 

est  une  suite  infinie  décroissante  de  nombres  de  R,  telle  que 
p^  F,.j        (^=1,  2,  3,  ...), 

ce  qui  prouve  que  p  est  un  point  du  noyau  E  du  système  J  F^j.  Il  est 
donc  démontré  que  E„  c  E. 

(')  Une  telle  aj)plicalion  pourrait  être  sans  peine  définie  ellectivetnent. 
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Or,  soit  p  un  point  de  R,  et  soit 

(89)  /•,    >/•,  >/-3>... 

une  suite  infinie  décroissante  de  nombres  de  Iv,  telle  que 
(4o)  p^  F,._         (f  =  i,  2,  3,  .  .  .)• 

D'après  (37),  on  a 

donc 

pi-<(p2-<p3-^-  •  •; 

or,  (/i,,  //o,  . . . ,  /^/;)  étant  un  système  donné  quelconque  de  N,  on  a 

(«,,  «.,,   .  .  .,  «/,)-^(/ii-Hl), 

donc 

il  existe  donc  des  indices  m  tels  que  p,„^r,.  Soit  ln^  le  plus  petit 
indice  tel  que  p,„^  dépasse  un  terme  de  la  suite  (39)  :  on  voit  sans  peine 
qu'on  aura,  pour  un  indice  a,  : 

(40  P;«,    ■!<  O  <P'n,  PO"''y^f^l 

(p,„^_i  devant  être  remplacé  par  o,  si  m^  =1). 
D'après  (37),  nous  avons 

(m,—  i)^(m,,  i)-<(m,,  2)-<^.  ..  -^  (/«,), 

donc 

p„,,_l  <  p,H,,l  <  pm,.2<  •  •  .  <  p,„,. 

Il  résulte  sans  peine  de  (37)  que  pour  tout  nombre  r=  p,,^  „ „ 

de  R,  situé  entre  p,„^_i  et  p^,,  on  a  /?,  =  w,,  donc  /<  p„,„,,,^,. 

Donc,  d'après  (4')»  ^^  existe  un  plus  petit  indice  m.,  tel  que  p„,_  ,„ 
dépasse  un   terme  de   la  suite  (39).   Nous    aurons    donc,   pour   un 

indice  a..,  : 

i  - 

Pm , ,  «3-1  <  rj  <  p,„, , „,,^         pour  /■  >  f/.. . 

En  considérant  la  suite 

P/H,,m2— 1  "^  P"'i,  "'5,'l  *~~^  P"!,,//i3,2'^  •  •  •  *--»  P/n,,;«2i 
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on  arrive  de  même  aux  indices  m-j  et  (J1.3  tels  que 

P,«„m,,  m  -I  <  *'j  <  pm.,  n,.,.m,  pOUr  /  ^  ^X^, 

et  ainsi  de  suite.  On  obtient  ainsi  une  suite  infinie  de  nombres  natu- 
rels /?/,,  m.,,  m^,  . . . ,  telle  que 

en  particulier, 

(42)  P/,,,....,,«1._„/,U-1<  ''u.i  <  Pm ,mi'^ 

Tu^^,  comme  un  nombre  de  R,  peut  être  écrit  sous  la  forme 

-^         '  «l'.n* /içj 

et,  d'après  (42)  et  (37),  nous  trouvons 

d'après  (4o),  (38)  et  (34),  nous  trouvons  donc 

P^  I^p;„„,„, mi=^"'."'. "u        (^'^i»  2,  3,  ...), 

ce  qui  prouve  que  p  appartient  à  E„.  Nous  avons  ainsi  Ec  Eq. 

Les  relations  E,,  c  E  el  E  c  E^  nous  donnent  Eo  =  E.       c.  q.f.  d. 

Tout  ensemble  mesurable  B  est  un  ensemble  (A)  de  M.  Souslin  : 
donc  tout  ensemble  mesurable  B  i".s7  un  ensemble  (A)  da/is  notre 
sens.  Il  en  résulte  que  si  E  est  un  ensemble  mesurable  B,  E  et  CE 
sont  des  ensembles  (A).  C'est  la  réciproque  du  ihéorème  que  nous 
avons  démontré  plus  haut. 

Par  conséquent,  l'ensemble  E  que  nous  avons  construit  plus  haut 
et  dont  le  complémentaire  CE  n'est  pas  un  ensemble  (A),  n'est 
pas  mesurable  B.  On  a  ainsi  un  exemple  ejfeclif  <lun  ensemble  non 
mesurable  B. 

8.  Nous  allons  maintenant  démontrer  que  loul  ensemble  (A")  jouit 
de  la  propriété  de  Bairc 

Soit  V  un  ensemble  parfait  donné.  Nous  dirons  qu'un  ensemble  M 
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est  sur  P  de  première  catégorie  au  point  p  (appartenanl  à  P  ou  non), 
s'il  existe  une  sphère  S  entourant  p  et  telle  que  Tensemble  PMS  est  de 
première  catégorie  sur  P  ;  s'il  n'existe  pas  une  telle  sphère,  nous  dirons 
que  M  est  sur  P  de  deuxième  catésj;orie  au  point  p. 

Soit  Mo  =  M,  +  M^  +  M., -h  . . .  l'ensemble-somme  d'une  infinité 
dénombrable  d'ensembles  My;  et  désignons  par  ÎS^j.  (k  =^  o^  i,  2,  ...) 
l'ensemble  de  tous  les  points^  de  P  en  lesquels  M^.  est  de  première 
catégorie  sur  P.  On  prouve  sans  peine  que  l'ensemble 

K  =  (P-N„)N,N,N3... 

est  non  dense  sur  P. 

Soient  maintenant  E  un  ensemble  (A)  donné,  noyau  du  système 
S  =  î  F^J,  P  un  ensemble  parfait  donné,  tel  que  E  est  de  deuxième 
catégorie  sur  P  en  tout  point  de  P. 

p  étant  un  nombre  donné  de  R,  désignons  par  S^  le  système  qu'on 
obtient  de  S  en  remplaçant  tout  ensemble  Iv?  où  /  :!  p,  par  un  ensemble 
vide.  Désignons  par  Ep  le  noyau  du  système  Sp  :  on  vérifie  sans  peine 
la  formule 

(43)  E=^F,.Er, 

r 

ainsi  que  la  formule 

(44)  E,:=VFpFp         (pourreR). 

/•,,  r.,,  ...,  T/t  étant  une  suite  finie  décroissante  quelconque  de  nombres 
de  R,  désignons  par  N,.,  ,,,  ^  ,.^  l'ensemble  de  tous  les  points  de  P  en 
lesquels  l'ensemble  F,.^  F,.  F,.^  E,^  est  sur  P  de  première  catégorie  et 
posons 


(45)  H=fjN,.+   y;r(P_N„,.,, a)nN'..'......^..p]' 

L  p<a  J 

le  produit  Tl  s'étendant  à  tous  les  nombres  r  de  R,  le  produit  Yl  à 

tous  les  nombres  p  •<  r^  de  R,   et  la  sommation  V  à  toutes  les  suites 
finies  décroissantes  r, ,  r^,  ...,  r^^  (^  variable)  de  nombres  de  R. 
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L'ensemble  E  étant,  par  l'hypoLlièse,  de  deuxième  catégorie  sur  P 
en  tout  point  de  P,  Tensemble  N  de  points  de  P  en  lesquels  E  est  sur  P 
de  première  catégorie,  est  vide,  donc  P  —  N  =  P.  Il  résulte  donc, 
comme  nous  savons,  de  (4  ^)  et  de  la  définition  des  ensembles  ■N,.,  que 

l'ensemble  FT  N>  est  non  dense  sur  P. 

Soitr,^  To,  ...,  T/t  une  suite  finie  décroissante  donnée  de  nombres 
de  R.  D'après  (44)  nous  avons 

donc 

F,,F,,...F,,E,,=  2  F,,F,,...F,,FpE,, 
p<'-n 

d'où  il  résulte,  comme  nous  savons  (d'après  la  définition  de  N,.  ,.^      ,.^^), 
que  l'ensemble 

est  non  dense  sur  P.  La  somme  ^  contenant  une  infinité  dénombrable 

de  termes,  il  résulte  de  (4-^)  (J^e  l'ensemble  H  est  de  première  caté- 
gorie sur  P. 

Or,  nous  prouverons  que 

(46)  P-IIcE. 
Soit/)  un  point  de  P  —  H.  Nous  avons  donc 

(47)  /^"^"  €  "î 

donc,  d'après  (4  ^>j, />  non  ç  1  1  N,.  ;  il  existe  donc  un  nombre  r,  de  U 
tel  que 

(48)  /Mion  ç  N^,. 

Or,  il  résulte  de  (4")  et  (45),  d'après  la  définition  de  la  somme  ^  < 
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que 

^non  Ç  (P_N,,)  J  I  N,,,(,, 

ce  qui  donne,  d'après  (/\^), 

/MH.n   €    J|N,,,,o. 

p<'-, 

Il  existe  donc  un  nombre  /•..  <^;-|  de  R,  tel  que 

(49)  ^non  ë  N,.,,,,^. 

De  même,  il  résulte  de  (4/)  et  (4'>)  que 

pnom  (P-N,,,,J  J2N,„,,,p, 

d'où  Ton  déduit,  d'après  (49)>  l'existence  d'un  nombre  z".-,  <C '"..  de  R, 
tel  que 

En  raisonnant  ainsi  de  suite,  on  arrive  à  une  suite  infinie  décrois- 
sante de  nombres  de  R,  r,  >  f\  ^r,  >>  ...,  telle  que 

(50)  /^nonçN^_,.„ rj.         pour  A- r=  j ,  2,  3,  .  . . . 

Il  s'ensuit  de  la  définition  de  l'ensemble  N,._  ,  ,.^  et  de  (5o)  que 
l'ensemble  F,_F,.  F,,^  E,.|,  n'est  pas  de  première  catégorie  sur  Pau 
point  p.  Il  en  résulte  que  p  est  un  point  d'accumulation  de  l'en- 
semble F,.  F,,  F,.^  E,.^,  donc,  à  plus  forte  raison,  de  l'ensemble  F^^  : 
ce  dernier  étant  fermé,  il  en  résulte  que  p  €  F,,,.  Nous  avons  donc 
prouvé  l'existence  d'une  suite  infinie  décroissante  r,  ^/-j^...  de 
nombres  de  R,  telle  que 

p^F,.,        (Â-=,,o.,  3,  ...). 

Il  en  résulte  que  jD  appartient  au  noyau  E  du  système  jF,.  J.  La  for- 
mule (i^)  est  ainsi  établie.  U  en  résulte  que  P  —  E  c  H  ;  donc,  H  étant 
de  première  catégorie  sur  P,  que  P  —  E  est  de  première  catégorie 
sur  P. 
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Nous  avons  donc  démontré  que  si  E  est  un  ensemble  (A)  et  P  un 
ensemble  parfait  en  tout  point  duquel  E  est  de  deuxième  catégorie  sur  P, 
P  —  E  est  de  première  catégorie  sur  P.  Cela  prouve  que  tout 
ensemble  (A)  satisfait  à  la  condition  de  Baire.  Par  conséquent,  la 
fon.clion  caractéristique  d'un  ensemble  (A)  est  continue  sur  tout 
ensemble  parfait  quand  on  néglige  les  ensembles  de  première  caté- 
gorie par  rapport  à  cet  ensemble  parfait^  donc  satisfait  à  la  condi- 
tion de  Baire,  fournie  par  le  théorème  XVI  du  Mémoire  de 
M.  Lebesgue  :  Sur  les  fonctions  représentables  analyti  que  ment . 

La  fonction  caractéristique  de  Fensemble  (A)  non  mesurable  B, 
défini  plus  haut,  nous  fournit  àov^z  un  exemple  effectif  d' une  fonc- 
tion non  reprèsentable  analytiquement  et  cependant  satisfaisant  à 
la  condition  de  Baire. 
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Recherche  des  systèmes  cycllcj^iies  de  triples  de  Steiner 
différents  pour  N  premier  [ou  puissance  de  nombre 
j)remier)  de  la  forme  6//  -f-  i  ; 

Par  s.  BAYS. 


INTRODUCTION. 

Dans  un  premier  travail  sur  les  systèmes  cycliques  de  triples  de 
Steiner  (')  ,  nous  avons  obtenu  tous  les  systèmes  cycliques  de  triples 
de  Steiner  possibles  pour  les  premières  valeurs  de  N  de  la  forme 
6/2H-I  :N=7,  i3,  19,  25,3i  éléments. 

Nous  en  rappelons  les  données  essentielles  : 

1°  Un  ensemble  de  triples  (combinaisons  trois  à  trois)  de  N  éléments, 
contenant  une  fois  et  une  seule  fois  chaque  couple  de  ces  éléments, 
est  un  système  de  triples  de  Steiner  (*).  Il  existe  des  systèmes  de 
triples  de  Steiner  pour  chaque  N  de  la  forme  6/z  h-  i  et  6/z  -h  3,  et  seu- 

(')  S.  Bays,  Sur  tes  Systèmes  cycliques  de  triples  de  Steiner  {Armâtes  de 
f  École  Normate,  iQ^S).  Les  deux  Mémoires  paraissent  à  quelques  jours  d'inter- 
valle. Nous  prions  le  lecteur  que  le  sujet  intéresse  et  qui  veut  entreprendre  la 
lecture  du  présent  travail  d'une  manière  aisée  et  complète,  de  bien  vouloir 
prendre  d'abord  connaissance  du  Mémoire  des  Annales.  Les  résultats  essentiels 
des  deux  Mémoires  ont  fait  l'objel  de  deux  Notes  aux  Comptes  rendus  (t.  165, 
22  octobre  1917,  p.  543,  et  t.  171,  27  décembre  1920,  p.  i36i). 

(^)  Le  triple  128  contient  les  trois  couples  12,  i3,  28,  et  le  système  de  triples 
de  Steiner  128,  146,  167,  246,  267,  3/j7,  356  contient  une  fois  et  une  seule  fois 
chaque  couple  des  sept  éléments  i,  2,  ...,  7.  Tout  l'exposé  nécessaire  pour  lire 
aisément  ce  Uavail  se  trouve  dans  notre  premier  travail.  On  peul  consulter  aussi 
Netto,  Combinatorili,  p.  202-228. 

Journ.  de  Math. ^  tome  II.  —  Fasc.  I,    1923.  10 
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lement  pour  ces  N.  Deux  systèmes  de  triples  sont  différents^  s'ils  ne 
peuvent  provenir  l'un  de  l'autre  par  une  permutation  quelconque  des 
N  éléments. 

1°  Soit  N  =  Ç)n  -h  I  et  les  éléments  o,  i ,  2,  ...,6n.  Un  système  de 
triples  de  Steiner  de  ces  éléments  est  cyclique  (')  lorsque  ses 
/^(6/^  —  i)  triples  sont  répartis  e.\\  n  séries  cycliques  delà,  forme  a;, 
a  -h  X,  h  -h  x  (x  =  o,  1,2,  ...,  6n),  a  et  b  étant  deux  des  entiers  i, 

2,   ...,  6n,b'^a  et  ^  2a,  N  —  a, Nous  entendons  par  les 

entiers  a-\-  x,  b  -\-  x,  comme  par  tous  les  entiers  >  N  qui  interviennent 
dans  les  substitutions  suivantes,  leur  plus  petit  reste  positif  ou  nul 
(modN). 

3°  Les  séries  cycliques  vont  par  paires  de  séries  dites  conjuguées. 
Deux  séries  conjuguées  contiennent  les  mêmes  couples,  bien  que  sans 
triple  commun;  elles  sont  déductibles  l'une  de  l'autre  parla  substi- 
tution |x,  N  —  x|.  Les  éléments  associés  à  o  dans  un  triple,  dans  cha- 
cune d'elles,  sont  : 

a,     b  —  a,     6,     N—b,     N  — (6  — a),     N  —  a. 

Trois  de  ces  éléments  sont  inférieurs  à  -N;  ils  constituent  la  caracté- 

2 

ristique  de  ces  deux  séries.  L'ensemble  des  caractéristiques  est  l'en- 
semble des  triples  des  éléments  1,2,  ...,  3/z,  ayant  la  propriété  :  la 
somme  de  deux  de  leurs  éléments  est  égale  au  troisième,  ou  la  somme 
des  trois  éléments  est  égale  à  N. 

!\°  Soit  N  =6/14-1  premier  (ou  de  la  forme  />'"),  et  les  éléments 
o,  I,  2,  ...,  6/z.  Le  groupe  mélacy clique  est  produit  par  les  deux 
substitutions  |.2;,  i-l-.r|  et  \x^  clx\^  a  étant  racine  primitive  de  N 
[appartenant  à  l'exposant  9(N),  modN].  La  substitution  \x^  i  -h  .r  | 
est  génératrice  de  la  série  cyclique.  La  substitution  |  x,  aa;|  change 
une  série  cyclique  en  une  autre  série  cyclique,  les  trois  triples  de  la 
première  série  qui  contiennent  l'élément  o  en  ceux  de  la  seconde  qui 


('  )  Il  exisle  également  des  syslènies  cycliques  de  liiples  pour  iN  =  6  «  -l-  3  élé- 
ment?. Us  sont  constitués  de  n  séries  cycliques  de  la  forme  x,  a -{- Xy  b -{- x 
(x=:o,  1,  •:>.,  f..,  6«-l-2),  et  d'une  série  cyclique  supplémentaire  (Ie9./i-i-t 
triples.  Nous  ne  nous  en  sommes  pas  occupés  jusqu'ici. 
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contiennent  l'élément  o,  et  deux  séries  cycliques  conjuguées  en  deux 
séries  cycliques  conjuguées. 

5°  Pour  un  sys^tème  cyclique  de  triples  de  Steiner,  il  faut  n  séries 
cycliques  telles  que  les  6n  éléments  associés  à  l'élément  o  dans  les  3n 
triples  qui  le  contiennent  soient  les  6 /î  autres  éléments  i,  2,  ...,6n. 
Les  n  caractéristiques  correspondant  à  ces  séries  contiendront  les 
3/i  éléments  I,  2,  ...,  3/2,  une  fois  chacun.  Elles  détermineront  2^  sys- 
tèmes cycliques  de  triples  de  Steiner,  puisque,  pour  constituer  un  sys- 
tème de  triples,  une  série  cyclique  peut  indifféremment  être  remplacée 
parla  série  conjuguée.  Obtenir  les  systèmes  cycliques  de  triples  de 
Steiner  de  N  éléments  revient  donc  à  déterminer  d'abord  tous  les 
ensembles  de /2  caractéristiques  contenant  les  3 /z  éléments  i,  2,  ...,  3n. 
Nous  appellerons  un  tel  ensemble  de  n  caractéristiques  sans  élément 
commun,  un  système  de  cai^actéristïques  ('  ). 

Dans  notre  premier  travail,  cette  recherche  des  systèmes  de  carac- 
téristiques a  été  faite  directement,  jusqu'à  N  =  3i,  sur  l'ensemble  des 
caractéristiques.  Les  substitutions  métacycliques  nous  ont  servi  ensuite 
à  répartir  les  systèmes  cycliques  de  triples  obtenus  en  classes  de  sys- 
tèmes équivalents,  et  enfin  le  procédé  des  trains  de  White  (-)  nous  a 
montré  que  les  systèmes  de  deux  classes  différentes  étaient  toujours 
différents.  Le  théorème  suivant  était  donc  vérifié  pour  ces  premières 
valeurs  de  N  (premier  ou  de  la  forme ^'")  :  deux  systèmes  cycliques 
équivalents  sont  déductibles  Vun  de  t autre  par  une  substitution 
métacyclique. 

Ce  théorème  ne  fait  aucun  doute  pour  nous,  pour  des  raisons  de  la 
théorie  des  groupes  que  nous  ne  pouvons  développer  ici;  mais  nous 
ne  sommes  pas  encore  en  état  de  le  démontrer  sous  sa  forme  générale  : 
deux  fonctions  cycliques  de  n  variables  a;,,  a?,,  ...,  x^  [possédant  le 
groupe  cyclique   \{x^Xç,...XJ^)\^  n  =:  p    ou  p'"J   équivalentes,   sont 


(  '  )  Une  solution  du  problème  de  Heffter  ou  du  tableau  des  caractéristiques, 
dans  notre  prennier  travail.  D'autre  part,  pour  abréger,  par  système  de  triples, 
ou  système  cyclique,  nous  entendrons  toujours,  dans  la  suite,  un  système  cyclique 
de  triples  de  Steiner. 

(2)  H. -S.  White,  Trans.  of  the  A.  M.  S.,  t.  XIV,  igiS,  p.  i3. 
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déductibles  Vune  de  l'autre  par  une  substitution  métacyclique  (  '  ). 
Nous  l'admettrons  pour  la  suite,  jusqu'à  démonstration  ultérieure.  On 
ne  peut  plus  songer  en  effet  à  la  vérification  au  moyen  des  trains  de 
White  pour  un  système  de  triples  de  chaque  classe,  comme  elle  a  été 
faite  dans  notre  premier  travail,  à  cause  du  trop  grand  nombre  des 
classes.  D'autre  part,  il  ne  paraît  pas  possible  d'aborder  celte  recherche 
des  systèmes  cycliques  de  triples  différents  par  une  autre  voie,  en  tout 
cas,  pas  par  une  voie  plus  courte.  C'est  pourquoi  à  l'alternative  d'aban- 
donner cette  recherche,  nous  avons  préféré  celle  qui  va  suivre. 

Les  résultats  d'ailleurs  ont  justifié  notre  peine.  Pour  N  =  7,  i3,  19, 
25  et  3i  éléments,  la  recherche  directe  des  systèmes  de  caractéris- 
tiques et  l'application  du  groupe  |  \x,  aLx\  {  aux  systèmes  cycliques  de 
triples  qui  s'en  déduisent,  nous  ont  fourni  les  systèmes  cycliques  dif- 
férents, mais  sans  rendre  compte  des  groupements  très  particuliers 
de  ces  systèmes.  PourN=3i,  les  2048  systèmes  de  triples  existants 
donnaient  80  systèmes  cycliques  différents  (80  classas  de  systèmes 
équivalents  par  les  substitutions  métacycliques);  trois  groupements 
de  16  systèmes  étaient  d'un  même  type,  trois  autres  groupements  de 
8  systèmes  d'un  même  type  également,  et  deux  groupements  à  part 
donnaient  les  8  systèmes  offrant  le  plus  d'intérêt.  Pour  N  =  19,  les 
4  systèmes  de  triples  différents  formaient  deux  groupements  différents  ; 
de  même  les  12  systèmes  différents  pour  N  =  25(^).  A  partir  de  N  =  3i , 
la  recherche  directe  des  systèmes  de  caractéristiques  n'était  plus  pos- 
sible. L'introduction  du  groupe  que  nous  notons  [  |  x,  a.r  |  ;  nous  a  du 
coup  simplifié  considérablement  cette  recherche,  et  rendu  compte  des 
groupements  des  systèmes  cycliques  diflerents.   Nous  ne  cherchons 


(*)  Je  ne  serais  même  pas  surpiis  que  le  théorème  soit  déjà  démoniré,  étant 
donné  son  importance  en  théorie  des  groupes.  Je  ne  connais  malheureusement 
pas  assez  la  littérature  de  la  théorie  des  groupes  pour  en  décider.  Quoi  qu'il  en 
soit,  sa  démonstration  serait  d'un  inléiêt  essentiel  dans  le  présent  travail. 

(^)  Egalement  dans  la  constitution  des  trains  de  White,  apparaissaient  nette- 
ment les  groupements  particuliers  de  ces  systèmes.  Les  trains  de  White,  appar- 
tenant aux  systèmes  d'un  même  groupement,  semblaient  dériver  [)lus  ou 
moins  d'une  même  forme  initiale,  caractéristique  de  ce  groupement  [rot/"  par 
exemple,  dans  les  figures  des  trains  pour  N  =  i9  (fin  du  mémoire),  les  trains 
des  systèmes  a  et  <?,  d'une  part  et  d  et  c^j  d'autre  part  |. 
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plus  que  les  systèmes  de  caractéristiques  non  déductibles  Vun  de 
Vautre  par  les  substitutions  du  groupe  \  \x,  a.x|  J  et  chacun  d'eux  se 
trouve  déterminer  directement  une  famille  de  systèmes  de  triples 
différents  à  symétrie  propre  (les  groupements  précédents  pour 
N  =  3i,  19  et  25).  Ces  systèmes  de  caractéristiques  fondamentaux  (') 
dont  dépendent  ainsi  entièrement  la  répartition  des  systèmes  de  triples 
différents,  et  les  groupes  qu'ils  possèdent  apparaissent  maintenant 
comme  les  éléments  irréductibles  du  problème. 

Dans  un  premier  Chapitre,  nous  introduisons  ce  groupe  \\x,  aa?|  { 
et  étudions  son  effet  sur  l'ensemble  des  caractéristiques.  Dans  un 
second  Chapitre,  nous  faisons  la  recherche  des  systèmes  de  triples  dif- 
férents pour  N  =  37.  Enfin,  dans  un  dernier  paragraphe,  nous  don- 
nons les  résultats  de  cette  recherche  pour  N  =  43. 

Le  groupe  \x,ax\  et  son  effet  sur  l'ensemble 
des  caractéristiques. 

1.  La  substitution  I  a?,  ax|  des  6«  éléments  1,2,  ...,6/z,  a  racine 
primitive  de  N  [appartenant  à  l'exposant  9(N),  mod  N],  transforme 
les  trois  triples  d'une  série  qui  contiennent  l'élément  0  dans  les  trois 
triples  contenant  l'élément  o  de  la  série  transformée. 

Par  suite,  la  substitution  [a?,  a.x\  des  "in  éléments  i,  2,  ...,  3a?, 
dans  laquelle  nous  remplaçons,  non  seulement  chaque  entier  eux  par 
son  plus  petit  reste  positif  (mod  N),  mais  encore  chaque  reste  ainsi 

trouvé  a  supérieur  à  -N,  par  son  complément  N  —  a  (-)  inférieur 

à  -N,  transforme  une  caractéristique  en  une  caractéristique . 

Nous  noterons  dorénavant  par  a  l'élément  a,  chaque  fois  que  nous 
entendons  ainsi  la  valeur  absolue  de  son  plus  petit  reste  positif  ou 
négatif  (mod  N).  Conséquemment,  nous  noterons  parjx,  ax'|  la 
substitution  précédente. 

(^)  Nous  les  appelons  dans  la  suite  «  systèmes  de  caractéristiques  différents  ». 
(^)  Pour  un  entier  a  compris  entre  o  et  N,  nous  appellerons  co/«/>/eme«^  de  a 
le  nombre  N  —  a. 
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2.  Si  nous  introduisons  un  signe  quelconque,  par  exemple  ZI»  pour 
cetteTelation  entre  les  entiers  a  ela  (mod  N),  a'^a  (mod  ÏN),  cette 
relation  a  en  partie  les  propriétés  d'une  congruence  ordinaire  (mod  N), 
c'est-à-dire,  si  a'^bei  b'^'  c. 

a'^c         (mod  N) 
et  vis-à-vis  de  la  multiplication,  si  a'^b  et  c~=' cL 
(i)  ac'^bd         (mod  N), 

et  comme  cas  particulier,  si  a^I^,  m'^m, 

ma'^mb         (modN). 

En  effet,  a'^b  (mod  N)  équivaut  k  a'^±  b  (mod  N),  les  deux  autres 
congruences  ±:  a  =  ^  ne  différant  pas  de  ces  deux  premières. 
De  a  =  ±  b  et  /v  =  ±  c,  il  suit 

a  =  ±:c         (mod  N). 
De  a  =  ±  ^  et  c  =  ±  c?,  il  suit 

ac-=±bd         (modN). 

Par  contre,  vis-à-vis  de  l'addition,  la  relation  n'a  plus  nécessaire- 
ment la  propriété  de  la  congruence  (mod  N)  :  si  a==b  //  et  c  =  =b  c?, 

a  -h  c  =  ±  b±d, 

mais  la  valeur  absolue  du  second  membre  n'est  pas  toujours  égale 
kb  -\-  d. 

De  la  propriété  (i)  nous  avons,  s'appliquant  plus  directement  à 
l'usage  que  nous  allons  en  faire  : 

a  ^(7,      b'^b,      ab'^a.h.      ab'^a.b 

OU  enfin 

ab=:  a  .  b. 

Autrement    dit,   les   deux  opérations  a.b  et  ab  donnent  le   même 
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résultat,  et  sont  indifférentes  à  remplacer  l'une  par  l'autre.  D'où 

a"'^fay;  «"  =  (a)"  =  (a)"-' .a,  

3.  La  substitution  \x,  (/.x\  des6w  éléments  1,2,...,  6n  est  le  cycle 

(ra'a"-a-*  .  .  .  a'^"-»)     ou      («"a' a^  .  .  .  a""-' ). 

La  substitution  |  x,  olx  \  des  3/z  éléments  i,  2,  ,..,  3/^  est  le  cycle 

(laa^a^  .  .  .  a^"-')     ou     («Og'a^  .  .  .  a^"-'). 

On  a  en  effet  : 

<x^"  =  —i,     a^"^''  =  —a'     (modN); 

les  petits  restes  positifs  des  puissances  a'",  a^""*-' ,  . . . ,  a*""'  sont  les  com- 
pléments des  plus  petits  restes  positifs  des  3n  premières  puissances. 
Les  entiers  i,  a,  a%  ...,  a^"~'  sont  donc  les  3n  éléments  i,  2,  ...,  3n. 

Les  6/î premières  puissances  de  la  substitution  cyclique  s  =  \x,  c(.x\ 
forment  le  groupe  cyclique  d'ordre  6n  :  \\x,  ccx\\.  Celles  de  ces 
puissances  dont  l'exposant  est  premier  avec  6n  sont  formées  d'un  seul 
cycle;  elles  sont  évidemment  les  substitutions  \x^  (x.x\  correspondant 
aux  autres  racines  primitives  de  N.  On  siit  d'ailleurs  que  les  puis- 
sances a',  dont  Texposant  v  est  premier  avec6n,  sont  congrues  aux 
autres  racines  primitives  de  N. 

Les  3  n  premières  puissances  de  la  substitution  cyclique  a-  =  ]  a;,  aa7| 
forment  le  groupe  cyclique  d'ordre  3n  :  ||a;,  ax|{.  Seules  les  puis- 
sances de  a-,  dont  l'exposant  est  premier  avec  3 /^,  sont  formées  d'un 
seul  cycle,  et  correspondent  aux  autres  racines  primitives  de  N.  Dans 
le  cas  où  deux  racines  primitives  de  N,  a  et  [3  sont  complémen- 
taires, ^  =  N  —  a,  a  =  [3,  a-  =  ^-,  etc.,  et  les  deux  substitutions  cor- 
respondantes sont  identiques  ('). 


(')  Les  racines  primitives  sont  complémentaires  deux  à  deux  ou  non  complé- 
mentaires, selon  que  le  nombre  premier  est  de  la  forme  4"  +  •  ou  ^n  —  r .  Celle 
remarque  que  je  n'ai  pu  retrouver  dans  les  Disquisitiones  ariihmelicœ ,  de 
Gauss,  se  trouve  démontrée  ici  très  simplement,  en   passant,   pour  les   nombres 
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4.  Les  deux  groupes  cycliques  j  |  a^,  eux  \[  el  )\x,  y.x\[  sont  réguliers 
transitifs  :  leur  ordre  est  égal  à  leur  degré,  chacune  de  leurs  substitu- 
tions est  formée  de  cycles  égaux  (contenant  le  même  nombre  d'élé- 
ments) et  déplace  tous  les  éléments,  et  par  les  substitutions  du  groupe, 
chaque  élément  se  trouve  successivement  transformé  en  tous  les  autres. 
On  sait  qu'un  groupe  régulier  transitif  d'ordre  N  est  imprimitif;  cha- 
cune de  ses  substitutions  donne  une  répartition  des  N  éléments  en  sys- 
tèmes imprimitifs,  constitués  directement  par  les  éléments  de  chaque 
cycle. 

5.  Le  groupe  cyclique  d'ordre  3/z  :  \\x,  ar]  |  contient  la  substitu- 
tion suivante,  qui  est  la  puissance  n  de  la  substitution  a  =|  x,  aa;  |  : 

(2)  (■a'^a'^a-"')(a'a"+'a-"-^')  ...   (  a"-' a-"-*  a^"-'). 

Le  système  imprimitif  constitué  par  chacun  de  ces  cycles  est  une 
caractéristique.  En  effet,  a  étant  toujours  une  racine  primitive  de  N, 
les  trois  triples  formés  avec  l'élément  o  : 

appartiennent  à  la  même  série  cyclique  (').  Trois  des  six  éléments  a", 
a""^',  a-""*''^,  a'"'^'',  a'""^'^,  a^"'^''  sont  les  compléments  des  trois  autres  et 

inférieurs  à  -  N  (d'après  3°,  introduction);  ils  ne  peuvent  être  que  les 

trois  éléments  a\  a''^\  a-"^\  puisque  a^"-^''=  — a',  a*"^''  =  —  a"+% 
^5/;+v^ —  a-""^\  et  le  triple  a^  ol"'^^' cf}"'^"  est  la  caraclcrislique  de  celte 

premiers  de  la  forme  6w-+-i,  par  le  fait  que  les  racines  priii)ilives  seronl  com- 
plémentaires ou  non,  selon  que 

cp(3/t)i=-9(6/0         ou         (p(3n)rro(6rt). 

Or  on  a  9  (3n  )  =:  -  (p(6n)  pour  n  pair,  c'est-à-dire  pour  les  nombres  premiers 

ÔAi  4- I  de  la  forme  i2/<' H- i  =  4 '« '  + i  -  et  cp(3 /<)  =^  0  (6«)  pour  /*  impair, 
c'est-à-dire  pour  les  nombres  premiers  6«  -h  i  de  la  forme  \in' —  5  =:4«' —  1. 
(')  La  construction  du  sy^ième  cyclique  de  Nello  est  déjà  Tapplicaiion  directe 
de  cette  propriété  {voir  noire  premier  travail,  page  5-).  Il  esl  d'ailleurs  facile  et 
court  de  répéter  ici  la  démonslralion.  Les  trois  triples  contenant  lélément  o  dans 
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série  cyclique.  Les  cycles  de  la  substitution  (2)  sont  donc  des  caractéris- 
tiques, et  constituent  un  système  de  n  caractéristiques  sans  élém  ent  com- 
mun. Nous  l'appellerons  le  système  des  caractéristiques  imprimitives. 

6.  La  démonstration  donnée  ne  fait  aucune  restriction  sur  l'entier 
positif  V,  et  le  triple  a'' a^'^^'a-""^'' est  encore  une  caractéristique  quel 
que  soit  v"/?.  Cette  caractéristique  est  aussi  toujours  l'une  des  carac- 
téristiques imprimitives  (2).  En  effet  soit  v'  un  entier  positif  >/z;  l'élé- 
ment a''' est  contenu  dans  l'une  des  caractéristiques  (2).  Supposons 
par  exemple  a'"=  a-"'^''  (v  =  o,  i,  .. .,  /i  —  i),  ce  qui  signifie 

on  aura 

^„+v^-+-^:i«4-v=_^v.  a-''+^"=it:a*"+'^=zpa"+''         (modN), 

c'est-à-dire 

a"-^^'=a'^;  «-"+'''=  a«+^-  c.  Q.  F.  ». 

Dans  ce  cas, 

oC\  a"-^''',  a-"-^''';     a'^'"*"',  a"+'''+',  a-"^'''+';      ...  ;     «'''+"-',  a'''+^"-',  a"-t-3«-> 


sont  évidemment  de  nouveau  les  n  caractéristiques  imprimitives  difîé- 
rentes. 

7.  La  substitution  1  X-,  oi-"x\  transforme  la  série  cyclique  qui  con- 
tient les  trois  triples 

o,  a\  a"-^'';     o,  a-"+\  a*"-*-'';     o,  a*"+\  a-'"+'' 
en  elle-même.  On  a  donc  le  théorème  : 

la  série  déterminée  paro,  yy ,  cz"+^  sont  : 

o,  oC',  a"^"'  ;     —  a\  o,  —  a''  -t-  a"+^  ;     —  a''+\  —  a."-^''  +  a\  o. 
Au  moyen  des  coiigruences,  faciles  à  établir, 

«3"+''=— a^         a'»+''  — a^=a'-«+^         (modN); 
on  voit  immédiatement  qu'ils  peuvent  s'écrire  : 

o,  a',  «'*+''-,     o,  a-"+\  a*"+'';     o,  a*'»+^,  a^^^^       c.  q.  f.  d. 
Journ.  de  Matli.,  tome  II.  —  Fasc.  I,   igaS.  Il 


s.   B.vys. 


Les  2"  systèmes  cycliques,  déterminés  par  le  système  des  caracté- 
ristiques imprimitives,  possèdent  chacun  le  diviseur  métacyclique 
d'ordre  3/^  : 

!  I  .r,  I  +  j:  |,  I  ^,  a-" x  |  ;. 

De  ce  résultat  découlera  plus  loin  une  conséquence  importante. 

8.  Soit  maintenant  une  autre  caractéristique  quelconque.  Nous 
pouvons  l'écrire 

a'',  a'',  a'^     [a,  b,  c  =  o,  i ,  2,  ,..,  3/z  —  i ,  et  incongrus  entre  eux     (  niod/i  )]  ('). 

Les  puissances  de  la  substitution  |x',  olx\  la  transforme  en  jn  caracté- 
ristiques différentes  : 


(3)  a",  a'\  «'■;     a"^',  «'''+',  a''^ 


,rt4-3tt  — 1       „/;-l-S»  — 1       «(-1-31  —  1 


En  effet,  si  la  même  caractérii^tique  se  retrouvait  deux  fois  dans  cet 
ensemble,  il  y  aurait  deux  puissances  différentes  de  |x',  (x.x\  transfor- 
mant a**,  a^,  a'  dans  la  même  caractéristique.  Par  suite,  une  puissance 
autre  que  [identité  transformerait  a.",  cà,  a'  en  elle-même,  et  contien- 
drait donc  le  cycle  Ta^^a^a'^j  ou  son  inverse.  Or  il  n'y  a  que  deux  puis- 
sances de  \x,  ax|  contenant  des  cycles  de  trois  éléments,  la  substitu- 
tion (2)  et  son  mverse,  qui  ont  pour  cycle  les  caractéristiques  impri- 
mitives. Mais,  par  hypothèse,  a'^,  a*,  a''  n'est  pas  une  caractéristique 
imprimitive. 

9.  Les  3 Ai  caractéristiques  (3)  se  répartissent  en  n  ensembles  ou 
,carrés  de  trois  caractéristiques  chacun,  qui  sont  impriinilifs  vis-à-vis 
des  substitutions  du  groupe  cyclique  j  \x,  ax|  j.  Ces  carrés  sont  : 

/  a«,         a'\        a'';  a''+',        «''+',        «'  +  ';  ...;     a"-^"-\   a''^"-\  «'•+"-' 


.a-t-2H      fyh+în     n^c+ln  .        ~(H-2h-i-I      „6-i-2h  +  1      ~r-t-2«H  1  .  •      y/i-t-'.iu      1      ~/)4-3/i  — I       ~r-*-3H— 1 


(')  a,  b,  c  peuvent  trailleurs  aussi  bien  être  pris  f/netconqucs:  ils  sont  seule- 
ment les  trois  incongrus  entre  en\  (niod  //). 
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Dans  chacun  de  ces  carrés,  trois  éléments  disposés  verticalement 
forment  de  nouveau  une  caractéristique  imprimitive  (§  6).  Si  nous 
représentons  chacune  des  n  caractéristiques  imprimitives  : 


a",  a",  a-"  :      a',  a"""',  cr 


par  le  chiffre  de  son  rang  d'ordre  : 

1.     2,     ...,     n, 

les  carrés  précédents,  en  commençant  par  celui  où,  par  exemple  dans 
la  troisième  rangée  verticale,  se  trouve  la  première  caractéristique 
imprimitive  a",  a",  a"-",  sont  représentés  par  : 

(5)  p,  q,  1;     p-f-l,q+l,  2;     ...;     p  +  n,  qn-n,  n, 

p  et  q  étant  deux  des  nombres  4,2,  ...,  n,  et  en  entendant  par  chacun 
de  ces  entiers  son  plus  petit  reste  positif  (mod  n). 

Le  groupe  des  permutations  des  carrés  (4)  ou  des  nouveaux  triples 
(5),  par  les  substitutions  du  groupe  cyclique  }  \x^  axjj,  est  isomorphe 
au  groupe  cyclique  J  (1  2  3  . . .  n)  ! . 

Remarquons  de  suite  que,  lorsque  dans  les  triples  (5)  les  trois  élé- 
ments sont  différents,  les  neuf  éléments  dans  les  carrés  correspondants 
sont  différents  et  peuvent  servir  à  construire  un  système  de  caracté- 
ristiques. Cela  se  produit  chaque  fois  que  les  trois  éléments  de  la  pre- 
mière caractéristique  a",  a*,  cff  sont  choisis  dans  trois  caractéristiques 
imprimitives  différentes.  Par  contre,  lorsque  deux  des  éléments  de  la 
caractéristique  a",  a*,  a'  appartiennent  à  la  même  caractéristique 
imprimitive,  dans  les  triples  (5)  deux  éléments  sont  égaux,  et  dans  un 
système  de  caractéristiques,  il  ne  pourra  pas  entrer  deux  caractéris- 
tiques appartenant  au  même  carré  (4). 


Recherche   des  systèmes  cycliques  de  triples  différents 
pour  N  =  37 . 

10.  La  recherche  des  systèmes  de  caractéristiques  est  maintenant 
considérablement  simplifiée.  Sans  chercher  à  exprimer  le  procédé 
sons  une  forme  générale,  nous  allons  l'appliquer  directement  au  cas 
de  N  =  37  éléments. 
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Pour  N  =  37,  n  =  6,  le  nombre  des  caractéristiques  est 

'^-"^'-^'=96  ('). 

12  V      \  f 

2  est  racine  primitive  de  37.  La  substitution  \x,  '2x\csi  (-) 
(i2486'5o'7'362'3'i'5'74'98'). 

Si  nous  disposons  ces  caractéristiques  en  colonnes  de  3/«  =  18  caracté- 
ristiques, invariante  chacune  par  les  substitutions  du  groupe  cyclique 
\\.x,  '2x\\,  comme  il  a  été  dit  aux  paragraphes  8  et  9,  nous  avons  le 
tableau  suivant  (')  : 


Caractéristiques  imprimitives  : 

I   0'  1'.      -j 

7' 5',      4  3  7. 

8  (i  4'.     (■) 

■>-'9, 

)  3' 8'. 

Colonnes. . . . 

I. 

II. 

III. 

IV. 

V. 

i 

2'  3'  I 

5'4'i 

7  8  I 

7  6   I 

"'9   • 

1 

7 

9  8'o' 

2  8  0' 

460' 

4  4'o' 

I  '  6'  0' 

1 

3' 

6' 5   i' 

7'(i  1' 

3  4'  1' 

3  8   i' 

I  2'  1' 

•j. 

3'  1  '  2 

7  9  -^ 

4' 6'  2 

4'  2'  2 

7' 8' 2 

8 

8'i   7' 

4  6' 7' 

8  2' 7' 

8  9  7' 

5' 5  7' 

4' 

5  o'5' 

3  2' 5' 

695' 

6  6' 5' 

■2  3' 5' 

3 

i'5'4 

4' 8' 4 

9  5  4 

9  3'  4 

3   I   4 

9 

I   2  3 

8  5  3 

6' 3' 3 

G'  8'  3 

7  o'3 

(6)     { 

5' 
4 

o'7'7 
5' 7  8 

6  3' 7 
9  I  8 

2' 8' 7 
8'  0'  8 

■>'5  7 
8'  i'  8 

1    ''7 
(i  2  8 

0' 

2  4  6 

6'o'6 

5   i'6 

5   I   () 

4' 7' 6 

6' 

7'  3  4' 

2'  r4' 

3'i   4' 

3'  0'  4' 

8  5' 4' 

5 

7  4' 6' 

8' 2  6' 

I   7' 6' 

1   5' 6' 

2' 4  6' 

'' 

4  8  2' 

5  7'  2' 

0'  5'  ■>: 

0'  2  2' 

9  3  2' 

369 

3' 5' 9 

i'2  9 

i'7'9 

679 

6 

4' 9  5 

I  4  5 

2  3   -) 

2  7  f) 

3' 8  5 

2' 

8  6' 3' 

o'S  3' 

7' 7  3' 

7' 4  3' 

8' 6  3' 

8' 

(1  2'  8' 

l'y  S' 

5' 4   8' 

5'  3  S' 

-,    \'S' 

(*)   Voir  noire  premier  travail,  première  partie,  p.  60.  Le  nombre  des  carac- 
téristiques est  égal  au  nombre  des  triples  situés  à  l'intérieur  du  triangle  AOC. 

N  —  I 


Le  nombre  des  triples  situés  sur  une  médiane  est 


à  l'intérieur  du  triangle  AOB  est 


(N  — i)(N  — 2) 
6 


(-elui  des  triples  situés 

N  — I        (\_,)(i\_o) 


(^•_I)(N-5) 


Celui  des  caractéristiques  sera 

("■')  Les  éléments  10,  11,   .  .  . ,  18  sont  notés  o'.  i',  .  .  .,  8'. 

(')  Nous  indiquons  par  les  chiffres  placés  à  gauche  de  la  barre  verticale  le 
rang  d'ordre  des  caractéristiques,  dans  leur  déduction  de  la  caractérislicjue  de 
tête  correspondante  par  les  puissances  de  1  j-,  2.r  I. 


SYSTÈMES    CYCLIQUES    DE    TRIPLES    DE    STEINEK.  85 

et  en  représentant  chaque  caractéristique  imprimitive  par  son  rang 
d'ordre,  comme  plus  haut  : 


Colonnes 

I. 

II. 
241 

III. 
341 

IV. 
341 

V. 

561 

151 

i 

612 

352 

452 

452 

262 

(7) 

J 

123 

463 

563 

563 

313 

234 

514 

614 

614 

424 

345 

625 

125 

125 

535 

1 

456 

136 

236 

236 

646 

Nous  avons  disposé  ici  verticalement  les  carrés  (/j)  et  les  triples  (5) 
écrits  horizontalement  dans  le  paragraphe  9.  A  cela  près,  nous  avons 
suivi  en  tout  l'ordre  des  notations  précédentes,  en  faisant  a  =  2,  par 
exemple  pour  l'ordre  des  éléments  dans  les  caractéristiques  imprimi- 
tives, etc. 

Nous  avons  commencé,  dans  chaque  colonne,  la  rangée  verticale  de 
droite  par  la  caractéristique  imprimitive  2",  2*"',  2'-,  comme  dans  les 

triples  (5). 

11.  L'existence  et  les  propriétés  de  ces  colonnes  sont,  en  principe, 
indépendantes  du  nombre  N  =  G«  +  i,  premier  (ou  de  la  forme  p'"). 
En  effet,  les  puissances  de  la  substitution  |.x',  ax|  sont  les  substi- 
tutions \x^  /;?.x|,  m  entier  positif  quelconque,  et  une  caractéristique 
a,h,  a  -\-h  i^a  +  bZ?in)^  pour  N  éléments,  est  encore  une  caractéris- 
tique pour  un  N  supérieur.  Cette  étude  des  propriétés  de  l'ensemble 
des  caractéristiques,  au  moyen  du  groupe  }  \x^  a.x\  J,  fera  l'objet  d'un 
autre  travail.  Nous  remarquons  ici  seulement  que  : 

La  colonne  V  a  deux  éléments  appartenant  à  la  même  caractéris- 
tique imprimitive  dans  la  caractéristique  de  tête  [ou  deux  éléments 
égaux  dans  les  triples  (7)];  dans  un  système  de  caractéristiques,  il 
n'entrera  donc  pas  deux  caractéristiques  appartenant  au  même  de  ses 
carrés. 

Les  colonnes  III  et  IV  ne  diffèrent  que  par  le  déplacement  d'un  élé- 
ment dans  la  rangée  verticale  du  milieu  (2*  =  8  et  2"  ^6);  leurs 
carrés  homologues  ont  ainsi  les  mêmes  éléments  et  peuvent  se  substi- 
tuer l'un  à  l'autre  pour  construire  un  système  de  caractéristiques. 
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La  colonne  I  présente,  pour  le  moment  du  moins,  le  plus  d'intérêt. 
Ses  deux  premières  rangées  verticales  contiennent  les  3n  couples  qui 
n'entrent  qu'une  fois  dans  une  caractéristique,  tandis  que  les  autres 
couples  des  éléments  i,  2,  ...,  3/z  entrent  chacun  dans  deux  caracté- 
ristiques de  l'ensemble.  Cela  permet  déjà  d'établir  quelques  théorèmes 
relatifs  au  groupe  de  substitutions  qui  appartient  à  l'ensemble  des 
caractéristiques.  Nous  indiquerons  le  premier  : 

Pour  N  =  6  /?  H-  I  premier^  pour  lequel  3n  est  le  plus  petit  expo- 
sant qui  rend  2*"^  i  (modiN),  le  groupe  qui  appartient  à  Ven- 
semhle  des  caractéristiques  est  le  groupe  ||x-,  ajc|!,  a  racine  pri- 
mitive de  N . 

12.  Tout  système  de  caractéristiques  |qui  contient  une  caractéris- 
tique imprimitive,  ou  une  caractéristique  de  l'une  des  colonnes,  se 
transforme  par  une  puissance  de  \x,  ix\  en  un  système  qui  contient 
une  caractéristique  imprimitive  donnée,  ou  une  caractéristique  fixée 
de  cette  colonne.  Il  nous  suffira  donc  d'obtenir,  par  exemple,  les  sys- 
tèmes contenant  la  caractéristique  imprimitive  lo'i',  et  pour  chaque 
colonne  ceux  contenant  la  caractéristique  de  tête;  avec  les  substitu- 
tions du  groupe  \\x,  2^:11,  nous  en  déduirons  tous  les  systèmes  de 
caractéristiques  possibles.  Nous  appellerons  systèmes  de  caractéris- 
tiques différents^  ceux  qui  ne  sont  pas  équivalents  par  les  substitu- 
tions du  groupe  }  |x-,  'ix\  j;  nous  verrons  que,  aussi  dans  la  suite,  ce 
sont  les  seuls  qu'il  nous  importe  de  connaître. 

15.  Voici  le  tableau  de  ces  systèmes  diflérents  poui-  notre  cas 
de  N  =  37.  Le  procédé  suivi  pour  les  obtenir  découle  à  peu  près  déjà 
de  l'ordre  dans  lequel  ils  sont  écrits;  nous  donnons  d'ailleurs  en  Note 
plus  bas  le  détail  de  la  recherche.  Les  systèmes  i,  2,  3,  4,  5,  12,  (3 
et  \[\  s'obtiennent  et  s'écrivent  sans  autre;  pour  les  autres,  nous  notons 
les  caractéristiques  par  le  chiffre  de  leur  colonne  et  en  indice  leur 
rang  d'ordre  [écrit  à  gauche  dans  le  tableau  (^6)|  dans  leur  déduction 
de  la  caractéristique  do  tête  par  les  puissances  de  |./ ,  •ix\.  Le  groupe 
j  (123. .  .')/^)  !  est  isomorphe  au  groupe  J|j,  2.r||.  Lors(jue.  dans  une 
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colonne,  deux   caractéristiques  appartiennent  au  même  carré,  elles 
sont  entre  parenthèses. 


A.  —  Systèmes  contenant  des  caractéristiques  imprimltives. 

Systèmes 
éiiuivalents. 

1.  Le  système  des  caractéristiques  imprimitives •....,....  î 

2.  Trois  caractéristiques  imprimitives  et  le  carré  de  la  colonne  I  contenant  les  trois  autres <> 

3.  4,  o.  Même  formation  avec  un  carré  des  colonnes  II,  III  et  IV 18 

6.  )  Deux  caractéristiques  imprimi- ^  I  o"  i',  ■! ']' 5' ,     Ig,    Ig',    II9,    IV3... iX 

7.  (      tives I  10' 1',  8  6  4',     II5,  II4',  III3,  III2' 9 


8.  1  I  I  o'  1' 

9.  '  Une    caractéristique    imprimi-  1      - 

10.  l      tive 

II.' 


I. 


- 

IIIv 

IVg 

ViVs 

18 

Ili' 

- 

IV.,. 

ViVrVs' 

18 

II,. 

- 

IValVs- 

Vi 

18 

113. 

(Iii2rii8)iii3 

IVs- 

- 

18 

B.  —  Systèmes  ne  contenant  pas  de  caractéristiques  imprimitives. 


12. 
13, 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 

20. 
21. 

22. 

23.' 

24. 

25.1 

26.1 

27. 

28. 

29. 

30. 

31.' 

32.; 


Le  système  des  premier  et  quatrième  carrés  de  la  colonne  I 

14.    Les  deux  systèmes  formés  du  premier  carré  de  II  et  du  troisième  carré  de  III  ou  IV. 


3' 


Systèmes  contenant  au  moins 
deux  caractéristiques  de  la 
colonne  V 


11' 

I3I0' 


Systèmes  contenant  deuxcarac-  UIjIjiIiIg 
téristiques  de  la  colonne  I,  et  '        li  I; 
non  obtenus  dans  les   précé- l 


dents 

Systèmes  contenant  deux  carac-( 
téristiques  de  la  colonne  II,  { 
non  encore  obtenus ( 

Systèmes  contenant  deux  carac-  \ 
téristiques  de  la  colonne  111,  > 
non  encore  obtenus ) 

Systèmes  contenant  deux  carac-  \ 
téristiques  de  la  colonne  \\ .  > 
non  encore  obtenus ; 


I.I5 
l.l. 


113  IL. 
ll.slls 


llo 

Ilallo' 

(11,11,0 

11,115 

11,11.211, 

IlilIoIL 
lI,IIo 

llv 
Ils 
H, 


III 


2' 


lll:i'ill,5 

III3 
III,,  Il  1:/ 

111,111., 

nia 

lllglllo' 
1117  III,, 

niiiiijii, 

111,1113111, 

ni,iii„ 

llls' 

III., 


1V9 

1V7 

IVs 

IV3 
IV2' 
IV4 

(IVaIVs'jIV:, 

IV. 

IV» 

IVa'IVi' 

IV,(IVoIV8 

IV,IV,IV2 


V1V4 
V,  Vo'  Vg  V^ 
V,  Vs 
V.Vs 
V,Vo- 
V4 


y. 


^, 


\r 


Total. 


Nous  indiquons  à  droite,  pour  chaque  système  différenl,  le  nombre 
des  systèmes  équivalents  par  les  1 8  substitutions  du  groupe  j  |  x-,  2  a?  1 1 . 
Dès  qu'un  système  n'a  qu'une  caractéristique  dans  l'une  des  colonnes, 


12 
18 

9 
18 
18 

9 
18 
18 
18 
18 

i8 
18 
tS 
18 
18 
18 
18 

18 
18 


44  > 


88 


BAYS. 


il  a  nécessairement  i8  systèmes  équivalents;  dans  les  quelques  autres 
cas  (2,3,  4?  5,  7,  12,  i3,  i4,  16,  19),  le  nombre  des  systèmes  équi- 
valents est  ou  immédiatement  donné,  ou  immédiatement  déterminable 
par  les  caractéristiques  d'une  colonne  (voir  la  Note). 

/Vote  contenant  le  détail  de  la  recherche.  —  1.  Un  système  ne  peut  contenir 
cinq  caractéristiques  iniprimilives  sans  contenir  la  sixième. 

2.  Un  système  ne  peut  contenir  quatre  caractéristiques  imprimitiies.,  car  les 
deux  autres  caractéristiques  ne  pourraient  être  prises  que  dans  la  colonne  V,  les 
deux  dans  le  même  carré,  ce  qui  est  impossible,  ou  chacune  dans  un  carré  difTé- 
rent,  ce  qui  est  également  impossible  [deux  triples  (7)  dans  la  même  colonne 
ont  toujours  au  moins  trois  éléments  différents]. 

3.  Un  système  qui  contient  trois  caractéristiques  imprimitives  ne  peut  être 
complété  qu'avec,  le  carré,  qui  contient  les  trois  autres  caractéristiques  impri- 
mitives, si  ce  carré  existe.  Car,  dans  le  cas  contraire,  il  faudrait  le  compléter 
avec  des  caractéristiques  prises  dans  deux  ou  trois  carrés  différents  des  colonnes 
1  à  Y,  et  n'ayant  aucun  des  éléments  des  trois  caractéristiques  imprimitives 
données.  Il  faudrait  donc  que  les  triples  (7),  représentant  ces  deux  ou  trois 
carrés,  ne  contiennent  que  les  mêmes  trois  éléments.  Or,  dans  les  colonnes  (7), 
il  n'y  a  : 

Deux  triples  contenant  les  mêmes  éléments  que  dans  la  troisième  et  la  qua- 
trième, chaque  triple  de  l'une  avec  l'homologue  de  l'autre,  et  dans  ce  cas,  il 
n'est  possible  que  d'y  prendre  deux  caractéristiques  sans  élément  commun; 

Deux  ou  trois  triples  formés  des  mêmes  trois  éléments  que  dans  la  dernière, 
les  trois  triples  151,  313,  535  ou  262,  424,  646.  et  dans  ce  cas  encore,  on  voit 
immédiatement  qu'on  ne  peut  y  trouver  une  caractéristique  dans  chacun  des 
trois  triples,  sans  avoir  deux  fois  le  même  élément. 

k.  Inversement,  un  système  construit  avec  un  carré  de  Tune  des  colonnes 
1,  II,  III,  IV'  ne  peut  être  complété  qu'avec  trois  caractéristiques  iniprimilives, 
ou  avec  le  carré  constitué  de  ces  trois  caractéristiques  imprimitives,  si  ce  carré 
existe.  Autrement  le  système  est  impossible,  pour  les  mêmes  raisons  que  celles 
de  la  démonstration  précédente. 

5.  La  recherche  des  systèmes  différents  contenant  deur  caractéristiques 
imprimitives  se  réduit  à  ceci  :  les  couples  des  éléments  1,  2,  3,  4,  5,  6,  repré- 
sentant les  caractéristiques  imprimitives,  se  répartissent  en  trois  séries  impri- 
mitives : 

12,  23,    34,    45,    56.     61. 

13,  24.     35,    46,    51,     62. 

14,  25,     36, 

par    les    substitutions     du     groupe    1(12  3  456)!,    tiiplement     isomorphe    au 
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groupe    J  I  j^,  2.r  I  ;.  Il  nous  suffit  donc  d'obtenir  les  systèmes  possibles  avec  les 
couples  de  caractéristiques  imprimitives  12,  13,  14. 

6.  La  recherche  des  systèmes  contenant  une  caractéristique  iin primitive^ 
lo'i',  est  un  peu  plus  longue.  Il  suffit  naturellement  d'essayer  avec  lo'i'  une 
seule  caractéristique  de  chaque  carré,  dont  le  triple  (7)  ne  contient  pas  Télè- 
ment  1. 

7.  Un  système,  qui  ne  contient  plus  de  caractéristiques  imprimitives,  contient 
nécessairement  deux  caractéristiques  de  Tune  au  moins  des  colonnes  1  à  V. 
Représentons  les  caractéristiques  d'une  colonne  par  leur  rang  d'ordre^  dans 
leur  déduction  de  la  caractéristique  de  tète.  Les  substitutions  d»i  groupe 
)  (I  2  3.  .  .8')  !,  isomorphe  au  groupe  1  |  x,  ix  \  ;,  laissent  imprimitifs  les  couples 
suivants  des  éléments  1,2,  .  .  .,  8',  contenant  l'élément  1  : 

12,     i3,     i4.     i5,     16,     17,     i<S,     19,     10'. 

De  ces  couples  de  caractéristiques,  les  seuls  à  prendre  en  considération  dans 
notre  recherche,  parce  que  contenant  six  éléments  différents,  sont  : 

î    Pour  la  colonne  I i3,  i4,  i5,  16,  17,  10'. 

\                 »                  II....  12,  i5,  17,  18,  19,  10'. 

(8)                       {                 »                 III...  12,  i3,  16,  17,  19,  10'. 

»                IV...  12,  i3,  14,  17,  18,  19. 

»                 V....  12,  14,  i5,  16,  18,  10'. 

Nous  avons  effectué  la  recherche  avec  les  colonnes  dans  cet  ordre  :  V,  1,  II, 
III,  IV,  en  essayant  donc  successivement  chacun  des  couples  précédents  de  carac- 
téristiques de  la  colonne  V,  puis  de  la  colonne  I,  II,  etc.  Dès  que  l'on  a  deux 
caractéristiques  données,  il  est  vite  fait  d'éliminer  (dans  la  même  colonne  et 
dans  les  quatre  autres)  les  caractéristiques  ayant  avec  elles  un  élément  commun  ; 
il  ne  reste  jamais  qu'un  nombre  restreint  de  caractéristiques,  et  la  recherche 
pour  chacun  des  couples  (8)  est  l'affaire  de  quelques  instants. 

Le  procédé  a  en  outre  l'avantage  de  se  vérifier  lui-même.  En  effet,  chaque  sys- 
tème doit  être  trouvé  plus  d'une  fois  dans  cette  recherche.  Par  exemple,  le 
système  16  doit  être  trouvé  quatre  fois  dans  la  recherche  pour  la  colonne  V  [car 
la  combinaison  d'indices  i  o'  5  4,  par  les  substitutions  du  groupe  }  (i  2  3 .  .  .8')  J, 
prend  les  deux  formes  contenant  i,  10' 5  4'  et  io'6  5',  et  le  système  doit  être 
trouvé  deux  fois  avec  le  couple  (8)  10',  une  fois  avec  le  couple  i5  et  une  fois 
avec  le  couple  16]  et  une  fois  dans  la  recherche  pour  la  colonne  II.  Il  est  aisé 
d'établir  combien  de  fois  et  où  chaque  système  doit  être  trouvé,  et  si,  la 
recherche  faite,  chaque  système  a  été  trouvé  en  place  et  le  nombre  de  fois  voulu, 
on  peut  être  sur  de  l'opération. 

La  recherche  des  systèmes  contenant  des  caractéristiques  imprimitives  a  été 
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vérifiée  également,  en  la  répétant  une  seconde  fois  avec  des  caractéristiques 
imprimitives  différentes. 

14.  Soit  maintenant  Tun  quelconque  des  3-2  systèmes  de  caracté- 
ristiques difféi'ents,  que  nou^  venons  d'obtenir.  Représentons  ses  six 
caractéristiques  par  les  lettres 

(9)  «^     ''-''    C'    ^^    ^'    /• 

Chacune  de  ces  caractéristiques  détermine  les  deux  séries  cycliques 
conjuguées  correspondantes,  et  le  système  donne  2*  systèmes  cycliques 
de  triples  de  Steiner.  Soit  l'un  quelconque  de  ces  systèmes  : 

(10)  A,     B,     C,     D,     E,     F. 

iVous  représentons  par  A,  B,  .  . .,  F  ses  séries  cycliques.  Rappelons 
que  les  substitutions  \x,  a.x|  et  \x\  olx\  changent  respectivement  une 
série  cyclique  en  une  série  cyclique  et  la  caractéristique  de  la  première 
dans  la  caractéristique  de  la  seconde. 

Lorsque  la  substitution  \x,  2x|  transforme  le  système  de  caracté- 
ristiques (9)  en  un  système  de  caractéristiques  : 

(11)  a',     b',     c',     d',     e\    /', 

la  substitution  \x,  2.x\  transforme  le  système  de  triples  (10)  en  un 
système  de  triples  : 

(12)  A',     B',     C,     D',     E',     F', 

dont  les  caracléristiques  sont  les  caracléristiques  précédentes. 
Inversement,  lorsque  la  substitution  |./;,  'ix\  transforme  le  système  de 
triples  (10)  en  un  système  de  triples  (12),  la  substitution  \x,  ix\ 
transforme  les  caractéristiques  (9)  dans  les  caractéristiques  (i  i). 

Admettons  niainlenanl  le  théorème  que  deux  systèmes  cycliques 
de  triples  équivalents  sont  déductibles  l'un  de  Vautre  par  une 
substitution  métacyclique^  et  rappelons  les  données  de  l'introduc- 
tion (').  Nous  avons  les  résultats  suivants  : 

(')  Le  groupe  mélacyclique  est  j>roduil  par  les  deux  substitutions  \j.\  i  -f-.z-( 
et  |.c,  ct.ï'\.  La  substitution  |  .r,  i -t- .r  |  laisse  invariable  le  système  cvclique  de 


I 
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1°  Deux  systèmes  de  liiples  délerminés  par  deux  systèmes  de 
caractéristiques  différents  sont  di(J'ércnis.  Autrement,  une  puissance 
de  |a7,  •i.x\  transformerait  Tun  des  systèmes  de  triples  dans  l'autre,  et 
une  puissance  de  |.r,  '->./■  |  transformerait  Tun  dans  l'autre  les  deux  sys- 
tèmes de  caractéristiques  correspondants. 

2°  Si  la  première  puissance  de  \x,  ix\  qui  transforme  le  système 
de  caractéristiques  (9)  en  lui-même,  est 

I  .r,   ■>.X  1^"  =r_  I  X,   '.î^"./'  I  =3  \x.,  X  |, 

la  première  puissance  de  \x^  2x|,  qui  transforme  le  système  de 
triples  (10)  en  un  système  de  mêmes  caractéristiques,  est 

I  0?,  2  J7  I''"  =  I  ^■,  —  x\  —  I  J:',  N —  x\. 

Cette  puissance  |,r,  2.r  p"  transforme  le  système  (10)  dans  le  système 
conjugué  ('  ),  et  la  puissance  [x-,  2x|*"'  le  transforme  en  lui-même.  Le 
système  de  triples  (10)  ne  possède  alors  que  le  diviseur  cyclique 
}  I  j?,  I  +  x'I  {  (^)  et  2^  systèmes  de  triples  déterminés  par  les  caracté- 
ristiques (9)  sont  nécessairement  différents. 

3°  Si  la  première  puissance  de  \oo.  2/r|,  qui  transforme  le  système 
de  caractéristiques  (9)  en  lui-même,  est  |x,  ax|'',  d<^3n  et  diviseur 
de  3/z,  |.r,  2x]''estla  première  puissance  de  \x,  2.r|,  qui  transforme 
le  système  de  triples  (ro)  en  un  système  de  mômes  caractéristiques. 
Ce  système  de  triples  transformé  n'est  pas  le  système  (10)  lui-même, 
<iétantdiviseur  de  3/z,  car  I  o^,  2./;|'"  transformerait  le  système  (10)  en 

triples.  Par  suite,  avec  le  théorème  admis,  deux  systèmes  cycliques  équivalents 
sont  déductibles  l'un  de  l'autre  par  une  puissance  de  \x,  ax\.  Autrement  dit, 
les  systèmes  de  triples  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  les  transformées  de  (10),  par 
les  puissances  de  |  x,  ix  |,  sont  différents  du  système  (10). 

(')  Nous  appelons  systèmes  conjugués,  les  deux  systèmes  de  triples  formés 
des  séries  respectivement  conjuguées.  Rappelons  encore  qu'une  substitution 
métacyclique  change  deux  séries  conjuguées  en  deux  séries  conjuguées  (Intro- 
duction, 4"),  et  donc  deux  systèmes  cycliques  conjugués  en  deux  systèmes  con- 
jugués. 

(^)  En  tant  que  substitutions  du  groupe  métacyclique,  mais  je  ne  puis  pas 
assurer  qu'il  n'y  a  pas  de  substitutions,  autres  que  mélacycliques,  qui  trans- 
forment le  système  (10)  en  lui-même. 
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lui-même,  ce  qui  n'est  pas.  Il  n'est  pas  non  plus  le  conjugué  du  sys- 
tème (lo),  si  id  est  diviseur  de  3/i,  pour  la  même  raison  qu'avant, 
puisque  dans  ce  cas  \x,  -ix  |-''  transformerait  le  système  (lo)  en  lui- 
même. 

Pour  /z  =  6,  '^n—  18,  id  est  diviseur  de  3/2  pour  les  diviseurs 
6^=  I,  3,  9.  Donc  le  1^',  le  3*^  et  le  9*"  transformé  d'un  système  (10) 
par  la  substitution  jjc,  2./'j,  ne  peuvent  être  le  conjugué  de  ce  sys- 
tème (10).  Il  reste  les  diviseurs  2  et  6;  seuls  le  2*"  et  le  6^  transformé 
d'un  système  (10),  peuvent  être,  avant  le  18^,  le  conjugué  de  (10)  (*). 

13.  Par  conséquent,  pour  les  systèmes  de  caractéristiques  suivants, 
le  système  (9)  étant  successivement  chacun  de  ces  systèmes,  nous 
aurons  : 

Systèmes  7,  16,  19;  d  —  o^.  —  Le  9*^  transformé  d'un  système  (10) 
par  jic,  ix\  est  de  mêmes  caractéristiques  que  (10),  mais  |x,  ix\^  est 
la  première  puissance  qui  donne  le  conjugué  de  (10).  Chacun  de  ces 
systèmes  détermine  donc  2'  systèmes  de  triples  dijfércnts^  possédant 
uniquement  le  diviseur  cyclique  1 1  x,  i  4-  x  |  ; . 

Systèmes  2,  3,  /j>  5;  «:/  =  6.  —  Le  b^  transformé  d'un  système  (10) 
peut  être  son  conjugué.  Avec  chacun  de  ces  systèmes  (9),  nous  trou- 
vons que,  pour  huit  systèmes  (10),  le  6**  transformé  est  le  conjugué, 
et  pour  huit  autres,  \x^  2x\^^  est  la  première  puissance  qui  donne  le 
conjugué  (•).  Chacun  de  ces  systèmes  détermine  2'  systèmes  de  triples 

(')  Si  le  2"'  transformé  est  le  conjugué  du  syslètne  (10),  naturellement  le  6'^', 
le  iC  et  le  i4''le  seront  égalemciil,  avant  le  18''. 

(^)  Cette  recherche  ne  demande  plus  qu'un  temps  minime  pour  chaque  sys- 
tème de  caractéristiques  en  question.  INous  reffecluerons  comme  exemple  avec 
le  système  2. 

Le  premier  système  de  triples  que  détermine  le  système  2,  c'est-à-dire  le  sys- 
tème des  six  séries  cycliques  directes  (prises  djins  le  Irianiile  AOC';  voir  notre 
premier  travail,  p.  60),  e>t 

(i3)  oi3',     027',     087,     o56',     064',     099'. 

Nous  n'écrivons  que  le  triple  de  tête  de  chaque  série.  Formons  la  puis- 
sance |j:,  2.r|*;  par  cette  substitution,  ces  six  triples  se  changent  en  six  autres 
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différents;    huit    d'entre    eux  possèdent    le    diviseur    inétacyclique 
d'ordre  3  X  87  =  m 

!  1 .2",  I  H-  .r  |,  |x,  2'-.z'  I  ;, 

et  les  huit  autres  n'ont  que  le  diviseur  cyclique  \  ja?,  i  -1-  Jc]  |. 

Systèmes  i3  e/  i4;  0?  =  6.  —  Le  6*  transformé  d'un  système  (10) 
peut  encore  être  le  conjugué.  Avec  chacun  de  ces  systèmes  (9),  nous 
trouvons  que,  pour  deux  systèmes  (10),  le  6®  transformé  est  le  con- 
jugué, et  pour  dix  autres,  \x^  ix^^  est  la  première  puissance  qui 
donne  le  conjugué.  Chacun  de  ces  systèmes  détermine  donc  \i  sys- 
tèmes de  triples  différents;  deux  d'entre  eux  possèdent  le  diviseur 


contenant  encore  l'élément  o,  et  qui  nous  donnentsans  autre  la  série  transformée 
de  chacune  des  précédentes.  Cette  série  transformée  ne  peut  d'ailleurs  être  que 
l'une  de  ces  mêmes  séries  (i3)  ou  Tune  des  conjuguées.  En  remarquant  toujours 
que  la  substitution  métacyclique  |  x,  '>.x\^  change  deux  séries  conjuguées  en 
deux  séries  conjuguées,  cette  première  transformation  suffit  pour  notre  tableau, 
que  nous  écrirons  en  omettant  l'élément  o  et  faisant  ressortir  les  séries  conju- 
guées : 


Système  direct. 

13'. 

27'. 

37. 

56'. 

64'. 

99'. 

B„. 

B, 

B, 

B3.       B^.      B5. 

1    G^.. 

99' 

22" 

33" 

i3' 

69" 

56" 

jî;. 

B'i 

B120 

B'seï  B's     B;5( 

Transformés.  /    i2*... 
1 

56 

'7 

37 

99' 

64' 

15"' 

Bu 

Bl2V 

Bl3V     Bi46    B145 

/    .8^.. 

15" 

22" 

33" 

56" 

69" 

97" 

B'o 

Bo 

B's    b;    b; 

Pour  écrire  le  11"  transformé,  par  exemple,  99'  devient  56",  22'  devient  27' 
puisque  27'  devient  22'",  etc. 

Désignons  par  Bq  le  système  (i 3),  par  <7,,  a.,,  a;j,  a4,  «5,  a^,  ses  séries  cycliques, 
par  B,,  B/;i.,  Bjiji.  (/,  A=^i,  2,3.  4,  5,  6)  les  systèmes  obtenus  en  remplaçant, 
dans  Bo,  respectivement  la  série  a,;  les  deux  séries  a,,  a/c',  les  trois  séries  a,, 
a,,  ait\  par  les  conjuguées;  enfin  par  B^  ,  B'^,  B',^y;,  les  s^'stèmes  conjugués  res- 
pectifs (B,  a  pour  conjugué  B23456  =::  B',,  etc.). 

Les  quatre  systèmes  précédents  sont  ainsi  Bo,  B',g,  B^,  B'^.  Prenons  mainte- 
nant Bi,  c'est-à-dire  remplaçons  la  première  rangée  verticale  du  tableau  par  les 
séries  conjuguées.  Sans  rien  écrire,  nous  voyons  que  le  6*  transformé  est 
déjà  B', .  Nous  prenons  ensuite  B2,  c'est-à-dire  nous  remplaçons  la  deuxième 
rangée  verticale  parles  conjuguées,  nous  trouvons  B'jjg,  B124,  Bj,  puis  nous 
prenons  Bj,  B4,  etc.,  c'est-à-dire  chaque  fois  un  système  qui  n'a  pas  encore  été 
obtenu,  lui  ou  son  conjugué,  et  nous  continuons  ainsi  jusqu'à  épuisement  des 
2*  systèmes  directs  B,,  B,;r.  et  Bi,yf 
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métacyclique 

;  |.r,  I  +  ^'l,    I  j-,  2'-^|  ;, 

et  les  dix  autres  n'ont  que  le  diviseur  cyclique  ]\x,  i  -\-  x\[. 

Système  i2\  d  =  3.  —  Le  3^  transformé  d'un  système  (lo)  ne  peut 
pas  être  le  conjugué,  mais  le  6*  transformé  pourra  être  le  conjugué 
de(io).  Pour  cinq  systèmes  (lo),  |a:,  2X'|'*  est  la  première  puissance  qui 
donne  le  conjugué,  et  pour  un  seul,  le  6^  transformé  est  son  conjugué. 
Ce  système  détermine  sir  systèmes  de  triples  différents;  cinq  n'ont 
que  le  diviseur  cyclique  J  |  x,  i  -t-  .r  |  !,  et  le  sixième  a  le  diviseur  méta- 
cyclique 

Systèmes  des  caractéristiques  imprimitives ^  c/  ==  i .  —  Tous  les 
transformés  d'un  système  (lo)  sont  des  systèmes  de  mêmes  caracté- 
ristiques. D'autre  part,  on  sait  (§  7),  que  ce  système  (lo)  possède  le 
diviseur  métacyclique  d'ordre  3N 

\\x^  \  -\-  xY     \JC;  a-"  X  I  (, 

c'est-à-dire  que  la  puissance  \x,  ax)^"  le  transforme  en  lui-même.  On 

r  2"  1      r  2""  ' 

aura  donc  pour  N  =  6// -h  I  premier,  au  moins    —     =    svs- 

^  '  L  ^  '*  J       L    ''    J    ■ 

tèmes  de  triples  différents^  fouimis  par  le  système  des  caractéris- 
tiques imprimitives^   en  entendant  ici  par   ces  crochets  le  premier 

entier  égal  ou  supérieur  à   '      •  Dans  notre  cas,  =6;   nous 

trouvons  en  effet  cinq  systèmes  (lo),  pour  qui  la  puissance  |  x,  ix  1°  est 
la  première  qui  donne  le  conjugué,  ayant  donc  le  diviseur  métacyclique 

1  I  .r,  I  +  ^  |,      I  .r,  yy-x  |  |, 

et  un  système  pour  lequel  la  puissance  \x^  ix^  donne  déjà  \o  conjugué 
et  qui  a  le  diviseur  métacyclique  d'ordre  9  x  37  =  333 

[  I  j:,   I  -h-  orj,      I  ^,  1'' X  I  j. 

La  recherche  des  systèmes  cycliques  de  triples  différents  pour 
N  =  37  est  ainsi  terminée.  Nous  obtenons 

2 1  X  -r'  -t-  3  X  2''  H-  4  X  2^  -H  2  X  1  2  +  6  -f  6  =  8iO  systèmes  cycliques  différents. 
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Recherche  des  systèmes  cycliques  de  triples  différents 
pour  N  =  43. 

16.  Nous  avons  appliqué  également  le  procédé  au  cas  iN  ^=  [\^  élé- 
ments en  suivant  une  marche  en  tout  pareille  à  celle  qui  vient  d'être 
exposée.  Nous  ne  donnerons  maintenant  plus  que  les  résultats  : 

Pour  N  =  ^|3,  /ï  =  7,  le  nombre  des  caractéristiques  est 

'^-"'^-^>=,33. 
r  1 

La  recherche  a  été  faite  avec  la  substitution  jx-,  3.x|,  3  étant  racine 
primitive  de  l\'5.  Nous  obtenons  167  systèmes  de  caractéristiques 
différents . 

i\o  systèmes  ne  possèdent  que  Tidentité  (')  :  g?^=3«  =  2i.  Ils 
déterminent  donc  chacun  2*  systèmes  de  triples  différents,  ne  possé- 
dant que  le  groupe  cyclique  j  |  x-,  i  +  x  |  {  =  }  5  {. 

i5  systèmes  ont  le  diviseur  [jx,  3^x|!  :  d—'j.  id  n'est  pas 
diviseur  de  3«;  donc  le  7*  transformé  d'un  système  de  triples  peut 
être  son  conjugué.  Autrement  dit  un  système  de  triples  déterminé  par 
l'un  de  ces  systèmes  de  caractéristiques  peut  posséder  un  diviseur  du 
groupe  métacyclique  autre  que  le  groupe  \s\.  C^es  systèmes  de  carac- 
téristiques sont  de  deux  types,  comme  plus  haut  (§  15)  ceux  pour 
lesquels  d=^6.  Cinq  d'entre  eux  donnent  chacun  32  systèmes  de 
triples  différents  :  16  n'ayant  que  le  diviseur  cyclique  |  ^  {  et  16  ayant 
le  diviseur  métacyclique 

;  I  .V,  I  +  ,r  |,      I  ui-,  3''*x'  I  J. 

Les  dix  autres  donnent  chacun  24  systèmes  de  tiiples  différents  : 
20  n'ayant  que  le  groupe  cyclique  ]s\  et  4  le  diviseur  métacyclique 
précédent. 

I  système  a  le  diviseur  J  \x,  3'^x\  ]  :  d  =  3.  2.d  n'est  pas  diviseur 

(  '  )  En  tant  que  substitutions  du  groupe  cyclique  [  |  J",  3:r  |  | ,  mais  de  nouveau 
je  ne  puis  pas  assurer  qu'il  n'y  a  pas  de  substitutions,  autres  que  celles  de  ce 
groupe,  qui  transforment  Tun  de  ces  systèmes  de  caractéristiques  en  lui-mèmo. 
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de  3/^  :  un  système  de  triples  déterminé  par  ce  système  pourra  pos- 
séder le  diviseur  métacyclique 

On  trouve  10  systèmes  de  triples  différents,  9  n'ayant  que  le  groupe  \s], 
et  I  possédant  le  diviseur  métacyclique  indiqué. 

I  système  (système  des  caractéristiques  imprimitives)  a  le  groupe 

entier  ila;,  3a7||:   d  ^=  \ .  Il   donne  au  moins     - —     =10  systèmes 

'  I 1 '  "  '  l    ''    J 

de  triples  différents.  On  trouve  en  effet  dix  systèmes  différents,  neuf 
n'ayant  que  le  groupe  \s\  et  le  dixième  le  diviseur  métacyclique 

j  (  ^,  I  +  a;  |,     I  X,  3-^  I  1. 

Nous  obtenons  ainsi  pour  N  =  43  : 
140  X  2"  +  5  X  2'  +  I  o  X  2/i  +  10  +  10  :=  9880  systèmes  de  triples   différents. 

Conclusion. 

Nous  résumerons  dans  le  tableau  suivant,  nos  résultats  obtenus 
jusqu'ici  dans  cette  recherche  des  systèmes  cycliques  de  triples  diffé- 
rents pour  N  =  6/i  H-  I . 

Nous  désignons  par  : 

S  le  nombre  des  systèmes  cycliques  de  triples  différents; 

S' le  nombre  des  systèmes  de  caractéristiques  ; 

S"  le  nombre  des  systèmes  de  caractéristiques  différents. 

Ce  tableau  est  : 

N  =  6/1  -f- 1.  11.  S". 

7  I  ' 

1 3  -2  1 

19  3  1 

3i  5  8 

37  6  32 

13  7  1^7 

■>  i  (  '  )  4  '                          I  ■>                          I  ''■ 

(')   Nous  mêlions  à  pari  le  cas  N  =  2.5,  parce  (jne  non  premier. 


S'. 

S. 

I 

I 

4 

4 

64 

80 

14  î 

8>.o 

'"i") 

9380 
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La  recherche  des  systèmes  cycliques  différents  pour  les  premières 
valeurs  de  N,  jusqu'à  N  =  3i,  laborieuse  dans  notre  premier  travail, 
n'aurait  été  qu'un  jeu  avec  l'introduction  du  groupe  ]\x,  a.r|j. 
Même  pour  N  =  3i,  l'existence  des  8  systèmes  de  caractéristiques 
différents,  déterminant  immédiatement  les  80  systèmes  de  triples 
différents  (en  8  groupements  distincts;  voii^  fin  de  l'Introduction),  se 
reconnaît  très  vite  dans  le  tableau  (6)  correspondant,  à  quatre  colonnes 
de  caractéristiques. 

Nous  avons  donc  un  procédé  permettant  d'obtenir  encore,  avec  un 
peu  de  temps,  les  systèmes  cycliques  de  triples  différents  pour  les 
valeurs  immédiatement  suivantes  de  N  :  l\g,  61,  67,  etc.,  et  surtout, 
fournissant  déjà,  pour  N  =  6/2  H-  i  premier,  indéfiniment  grand,  un 
nombre  indéfini  de  systèmes  de  triples  différents.   Nous  entendons 

par  là,  non  seulement  les  systèmes  de  triples  différents,  déter- 
minés par  le  système  des  caractéristiques  imprimitives,  mais,  par 
exemple,  également  les  systèmes  de  triples  différents  déterminés  par 
les  systèmes  de  caractéristiques  différents  constitués  d'un  carré  d'une 
des  n  —  i  colonnes  du  tableau  (6)  (')  et  des  w  —  3  caractéristiques 
imprimitives  restantes  (^),  les  systèmes  de  triples  différents  déterminés 
par  les  systèmes  de  caractéristiques  différents,  constitués  de  deux 
carrés  d'une  colonne  du  tableau  (6)  (')  et  des  n  —  6  caractéristiques 
imprimitives  restantes,  etc.  Ainsi  l'étude  du  tableau  (6)  des  colonnes 
de  caractéristiques,  engendrées  par  le  groupe  }  ]  as-,  aa?  |  [  donnera  déjà, 
avec  N  croissant,  un  nombre  très  grand  de  systèmes  de  caractéris- 
tiques différents  immédiats,  et  comme  il  a  été  dit  au  paragraphe  11, 

(')  Il  faut  excepter  de  ce  raisonnement  les  colonnes  (colonne  V)  avant  dans 
la  caractéristique  de  tête  deux  éléments  appartenant  à  la  même  caractéristique 
imprimitive. 

(^)  Ces   systèmes   de   caractéristiques    ont    le    diviseur    j|^,  a"^|j.    Chacun 

[2"-n 
systèmes  de  triples  différents. 

(')  Dès  que /i  >  7,  dans  chaque  colonne  du  tableau  (7),  il  y  a  certainement 
deux  triples  entièrement  différents;  les  deux  carrés  correspondants  contiendront 
les  éléments  de  six  caractéristiques  imprimitives.  Dès  que  n  >■  i4,  il  y  aura 
dans  chaque  colonne  de  (7)  trois  triples  entièrement  différents,  etc. 
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elle  fera  l'objet  d'un  travail  ultérieur.  Nous  devons  seulement  recon- 
naître, encore  une  fois,  en  terminant,  que  la  démonstration  du  théo- 
rème à  la  base  de  Tobtention  des  systèmes  de  triples  différents  est 
encore  à  faire  (');  cependant,  même  indépendamment  de  ce  théorème 
et  de  la  question  des  systèmes  de  triples  différents,  les  résultats 
obtenus  dans  ce  travail  pour  la  construction  des  systèmes  de  caracté- 
ristiques^ autrement  dit  pour  la  solution  du  problème  de  Heffter  (voir 
notre  premier  travail,  p.  58),  ont  déjà  leur  intérêt. 

(')  Quoique,  nous  le  répétons  encore,  pour  des  raisons  de  la  théorie  des 
groupes,  le  théorème  doit  exister,  si  ce  n'est  sous  la  forme  générale  que  nous 
lui  avons  donnée,  du  moins,  dans  le  cas  de  deux  systèmes  cycliques  de  triples 
équivalents. 
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Contribution   à  la   Géométrie  conforme. 
Cercles  et  surfaces  cerclées. 

Par    E.    VESSIOT. 


Introduction  et  Résumé. 

1.  Il  y  a,  pour  l'espace  à  trois  dimensions,  une  géométrie 
conforme  ('),  où  l'on  étudie  les  propriétés  géométriques  qui 
demeurent  inaltérées  par  les  transformations  conformes;  de  même 
qu'il  y  a  une  géomélric  euclidienne  et  une  géométrie  projeclive, 
pour  lesquelles  les  déplacements  et  les  transformations  projectives 
jouent,  respectivement,  un  rôle  analogue. 

Le  groupe  conforme,  qui  sert  à  définir  cette  géométrie  conforme, 
est,  comme  on  sait,  le  groupe  des  oc*°  transformations  ponctuelles  qui 
n'altèrent  pas  les  angles;  c'est  aussi,  comme  il  est  connu,  le  groupe 
des  transformations  ponctuelles  qui  changent  toute  sphère  en  sphère. 
On  trouvera,  dans  le  premier  paragraphe  de  cette  étude,  la  démons- 
tration du  fait  que  ce  groupe  conforme  est  également  le  groupe  de 
toutes  les  transformations  (ponctuelles  ou  de  contact)  changeant  tout 

cercle  en  cercle. 

« 

2.  Des  questions  importantes  de  la  géométrie  classique,  telles  que 
la  détermination  des  systèmes  triples  orthogonaux,  la  théorie  des 
systèmes  cycliques,  la  recherche  des  surfaces  isothermiques,  relèvent 
de  la  géométrie  conforme;  et  il  y  aurait  intérêt  à  les  approfondir  à  ce 
point  de  vue.  Mais  cela  ne  sera  possible  que  quand  les  principes  fon- 

(')  A.  Demoulin  l'appelle  géométrie  anallagmalique  {Comptes  rendus  de 
f  Académie  des  Sciences.  5  juin  igoS). 
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damentaux  de  la  géométrie  conforme  auront  été-établis;  elle  n'a  été, 
jusqu'ici,  que  très  peu  étudiée. 

Des  théories  élémentaires  trouvent,  cependant,  leur  expression  la 
plus  simple  quand  on  les  expose  du  point  de  vue  de  la  géométrie  con- 
forme. La  courbure  normale,  en  un  point  M  d'une  courbe  F,  tracée 
sur  une  surface  2,  est  le  rayon  de  la  sphère,  tangente  à  I  en  M,  qui  a 
un  contact  du  second  ordre  avec  F  :  le  théorème  de  Meunier  se  résume 
dans  le  fait  que  cette  splièT'e  de  courbure  normale  ne  dépend  que  de 
la  direction  de  la  tangente  en  M  à  F.  La  formule  d'Euler,  pour  les 
courbures  normales,  esl  une  conséquence  immédiate  du  fait  que  les 
directions  de  tangentes,  qui  sont  ainsi  associées  à  chaque  sphère  tan- 
gente à  2  en  M,  sont,  en  vertu  de  la  remarque  précédente,  celles  des 
tangentes  menées  en  ce  point  (double)  à  l'intersection  de  cette  sphère 
et  de  la  surface  S. 

La  courbure  géodésique  est,  de  même,  le  rayon  de  la  sphère,  nor- 
male à  1  en  M,  qui  a  un  contact  du  second  ordre  avec  F;  et  il  sera 
commode  de  substituer  à  'a  considération  de  la  courbure  géodésique 
celle  de  celle  sphère  de  courbure  géodésique.  Par  leur  intersection, 
ces  deux  sphères  de  courbures,  normale  et  géodésique,  donnent  le 
cercle  de  courbure  de  F,  dont  les  éléments  diflerentiels  du  second 
ordre  sont  ainsi  déterminés.  La  détermination  de  la  sphère  osculatrice, 
par  son  angle  avec  la  sphère  de  courbure  normale,  fournira  ceux  du 
troisième  ordre. 

5.  Les  ligures  géométriques  élémentaires  avec  lesquelles  on  doit 
opérer  en  géométrie  conforme  sont,  comme  nous  venons  d'en  indiquer 
des  exemples,  les  sphères  elles  cercles.  En  ce  qui  concerne  les  sphères, 
les  éléments  infinitésimaux  à  introduire  sont  l'angle  d'une  sphère 
variable  S  avec  la  sphère  infiniment  voisine,  qu'on  peut  appeler 
variation  angulaire  (infinitésimale)  de  la  sphère  S;  et  un  autre  élé- 
ment qu'on  peut  nommer  la  rotation  propre  (infinitésimale)  d'un 
couple  variable  de  sphères  orthogonales  S,,  S..  Cette  rotation  ])ropre 
est  l'angle  de  S,  avec  la  sphère  infiniment  voisine  de  S^  ;  au  signe 
près,  c'est  aussi  l'angle  de  Sa  avec  la  sphère  infiniment  voisine 
de  S,. 

Si  nous  reprenons  l'exemple  des  sphères  de  courbures  normale  et 
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géodésique  d'une  courbe  F,  tracée  sur  une  surface  Z,  la  rotation 
propre  de  ce  couple  de  sphères  est  l'angle  de  torsion  géodésique  %ds\ 
qui  est,  du  reste,  égal  aussi  à  la  variation  angulaire  de  Tune  et  l'autre 
des  deux  sphères  considérées  ('). 

A  la  dénomination  près  que  nous  employons  (^),  ces  rotations 
propres  ont  été  introduites  dans  l'étude  des  familles  de  co'  sphères,  et  de 
leurs  enveloppes  (*).  Par  une  généralisation  de  la  méthode  du  trièdre 
mobile,  appliquée  par  Darboux  à  l'étude  euclidienne  des  courbes  et 
des  surfaces,  on  peut  associer  à  la  sphère  variable,  dont  on  étudie 
l'enveloppe,  un  pentasphère  orthogonal  déterminé,  c'est-à-dire  un 
système  de  cinq  sphères,  deux  à  deux  orthogonales.  Et  c'est  par  les 
rapports  des  rotations  propres,  infinitésimales,  des  couples  de  sphères 
orthogonales  fournies  ])ar  ce  pentasphère  que  l'on  définit  les  invariants 
différentiels  fondamentaux  de  la  surface  enveloppe  considérée  (^). 

\.  Après  l'élude  des  systèmes  de  ce'  sphères,  qui  se  trouve  ainsi 
achevée,  du  moins  dans  ses  traits  essentiels  et  dans  le  cas  général,  et 
pour  préparer  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  en  géométrie  con- 
forme, sur  laquelle  je  reviendrai  dans  d'autres  articles,  il  était  néces- 
saire de  faire  l'étude  des  systèmes  de  oc'  cercles.  Elle  a  été  le  sujet  de 
la  thèse  de  M.  Desserve  (Paris,  191 5)  :  il  y  a  déterminé  par  un  calcul 
direct,  en  suivant  la  méthode  de  I-.ie,  les  invariants  différentiels  de  ces 
systèmes  de  cercles;   il  en  a  donné  certaines  interprétations  géomé- 


(')  Demaktres  avait  déjà  observé  que  %  ds  est  la  variation  angulaire  de  la 
sphère  de  courbure  normale  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  ?/  série, 
t.  XXI,  juillet  1897). 

(^)  J'indique  plus  loin  les  raisons  qui  m'ont  fait  adopter  ces  noms  de  varia- 
tion angulaire  et  de  rotation  propre;  et  les  noms  correspondants  de  vitesse 
angulaire  et  de  vitesse  de  rotation  (propre). 

(^)  Le  Vavasseur,  Académie  des  Sciences  de  Toulouse,  lo'^  série,  t.  I,  igoi  ; 
C.  Guichard,  Bulletin  des  Sciences  matliématiques,  1912;  Besserve,  Thèse, 
Paris,  1915. 

(*)  La  méthode  du  pentasphère  mobile  a  été  introduite  par  A.  Demgulin 
{loco  citato).  Elle  est  aujourd'hui  classique,  et  n'est,  du  reste,  qu'un  cas  parti- 
culier d'une  méthode  générale,  applicable  à  la  géométrie  de  n'importe  quel 
groupe  de  transformations. 
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triques;  et  en  a  déduit  les  conditions  d'équivalence  (')  de  deux  sur- 
faces cerclées. 

Il  nous  a  paru  cependant  nécessaire  de  mettre  en  évidence,  plus 
nettement  et  plus  complètement  que  ne  l'a  fait  cet  auteur,  les  éléments 
g^éométriques  fondamentaux  de  cette  théorie;  de  les  introduire  direc- 
tement; de  donner  aux  résultats  analytiques  une  forme  simple  et 
maniable  et  de  pousser  plus  loin  l'étude  des  surfaces  cerclées.  C'est  ce 
que  j'ai  essayé  de  faire,  en  utilisant  les  coordonnées  pentaspliériques, 
ce  qui  permet  de  substituer  au  groupe  conforme  de  l'espace  son  iso- 
morphe, le  groupe  orthogonal  à  cinq  variables,  et  en  employant  la 
méthode  du  pentasphère  orthogonal  variable.  J'ai  dû,  pour  abréger, 
me  borner,  essentiellement,  aux  cas  généraux;  et  renoncer  à  donner 
des  a[)plications  dans  cet  article.  Je  vais  indiquer  les  idées  qui  m'ont 
guidé,  et  résumer  les  résultats  que  j'ai  obtenus. 

ii.  Je  reprends  d'abord  l'étude  d'un  système  de  deux  cercles  A  et  B. 
Je  montre  que  par  le  cercle  A  passent  deux  sphères,  a  et  a',  orthogo- 
nales entre  elles,  qui  sont  bissectrices  de  tout  couple  de  sphères 
passant  par  A  et  coupant  B  sous  un  même  angle.  Deux  sphères,  h  et  h\ 
passant  par  B,  sont  bissectrices  de  tout  couple  de  splières  passant 
par  B  et  coupant  A  sous  un  même  angle.  Chacune  des  sphères,  a,  a 
est,  de  plus,  orthogonale  à  l'une  des  sphères  A,  h' \  par  exemple,  a  est 
orthogonale  à  h' ^  et  a'  à  h.  On  retrouve  ainsi  un  système  de  quatre 
sphères  qui  se  rencontre  (^)  dans  la  recherclie  des  cercles  coupant 
à  angle  droit,  en  deux  points^,  chacun  des  cercles  donnés  A  et  B  :  ces 
cercles,  qu'on  peut  appeler  cercles  perpendiculaires  communs  à  A 
et  B,  sont  les  cercles  (a^b)  et  {a',b')  (•'). 

J'introduis  de  plus  les  sphères  bissectrices  des  couples  (a,  h), 
(a' ,  //)  :  avec  la  sphère  orthogonale  commune  à  A  et  B,  elles  consti- 
tuent un  pentasphère  orthogonal  dont  la  considération  met  en  évidence 

(')  Le  mol  équivalence  signifie,  eu  géométrie  conforme,  que  chacune  des 
deux  figures  considérées  peut  être  déduite  de  l'autre  par  une  transformation 
conforme. 

(')  Voir\  par  exemple,  K.  von  Wi-rkh,  Arc/iiv  der  Mathcmatik  tinil  PliysiL, 
3«  série,  t.  Vil,  igo/j. 

(*)   La  notation  cercle  {a^h)  indique  le  cercle  intersection  des  sphères  a  et  b. 
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la  symétrie  interne  du  système  des  deux  ceicles  A  et  B,  au  point  de 
vue  conforme,  et  montre  immédiatement  que  chaque  système  A,  B 
est,  à  ce  même  point  de  vue,  entièrement  caractérisé  par  les  valeurs  co 
et  oj',  des  angles  formés  par  les  couples  de  sphères  (a,  h),  (a',b' )  ('). 
Je  donne,  de  plus,  des  formules  très  simples  pour  exprimer  les  angles 
des  sphères  du  faisceau  A  avec  le  cercle  B,  et  inversement  (^)  ;  ainsi  que 
les  angles  que  formenl  entre  elles  les  sphèies  du  faisceau  A  et  du  fais- 
ceau B,  et  ceux  sous  lesquels  sont  coupés  les  deux  cercles  A  et  B  par 
un  cercle  qui  les  rencontre,  l'un  et  l'autre,  en  deux  points, 

M.  Kœnigs('^)  a  proposé  une  généralisation  de  la  notion  d'angle, 
pour  le  cas  de  deux  cercles  A  et  B  qui  ne  se  rencontrent  pas;  et  M.  E. 
von  Weber  a  indiqué  que  cet  angle  de  doux  cercles  s'exprime,  au 
moyen  des  angles  to  et  w',  par  la  formule 

COSI^'  =:  COSOJ  COS&û'. 

Je  définis  un  autre  angle  W ^ ,  qu'on  peut  également  considérer  comme 
une  généralisation  de  l'angle  de  deux  cercles  sécants;  car  sin-^',  est, 
comme  cela  a  lieu  pour  le  carré  du  sinus  de  l'angle  de  deux  cercles  qui 
se  rencontrent,  la  somme  (constante)  des  carrés  des  sinus  des  angles 
sous  lesquels  un  quelconque  des  cercles  A  et  B  est  coupé  par  deux 
sphères  orthogonales  passant  par  l'autre.  On  a,  pour  cet  angle  ^^,, 
que  j'appelle  inclinaison  relative  des  deux  cercles,  la  formule 

sin^M",  z=z  sin"^coH-  sin-co'. 

La  différence 

sin^  W,  —  slii^U"  =3  sin-w  .sin'^co', 

qui  s'annule  quand  les  deux  cercles  se  rencontrent,  joue,  dans  une 
certaine  mesure,  le  rôle  de  plus  courte  distance,  et  pourrait  s'appeler 
V écart  angulaire  des  deux  cercles. 


(')  Voir  une  autre  démonstration  de  ce  résultat  dans  l'article  de  M.  E.  von 
Weber,  cité  ci-dessus. 

(-)  Le  mot  «  faisceau  A  »  signifie  le  faisceau  des  sphères  passant  par  le 
cercle  A. 

(*)  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  II,  1898.  M.  Kœnigs 
part  de  la  représentation  d'un  cercle  parses  coordonnées  pentasphériques,  ana- 
logues aux  coordonnées  pluckériennes  de  la  drijite. 
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6.  L'application  des  considérations  précédentes  à  un  cercle  (^  d'une 
surface  cerclée  H  et  au  cercle  infiniment  voisin  conduit  aux  consé- 
quences suivantes.  Pour  le  cercle  C  et  le  cercle  voisin  C,  de  la  sur- 
face, qui  tend  vers  C,  les  angles  w  et  to'  sont  infiniment  petits;  il  en 
est  de  même  de  ^F  et  ^, .  Si  Ton  désigne  par  dm,  dm'  les  parties  prin- 
cipales de  oj  et  o)',  celles  de  ^F  et  W^,  qui  sont  égales,  ont  pour 
expression  commune  Vêlement  dijfèrenlicl  fondamental  da  défini 
par 

On  est  ainsi  conduit  à  poser 

r/cT  drî^' 

— — =:cosa,  — p-7  =  sina; 

da  da 

et  a  est  l'une  des  formes  de  Vlmanant  dijférentiel  du  premier^  ordre 
de  la  surface  cerclée. 

Le  pentasphère  orthogonal  associé,  comme  il  a  été  expliqué,  au 
couple  de  cercles  C  et  G',  tend,  lorsque  C  tend  vers  C,  vers  un  pen- 
tasphère orthogonal  II  qui  comprend  :  les  deux  sphères  ^,  p' (que 
j'appelle  sphères  centrales),  passant  par  C  et  par  les  positions  limites 
des  cercles  perpendiculaires  communs  à  C  et  C;  les  deux  sphères  q^  q' 
(que  j'appelle  adjointes  aux  sphères  centrales),  coupant,  respective- 
ment, les  précédentes,  à  angle  droit,  le  long  de  ces  cercles  perpendi- 
culaires communs  à  C  et  au  cercle  infiniment  voisin;  enfin  la  sphère  r 
(que  j'appelle  sphère  orthogonale),  qui  est  orthogonale  à  C  et  au 
cercle  infiniment  voisin.  Les  pieds  des  cercles  perpendiculaires  com- 
muns limites,  sur  C,  seront  les  deux  couples  de  pom/.ç  ctv?7/'«w./;  (' ) 
de  ce  cercle  générateur  :  ce  sont  les  points  où  C  est  coupé  par  les 
sphères  adjointes  q  cl  q' . 

Le  cercle  (q,  q'),  qui  a  pour  foyers  les  points  où  la  sphèie  orthogo- 
nale /•  rencontre  C,  et  que  j'appelle  cei'cle  ass-ocié  à  C,  sert  à  définir 
la  distribution,  sur  C,  des  points  où  les  sphères  passant  par  C  louchent 
la  surface  S.  A  cet  effet,  un  point  quelconque  m  de  G  sera  défini  par 
l'angle  6  que  fait,  avec  la  sphère  adjointe  q,  la  sphère  qui  passe  par  ce 

(')  Ne  pas  confondre  avec  les  points  désignés  ainsi  par  K>nki'KR,  et,  après  hii, 
par  Demartres. 
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point  et  par  le  cercle  associé;  et  une  splière  quelconques  du  fais- 
ceau C  sera  définie  par  l'angle  cp  qu'elle  fait  avec  la  sphère  centrale  p, 
dont  q  est  l'adjointe,  h^  formule  de  distribulion^  qui  a  lieu  lorsque  S 
est  tang-ente  à  1  en  m,  a  ainsi  la  forme  simple 

tang9  =  taiif^a.  lang(p, 

OÙ  a  est  l'invariant  différentiel  défini  plus  haut.  l'>n  particulier,  chaque 
sphère  centrale  est  tangente  à  2  aux  points  centraux  correspondants. 

7.  L'étude  de  la  variation  infinitésimale  du  pentasphère  H,  associé 
au  cercle  générateur  C,  introduit  les  autres  invariants  fondamen- 
taux (qui  sont  du  second  ordre),  comme  étant  les  vitesses  de  rotation 
propre  (relativement  à  la  variable  canonique  a)  des  couples  de  sphères 
(/?,  ^'),  (^,  ^'),  (r,  ^),  (/',  y').  Le  mode  particulier  de  variation  des 
pentasphères  qui  correspondent  à  des  surfaces  cerclées  est  caractérisé 
par  le  fait  que  les  quatre  vitesses  de  rotation   des  couples  (p,  q"')^ 

(P'^  9)^  (P^  0»  ip'^  '')  sont  nulles. 

Pour  définir  cette  variation,  pour  une  surface  cerclée  donnée,  on 
obtient  un  système  différentiel,  analogue  au  système  des  équations 
dites  de  Serret-Frenet,  en  lequel  se  résume  toute  la  théorie.  Les  con- 
ditions d'équivalence  (conforme)  de  deux  surfaces  cerclées,  leur  défi- 
nition par  des  équations  intrinsèques,  en  résultent  immédiatement. 

Ce  système  de  Serret-Frenet  appartient  à  une  classe  de  systèmes 
de  Lie  que  j'ai  étudiés  autrefois  (').  Logroupe  correspondant  est,  en 
général,  le  groupe  linéaire  ortliogonal  à  cinq  variables;  il  se  réduit  au 
groupe  orthogonal  à  quatre  variables,  quand  tous  les  cercles  généra- 
teurs de  la  surface  sont  orthogonaux  à  une  sphère  fixe.  On  peut,  par 
suite,  indiquer  la  nature  des  intégrations  dont  dépend  la  détermination 
des  surfaces  cerclées  définies  par  un  système  d'équations  intrinsèques 
donné. 

8.  L'introduction  des  variables  canoniques  t  et  0  fournit  un  mode 
de  représentation  invariante  des  points  delà  surface  cerclée,  et  permet 


(')   Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  8  février  1909. 
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une  étude  complote  de  la  géométrie  conforme  sur  cette  surface, 
étude  dont  je  donne  les  premiers  éléments.  Employant  une  notation 
vectorielle,  je  représente  les  sphères  et  les  points  de  l'espace  à  trois 
dimensions  par  les  vecteurs  d'un  espace  à  cinq  dimensions  dont  les 
composantes  sont  les  coordonnées  pentasphériques  de  ces  sphères  et 
de  ces  points.  Le  produit  de  deux  vecteurs  «,  b  est  désigné  par  ah  ou 
{ab)\,  on  peut  différentier  ces  vecteurs  et  ces  produits  scalaires. 

Les  cinq  sphères  p^  p' ,  q,  q' ^  r  sont  ainsi  représentées  par  cinq 
vecteurs,  désignés  par  les  mêmes  lettres,  qui  sont  des  fonctions  de  ct; 
je  suppose 

p'=zp''-  =  g'  =  q'-'=r'-=i. 

Un  point  quelconque  de  la  surface  est  alors  représenté  par  le  vecteur 

m  =z  r  —  iq  sin  6  +  ig'  cos 0 

(pour  lequel  ni^  =  o).  La  sphère  tangente,  passant  par  lo  cercle  géné- 
rateur C,  et  tangente  à  1  en  ce  point  m,  est 

i^  :=  y  (/?  cosÔ  sinac  4- /->' siii  9  cosa),         avec         A- =z:  cos-^  sin^a  4- sin-9  cos*a. 

a" 

Les  courbes  minima  sont  définies  par  ci/f/'-  =  o.  Ce  dm-  est  une  forme 
quadratique  invariante,  qui  joue  un  rôle  analogue  au  r/sr^  delà  surface, 
dont  elle  ne  diffère  du  reste  que  par  un  facteur:  elle  sert  en  particulier 
à  exprimer  l'angle  de  deux  autres  courbes  de  la  surface. 

Pour  une  courbe  tracée  sur  la  surface,  la  sphère  de  courbure  nor- 
male est 

dm  dv 
pm  +  v,         avec  p  =  -  -^-^  . 

Je  donne  les  expressions  explicites  des  formes  (/nr  et  (//a  dw,  au  moyen 
des  invariants  de  la  surface;  j'en  déduis  l'équation  différentielle  des 
lignes  de  courbure,  |)Our  lesquelles  je  donne  aussi  des  formules  ana- 
logues à  celles  d'Olinde  llodrigues. 

.l'étudié  ensuite,  d'une  manière  analogue,  la  courbure  géodésique, 
ce  qui  conduit  à  une  généralisation  de  la  notion  de  ligne  géodésique: 
et  je  termine  par  le  calcul  de  l'élément  Qds,  où  0  désigne  la  torsion 
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géodésique,  après  avoir  établi  pour  une  surface  quelconque,  relative- 
ment à  cet  élément,  les  résultats  énoncés  plus  haut  (n°  5)  (  '  ). 

I.  —  Le  Groupe  de  la  Géométrie  des  cercles. 

î).  Le  groupe  de  transformations  de  contact  de  l'espace,  le  plus 
général,  qui  change  tout  cercle  en  cercle  est  le  groupe  (ponctuel) 
conforme. 

Soit,  en  effet,  T  une  transformation  de  contact  changeant  tout 
cercle  en  cercle  :  ce  ne  peut  être  qu'une  transformation  ponctuelle 
prolongée. 

Supposons,  en  effet,  le  contraire;  et  considérons  les  x^  cercles  qui 
passent  par  un  même  point  M  de  l'espace,  arbitrairement  choisi. 
Soit  C  l'un  quelconque  de  ces  cercles,  C  son  transformé  par  T.  Deux 
quelconques  des  cercles  C  ayant  un  élément  de  contact  commun,  les 
cercles  homologues  Q  ont  un  élément  de  contact  commun,  c'est-à-dire 
se  rencontrent  en  un  point  M'.  Mais  si  T  n'est  pas  une  transformation 

C)  Les  résultats  de  ce  mémoire,  que  je  possédais  depuis  plusieurs  années,  et 
que  les  circonstances  ne  m'avaient  pas  permis  de  publier,  ont  été  résumés,  après 
qu'il  était  écrit,  dans  deux  notes  parues  aux  Comptes  rendus  de  V Académie 
des  Sciences  (lo  avril  et  25  avril  1922). 

M.  Hadamard  m'a  alors  indiqué  qu'il  avait,  dans  des  énoncés  d'exercices  pro- 
posés dans  le  tome  II  de  ses  Leçons  de  géométrie  élémentaire  (n"*  1249  à  125i), 
introduit  les  invariauts  w  et  «'  et  le  système  des  sphères  a,  6,  a',  6';  ce  qui 
m'avait  échappé.  Ces  leçons  de  géométrie,  parues  en  1901,  sont  antérieures  à 
l'article  de  M,  E.  von  Weber,  que  j'ai  cité  plus  haut,  et  que  j'avais  seul  cilé 
dans  mes  deux  notes.  Dans  les  énoncés  de  M.  Hadamard  figurent  la  plupart  des 
propriétés  angulaires  des  sphères  des  faisceaux  A  et  B  que  les  formules  du  pré- 
sent mémoire  mettent  en  évidence;  ainsi  que  la  possibilité  de  la  transformation 
de  chacun  des  cercles  A  et  B  dans  l'autre  par  un   système  de  deux   inversions. 

J'aurais  dû  citer  alors  également  une  note  de  A.  Demoulin  {Comptes  rendus  de 
l' Académie  des  Sciences,  8  août  1921),  qui,  publiée  pendant  les  vacances  où 
j'avais  commencé  la  rédaction  de  ce  mémoire,  m'avait  échappé.  L'auteur  y 
introduit,  avec  une  définition  différente,  \q  penlasphère  II  —  [n°  7]  — ;  il  donne 
une  formule  de  distribution;  ainsi  que  les  équations  des  sphères  de  cour- 
bure principales,  rapportées  au  pentasphère  II.  Un  nouvel  article  de  A.  Demou- 
LIN,  sur  le  même  sujet,  vient  de  paraître  dans  le  Bulletin  de  la  Classe  des 
Sciences  de  r Académie  royale  de  Belgique,  5*  série,  tome  8,  1922,  n°8,  p.  479- 

Journ.  de  Math.,  tome  II.  —  Fasc.  II,  1921.  I^ 
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ponctuelle,  M'  ne  peut  rester  le  même  quand  on  change,  d'une 
manière  arbitraire,  le  couple  de  cercles  C  considéré.  On  pourra  donc 
trouver  trois  cercles  C,  soient  C,,  C^,  C3,  dont  les  transformés  C',, 
C',,  C3  se  couperont  deux  à  deux  en  trois  points  distincts  M'^.,,  M'.,j, 
M',  2  ;  et  un  cercle  C  arbitraire  sera  changé  par  T  en  un  cercle  C  qui 
devra,   de   même,   couper  C',,  C'^,  C',  en  trois  points  distincts  M',, 

m;,  m;. 

Mais  il  n'y  a  que  00^  cercles  satisfaisant  à  cette  condition;  de  sorte 
que  nous  concluons  que  la  transformation  T  change  en  oc'  cercles  seu- 
lement les  ce''  cercles  C  qui  passent  par  un  point  arbitraire  M  de 
l'espace.  Or,  on  obtient  tous  les  cercles  de  l'espace,  et  même  chacun 
deux  fois,  en  prenant  successivement  ceux  qui  passent  par  les  -r:^ 
points  d'une  sphère.  En  définitive,  si  T  n'était  pas  une  transformation 
ponctuelle,  elle  changerait  les  oc*'  cercles  de  l'espace  en  oc^  cercles 
seulement. 

Soit  Y  Fun  quelconque  de  ces  derniers.  La  transformation  T-', 
inverse  de  T,  devant  redonner  les  oc'^  cercles  de  l'espace,  à  partir 
des  GO'  cercles  y,  changerait  chacun  de  ceux-ci  en  oc'  cercles.  Or,  cette 
singularité  est  inadmissible;  car,  d'après  leur  origine,  les  cercles  y 
doivent  fournir,  par  leurs  éléments  de  contact,  tous  les  éléments  de 
contact  de  l'espace;  il  existe  donc,  parmi  ces  cercles  y,  des  cercles  qui 
possèdent  une  infinité  d'élénients  de  contact  dont  aucun  n'est  singulier 
pour  T~',  c'est-à-dire  qui,  dans  un  domaine  convenablement  limité, 
ne  donnent  qu'un  élément  transformé.  Comme  un  cercle  est  défini  par 
trois  de  ses  éléments  de  contact,  on  en  conclut  qu'un  cercle  y  ne  peut 
donner,  en  général,  par  T^',  qu'un  cercle  transformé,  et  non  oc'. 

Il  y  a  donc  contradiction;  et  il  faut  conclure  que  T  est  une  trans- 
formation ponctuelle. 

10.  Ce  point  établi,  considérons  deux  cercles  C,  et  Cj  d'une  même 
sphère  S.  Ils  se  coupent  en  deux  points;  il  en  est  donc  de  même  des 
cercles  transformés  C,  et  C^,  et  ils  définissent  une  sphère  S'.  Tout 
cercle  de  S,  coupant  en  deux  points  chacun  des  cercles  C,  et  Cj,  aura 
pour  homologue  un  cercle  coupant  C,  et  C„  en  deux  points  chacun,  et 
qui,  par  suite,  appartiendra  à  S'.  Donc  S'  est  le  lieu  des  cercles  homo- 
logues des  cercles  de  S;  et  la  transformée  de  S  est  S'. 


( 
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Ainsi  la  transformation  T  est  une  transformation  ponctuelle  qui 
change  toute  sphère  en  sphère  :  c'est  donc  une  transformation  con- 
forme. 

Réciproquement,  toute  transformation  conforme,  cliangeant  toute 
sphère  en  sphère,  change  tout  cercle,  intersection  de  deux  splières, 
en  l'intersection  des  sphères  homologues,  c'est-à-dire  en  un  cercle. 

C'est  donc  le  groupe  conforme  qui  est  le  groupe  fondamental  de  la 
géométrie  cerclée. 

II.   —  Notations  et  formules. 

11.  J'emploierai  des  coordonnées  pentasphériques.  On  définit  un 
tel  système  de  coordonnées  par  un  système  de  cinq  sphères  ortho- 
gonales deux  à  deux,  ou  pentasphère  orthogonal.  Les  coordonnées 
d'une  sphère  quelcon(|ue  sont  alors  les  cinq  cosinus  (')  des  angles 
qu'elle  forme  avec  les  sphères  coordonnées  (coordonnées  absolues), 
ou  cinq  nombres  proportionnels  à  ces  cosinus  (coordonnées  homo- 
gènes). 

On  est  ainsi  conduit  à  int'roduire  une  géométrie  à  cinq  dimensions, 
et' des  vecteurs  à  cinq  composantes.  Nous  désignerons  le  vecteur  par 
une  lettre  minuscule,  a  par  exemple,  et  ses  composantes  par  la  même 
lettre  affectée  d'indices,  a,,  a.^^  «j,  a,,  «5.  Si  ces  composantes  sont 
les  coordonnées  d'une  sphère,  nous  l'appellerons  la  sphère  a.  Nous 
poserons,  en  général, 

555 

k  =  \  A  =  l  Ar=:l 

Si  a,,  «2?  OL%-i  <^f-\-,  <^5  sont  les  coordonnées  absolues  d'une  sphère,  on 


W-  4-  R'2  —  D2 
(')  On  en  précise  la  valeur  par  la  formule  cartésienne  cosY  = j—g^ > 

où  l'on  choisit  pour  R  et  R'  des  signes  déterminés.  Si  les  sphères  sont  réelles, 
et  si  l'on  prend  R  et  R'  positifs,  cela  revient  à  prendre  pour  V  Tangle  des  nor- 
males extérieures. 
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a  donc  a^  =  i.  L'angle  des  deux  sphères  a  ei  b  est  donné  par 

cosV^— = — =j  ou  simplement  cos\  ^=ab, 

s/a'  s/b-^ 

suivant  qu'elles  sont  définies  par  des  coordonnées  homogènes,  ou  des 
coordonnées  ahsolues  ('). 

L'ensemble  des  sphères  a  qui  passent  par  un  point  donné,  est  défini 
par  une  équation  linéaire  homogène 


dans  laquelle 


^«y;.^^.  =ro,         OU  ax=io, 


x'^z=.  y  icf.  =  0. 


Le  vecteur  x  est  donc  ici  l'équivalent  du  point.  Les  points  sont  des 
vecteurs  de  longueur  nulle,  si  l'on  veut.  Les  composantes  x,,  Xo,  x,, 
x^,  x^  du  vecteur  sont  les  coordonnées  du  point.  Ce  sont  aussi  les 
coordonnées  de  la  sphère  de  rayon  nul  qui  a  le  point  en  question  pour 
centre. 

Les  changements  de  pentasphère  de  référence,  comme  les  transfor- 
mations conformes,  se  traduisent  par  des  transformations  ortho- 
gonales, opérant  sur  les  composantes  des  vecteurs  ci-dessus  consi- 
dérés. Toute  invariance,  en  géométrie  conforme,  se  traduit  donc  par 
une  invariance  algébrique,  relative  au  groupe  orthogonal  à  cinq 
variables.  De  là  l'importance  des  coordonnées  pentasphériques. 

12.  Un  cercle  A  sera  délini  comme  commun  à  deux  sphères  a,  a'. 
Une  sphère  quelconque  passant  par  A  sera  Xa-hX'a',  X  et  X'  étant 
des  coefficients  numériques. 

Si  les  sphères  «,  a'  sont  oithogonales,  aa'  =^  o.  Supposant,  de  plus, 

(')  Les  sphères  a  et  — a  dilTèrenl  par  le  sens  positif  choisi  sur  la  normale; 
la  formule  cosV  z=:ab  donne  l'angle  des  directions  positives  des  normales  aux 
deux  sphères  considérées. 
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a-  =  I ,  a'^  =  I ,  nous  avons  en 

a"==:  a  coscp  -+-  a'  sintp  (d'où  «"^=:  i), 

la    sphère    du    faisceau    considéré    qui    fait    l'angle    o    avec    a    et 
l'angle o    avec    a'.     Les     foyers    du    cercle    sont    alors     les 

points  a  ±  la' . 

Considérons  un  autre  cercle,  soit  B,  intersection  des  sphères, 
orthogonales  entre  elles,  h  et  h'  \  et  supposons  Ir  =  h'-  =  i. 

Nous  allons  chercher  d'abord  la  condition  de  rencontre  de  A  et  B. 
C'est  que  la  sphère  orthogonale  commune  à  a,  a',  A,  //  soit  de  rayon 
nul.  Les  coordonnées  de  cette  sphère  sont  les  déterminants  du  tableau 
formé  avec  les  coordonnées  de  a,  a',  h^  h' .  On  a  donc  à  écrire  que  la 
somme  des  cariés  de  ces  déterminants  est  nulle,  ce  qui  donne,  d'après 
le  théorème  de  Binet-Cauchy, 


(I)     o=. 


I  o  {ab)  {ab') 

o  I  {a'b)  {a'b') 

{ab)  {a'b)         I             o 

{ab')  {a'b')        o             i 


—  I  _  {ab)^  —  {a  b'  )2  —  {a'  b)'  —  {a'  b'  y 
4-  [{ab)  {a' b')  —  {a  b'  )  {a'  b)]\ 


15.  La  formule  i  —  7-  =  v.'  -+-  ^-  qui  lie,  en  coordonnées  rectan- 
gulaires cartésiennes,  les  trois  cosinus  directeurs  d'une  droite,  fournit 
les  deux  énoncés  suivants  : 

i**  Le  carré  du  cosinus  de  l'angle  d'une  droite  avec  un  plan  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  de  ce  plan  avec 
deux  plans  rectangulaires  passant  par  la  droite. 

1°  Le  carré  du  sinus  de  Vangle  de  deux  droites  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  des  sinus  des  angles  formés  par  Vune  d'acnés 
avec  deux  plans  rectangulaires  passant  par  l'autre. 

Pour  le  premier  énoncé,  la  droite  est  O^,  les  plans  passant  par  elle 
sont  les  plans  yOz  et  xOz,  et  a,  [^,  y  définissent  la  normale  au  plan 
considéré,  de  sgrte  que  y  est  le  sinus  de  l'angle  de  la  droite  et  du 
plan. 

Pour  le  second  énoncé,  l'une  des  droites  est  Oj,  on  considère 


112  E.    VESSIOT. 

encore  les  p\a.nsyOz  et  xOz  passant  par  elle,  et  a,  [3,  y  définissent  la 
direction  de  la  seconde  droite. 

Une  transformation  par  inversion  permet  d'étendre  l'énoncé  i°  au 
cas  de  l'angle  d'un  cercle  et  d'une  sphère,  et  l'énoncé  2°  au  cas  de 
l'angle  de  deux  cercles  qui  se  rencontrent.  Ainsi  : 

1°  Le  carré  du  cosinus  de  V angle  d^une  sphère  avec  un  cercle 
est  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  de  cette  sphère  avec 
deux  sphères  orthogonales  passant  par  le  cercle. 

2°  Le  carré  du  sinus  de  V angle  de  deux  cercles  qui  se  rencon- 
trent est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  sinus  des  angles  formés 
par  Vun  des  cercles  avec  deux  sphères  orthogonales  passant  par 
Vautre. 

Avec  les  notations  du  numéro  précédent,  ces  énoncés  donnent  les 
formules  suivantes  : 

i"  Angle  de  la  splière  h  avec  le  cercle  {a  y  a')  ^ 

(2)  co%^\  —  {aby- -\- [a' by  \ 
qP  Angle  des  deux  cercles  {a,  a')  et  (0,  b'), 

(3)  sin2W=:[i-  {aby-{a'bY]  +  [1  -  {ab'Y—{a'b'y], 
OU 

(3')  cos^W  =:  {a  by  +  {a'  by  +  {ab' y -h  {a'  l)'y~  i . 

Si  l'on  tient  compte  de  la  relation  (i),  on  peut  substituer  à  cette 
dernière  formule  la  suivante  ; 

(4)  cosV^  — (ab)  [a' b')  —  {ab')  {a' b). 

On  y  arriverait  directement  en  transformant  par  inversion  la  formule 
de  la  théorie  des  trièdres  trirectangles,  y  =  a^' — ^a',  (|ui  donne  le 
cosinus  de  l'angle  d'une  droite  O' x'  avec  O^  en  fonction  des  cosinus 
des  angles  que  forment  les  plans  xOz  elyOz,  qui  sont  deux  plans 
rectangulaires  quelconques  passant  par  Oz,  avec  deux  plans  rectan- 
gulaires quelconques  passant  par  la  droite  O' x'  ('). 

(')  C'est  à  cause  de  colle  démonslralion  (\ue  nous  n'avons  pas  laissé  un 
double  sij;ne  dans  la  foruiule  (4).  Il  faut  enlendre  ici  que  le  cercle  (a,  o')  esl 
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14.  Supposons  que  les  sphères  a,  a!  fassent  un  angle  quelconque  a, 
et  que  les  sphères  />,  h'  fassent  un  angle  quelconque  P;  mais,  pour 
simplifier,  conservons  les  coordonnées  absolues,  de  sorte  que 

a-^n- a'-:=:  6-=  6'-!=  I  ,  ««'=cosa,  66'=:cosf3. 

On  pourra  appliquer   les    formules   précédentes,   en    y    remplaçant 

,               ,,        a' — acosa       .    ,,             , ,,        b' — ^cosâ     t-v^    .    i        r  i 

a   par  a  = ■. >  et  b   par  b  = ^-5 — --  D  ou  les  formules 

'-  sina  '■  sinp 

générales  (  '  )  : 

(2')  cos-  V  sin-a  =:  (ab)-  -+-  {a' b)-  —  2{ab)  [a'  b)  cosa, 

(3')     cos-W  sin'- a  sin- ^  =  (aby +{ab' y  ^  {a' by--^  {a' b' y  ^sin'- a  iin'^ 

—  2[{ab){  a' b)  +  {ab')  {a' b')]  cos  oc 

—  2[{ab){ab') -h  {a'b)ia'b'}]  cos^ 

+  2[{ab)  {a'  b')  -h  {ab'){  a'  b)]  cosa  cos  ^, 
(/,')  cosW  s'u\asin^  =  {ab)  {a' b')  —  {ab')  (a' b). 

En  éliminant  cosW  entre  les  deux  dernières,  on  aurait  la  condition 
d'intersection  des  deux  cercles. 

Enfin,  si  l'on  employait  des  coordonnées  homogènes,  il  faudrait 

remplacer  chaque  produit  scalaire  tel  que  (ab)  par  ,  expression 

y/a^  \/b- 

du  cosinus  de  l'angle  des  deux  sphères  a  et  b. 

15.  Nous  aurons  à  calculer  le  rapport  anharmonique 

p  =  (PP'QQ') 

formé  sur  un  cercle  par  les  couples  de  points  PP',  QQ'  où  il  est  coupé 
par  deux  sphères  données.  Il  s'obtient  au  moyen  de  l'angle  Q  des 
sphères  menées  par  P,  P'  et  Q,  Q'  orthogonalement  au  cercle.  On  a, 

supposé  parcouru  dans  le  sens  qui  est  direct  par  rapport  au  couple  des  direc- 
tions positives  des  normales  aux  sphères  a  et  a'.  Le  cercle  {a' ,  a)  en  diffère  par 
ce  sens  de  circulation.  La  formulç  donne  l'angle  des  tangentes  positives  des  deux 
cercles  («,  a'),  {b,  b'). 

(')  a  est  supposé  positif,  de  manière  que  le  cercle  (a,  a")  soit  orienté  comme 
le  cercle  (a,  a).  De  mênae  pour  (3. 
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en  effet, 

cos£2  — I  ,£2  ^       i  +  P 

(5)  p—  rr =: — tang*-,  cosl>~ ^• 

^     '  ^         COSÎ2  +1  2  I  —  P 

Pour  arriver  à  ce  résultat,  il  suffit  de  transformer  la  figure  formée 
par  le  cercle  et  les  deux  sphères  ortliogonales,  par  une  inversion,  en 
prenant  pour  pôle  le  point  P  :  le  cercle  devient  une  droite,  l'une  des 
sphères  devient  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite,  l'autre  une 
sphère  ayant  la  droite  pour  diamètre.  En  coupant  par  un  plan  passant 
parla  droite,  il  reste  à  évaluer  le  rapport  anharmonique  formé,  sur  un 
diamètre  d'un  cercle,  par  les  extrémités  de  ce  diamètre,  le  pied  d'une 
corde  perpendiculaire  au  diamètre  et  le  point  à  l'infini,  en  fonction  de 
l'angle  de  la  corde  et  du  cercle.  En  prenant  le  cercle  pour  cercle  trigo- 
nométrique,  et  le  diamètre  pour  axe  des  cosinus,  l'angle  Q.  de  la  corde 
et  du  cercle   est  l'abscisse  angulaire  de   l'une  des  extrémités  de  la 

corde,  et  la  formule  o  —  ^^^  '~^  est  l'expression  du  rapport  anhar- 

monique  des  points  considérés  en  fonction  de  leurs  abscisses,  rappor- 
tées au  centre  du  cercle. 

Remarquons  que  l'angle  Q,  a,  en  réalité,  deux  déterminations  sup- 
plémentaires. La  formule  (5)   leur   fait  correspondre  deux  valeurs 

p  et  -  pour  le  rapport  anharmonique.  Cela  correspond  au  fait  que  rien 

P 
ne  permet  de  distinguer,  dans  la  manière  dont  ils  sont  définis,  les  deux 

points  d'un  même  couple. 

111.  —  Système  de  deux  cercles. 

16.  Considérons  deux  cercles  A  et  B,  définis  respectivement  par 
deux  couples  (a,  a'),  (h,  h')  de  sphères  orthogonales.  Nous  suppo- 
serons donc 

a2~a"'=  6^— 6'-=i,  aa'=hh'=o. 

Pour  simplilici-  les  discussions,  et  en  vue  de  l'application  aux  surfaces 
cerclées,  nous  supposerons  les  cercles  A  et  B  réels. 

Nous  allons  étudier  les  rapports  de  chacun  de  ces  cercles  avec  les 
sphères  passant  par  l'autre.  Nous  aurons  donc  à  introduire  des  sphères 
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variables 

«  z=  a  cos©  +  rt'  sin  cp,  v  =  b  cos'];  -h  b'  s'\n'h, 

passant,  respectivement,  par  A  et  B  ('). 

D'après  la  formule  (2),  l'angle  U  de  u  avec  B,  et  l'angle  V  de  v 
avec  A  sont  donnés  par  les  équations 

(6)  cos^U  r3  [(aô)  coscp  -f-(a'6)sin©]-4-  [^{ab')  coscp  H-  {a' b')  sin^]-, 

(7)  cos-V  z=  [(a6)cos'J;  -t-  {ab')  sin'|]2+  [{a' b)  cos'|  +  {a' h')  sin'IJ^. 

Nous  allons  les  réduire  à  une  forme  canonique  simple,  en  particu- 
larisant les  couples  orthogonaux  de  sphères,  (a,  a')  et  (^,  />'),  qui 
définissent  A  et  B.  Mais  il  faut  d'abord  écarter  un  cas  d'exception. 

En  effet,  la  formule  (6),  par  exemple,  pourrait  être  indépendante 
de  cp.  Cela  supposerait 

(8)  {aby-+{ab'y-={a'by+{a'b')\  {ab)  {a' b)  -\-  {ab' )  (a' b')  —  o. 
Ces  équations  seraient  vérifiées  pour 

(9)  •  {ab)  =  {ab')^{a'b)  =  {a'b')  =  o; 

c'est-à-dire  si  le  cercle  A  est  l'intersection  de  deux  sphères  orthogo- 
nales à  B.  L'inverse  a  lieu  en  même  temps;  et  l'on  dit  que  les  cercles 
sont  conjugués.  On  a 

COS^  u  =  COS^  V  =r  O, 

c'est-à-dire  que  toute  sphère  qui  passe  par  un  des  cercles  est  orthogo- 
nale à  l'autre. 

Ecartons  cette  hypothèse  (9),  et  interprétons  les  conditions  (8),  en 
supposant,  par  exemple,  ab  -=f=-  o.  En  posant  a'h'  =  \ah  dans  les  équa- 
tions (8),  elles  donnent 

a'b  =  —  lab\  a'b'=lab,  {i  —  r-)[{ab'- -+- {ab'y]  — o. 

Gomme  ab  et  ab' ,  cosinus  des  angles  de  sphères  réelles,  sont  réels, 

(*)  La  direction  posilive  de  la  normale  à  u  en  un  point  de  A  s'obtient  en 
faisant  tourner  de  »  la  direction  posilive  de  la  normale  à  a,  autour  de  la  tan- 
gente à  A ,  orientée  dans  le  sens  de  circulation  qui  correspond  à  la  notation  {a,  a') 
pour  le  cercle  A.  De  même  B  sera  considéré  comme  le  cercle  orienté  {b,  b')] 
et  'Il  aura  la  signification  analogue  à  celle  de  cp. 

Journ.  de  Math.,  tome  II.  —  Fasc.  II,  1923.  lo 


Il6  E.    VESSIOT. 

et  ab  :^  o,  il  reste 

(10)  >.  :=±i,  a'  b'  =z'f.ab,  a'b=^—lob', 

et  les  formules  (6)  et  (7)  se  réduisent  simultanément  à 

(11)  cos»U  =  cos-V  =  (ab)*+  {ab'y. 

Chaque  sphère  passant  par  un  des  cercles  coupe  donc  l'autre  sous 
un  angle  qui  est  toujours  le  même  :  on  peut  dire  que  les  cercles  sont 
isoy;onaux  ('). 

47.  Ecartons  ces  cas.  Alors  pour  chaque  valeur  de  U,  l'équa- 
tion (G)  définit,  en  interprétant  9  comme  abscisse  sur  le  cercle  trigo- 
nométrique,  les  directions  de  deux  diamètres  de  ce  cercle,  dont  les 
bissectrices  sont  indépendantes  de  U.  Cela  veut  dire  qu'il  existe 
deux  sphères  orthogonales,  passant  par  A,  sur  lesquelles  sont  égale- 
ment inclinées  deux  sphères  quelconques  du  faisceau  A  coupant  B  sous 
un  même  angle.  Nous  les  appellerons  les  sphères  centrales  (du 
couple  A,  B)  relalives  à  A. 

U  y  a  de  même  un  couple  de  sphères  centrales  relatives  à  B,  bissec- 
trices de  chaque  couple  de  sphères  du  faisceau  B  coupant  A  sous  un 
même  angle. 

Nous  pouvons,  dès  lors,  supposer  qu'on  a  défini  A  et  B  par  leurs 
sphères  centrales,  qui  seront  donc  les  sphères  a,  «',  h^  I! . 

Dans  ces  conditions,  les  termes  en  sinocoso  et  sinj^cos']/  dispa- 
raissent des  formules  (6)  et  (7);  c'est-à-dire  que  l'on  a 

{ab){n'b)-\-{ab'){a'b')  —  o,  (ab)  (ab') -{- {a' b)  {a' b' )  =  o. 

On  en  conclut  que  si  l'on  n'avait  pas  l'un  au  moins  des  systèmes  de 
relations 

(12)  {ab')  =  {a'b)  =  o  ou  (ob)  =  {a' b)  =  o, 

(')  On  vérifie  sur  les  conditions  (10)  que  ce  cas  est  celui  où  il  existe  deux 
droites  isotropes  contenant  chacune  un  foyer  de  chacun  des  cercles.  Les  équa- 
tions (9)  exju'inienl  que  les  foyers  de  A  et  les  foyers  de  H  sont  somniets  opposés 
d'un  quadrilatère  formé  par  quatre  droites  isotropes;  ou  encore  (|ue  chaque 
cercle  passe  par  les  foyers  de  Tautre. 


CONTRIBUTION  A  LA  GÉOMÉTRIE  CONFORME.  II7 

on  aurait 

{ab)^  —  {a' b' f  =  o  et  {ab' Y  —  {a' bf  =  o  \ 

mais  alors  on  retomberait  sur  lo  cas  des  cercles  isogonaux. 

Donc  nous  concluons  à  l'un  des  systèmes  (12);  et  comme  on  peut 
échanger  les  notations  a,  a'  et  ^,  b' ^  nous  pouvons  supposer 

(i3)  ab'=za'b  =  o. 

Alors  les  quatre  sphères  centrales,  dans  l'ordre  circulaire  a,  a',  b,  b' 
sont  telles  que  deux  sphères  consécutives  quelconques  sont  ortho- 
gonales. Nous  appellerons  co  et  co'  les  angles  des  sphères  opposées  (') 

(l4)  COSro=rr//>,  COS(J)'=  rt' 6'. 

Les  relations  (6)  et  (7)  prennent  ainsi  la  forme  annoncée 

(6')  cos^U  =z  cos'-w  cos'cp  4-  cos- w'  sin-(p, 

(7')  cos'^  \  =  cos-Gj  cos"^tj/  +  cos^ù/  sin^(];. 

qui  est,  de  plus,  identique  pour  les  deux  relations,  ce  qui  révèle  une 
sorte  de  symétrie  interne  ou  de  réciprocité,  dans  le  système  des  deux 
cercles.  A  égalité  d'inclinaison  sur  les  sphères  centrales  de  A  et  de  B, 
deux  sphères  passant  par  A  et  B  (respectivement)  coupent  B  et  A 
(respectivement)  sous  le  même  angle. 

On  peut  aussi  écrire  ces  relations  sous  la  forme 

(6")  sin-U  =  sin^co  cos^cp  -i-  sin-w'  sin^œ, 

(7")  sin- V  =:  sin^Ci)  cos-i];  -i-  sin^  co'  sin2(|;. 

18.  On  vérifiera  sans  peine  que  ces  formules  [avec  les  condi- 
tions (i3)  et  les  notations  (i4)]  peuvent  être  obtenues  d'une  infinité 
de  manières  dans  le  cas  des  cercles  isogonaux  (cos-w  =  cos^co'),  et 
des  cercles  conjugués  (cosco  =  cosw'=  o).  Dans  le  premier  cas,  il 
suffit,  ayant  choisi  arbitrairement  le  couple  («,  a'),  de  déterminer  le 
couple  (è,  b')  par  la  condition  (a'^)  =  o.  Dans  le  second  cas,  les 
couples  (a,  a')  et  [b,  b')  demeurent  entièrement  arbitraires. 

(•)  Nous  pourrons  supposer  cosco  et  cosw'  positifs,  en  choisissant  convenable- 
ment les  signes  de  a,  b,  a',  b'. 
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Remarquons,  d'autre  part,  que  la  condition  (i),  exprimant  que  les 
deux  cercles  se  rencontrent,  devient  ici 

cos-o)  +  cos-w' —  I  =  (cosfj)  cosw')-. 
c'est-à-dire 

sin"-',)  sin-  ''j)':rr  O. 

Elle  consiste  donc  dans  le  contact  de  deux  sphères  centrales,  opposées, 
(aeib)  ou  (a'elb').  Ces  sphères  centrales  sont  donc  alors  les  sphères 
qui  passent  par  chacun  des  cercles  et  sont  tangentes  à  Tautre  au  point 
commun.  Si  elles  sont  confondues,  les  deux  cercles  sont  bisécants. 
Les  cercles  sont  tangents,  si  toute  sphère  passant  par  l'un  est  tangente 
à  l'autre,  c'est-à-dire  si  l'on  a,  à  la  fois, 

sinoj  =:  sinoj'=:  o. 

19.  Pour  simplifier,  j'écarterai  dorénavant  tout  cas  d'intersec- 
tion, et  je  vais  indiquer  quelques  conséquences  des  formules  précé- 
dentes. 

La  formule  (6")  montre  que  sin-to  et  sin-to'  ne  peuvent  être 
négatifs  tous  les  deux,  car  il  y  a  toujours  des  sphères  u  qui  ren- 
contrent B. 

Si  l'un  est  positif  et  l'autre  négatif,  il  y  a  deux  sphères  menées 
par  A  qui  sont  tangentes  à  B  ;  elles  sont  données  par 

,    .  sin  6) 
tangcp  =  ±:  i- -,; 

de  sorte  que,  si  Ton  désigne  leur  angle  par  o,  on  a,   en    valeurs 

absolues, 

,   _,                                                           ô        .sin Cl) 
(i5)  tang-  =  f-: ;• 

9-  SID  0) 

On  voit  qu'il  y  a  en  même  temps  deux  sphères  tangentes  à  A, 
menées  par  B,  dont  l'angle  a  la  même  valeur  o.  On  pourra  appeler  cet 
angle  o  le  dlcunètrc  angulaire  fflafif  dus  deux  cercles:  il  tend  vers 
zéro  ou  TT,  si  les  deux  cercles  tendent  à  se  couper. 

Ce  cas  est  celui  où  les  deux  cercles  ne  sont  pas  engagés  l'un  dans 
l'autre  :  des  deux  couples  de  sphères  centrales  opposées,  il  y  a  un 
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couple  de  sphères  qui  se  coupent  et  un  couple  de  sphères  qui  ne  se 
coupent  pas  ('). 

Si  sin-co  et  sin^co'  sont  positifs  tous  deux,  les  formules  montrent 
que  toute  sphère  passant  par  l'un  des  cercles  coupe  l'autre;  c'est  le 
cas  où  les  cercles  sont  engagés  l'un  dans  l'autre;  les  couples  de 
sphères  centrales  opposées  sont  deux  couples  de  sphères  qui  se  ren- 
contrent (^). 

Dans  ce  cas  l'angle  aigu  sous  lequel  une  sphère  passant  par  l'un  des 
cercles  coupe  l'autre  varie  entre  les  limites  extrêmes  (o  et  oj',  sans 
jamais  s'annuler  ;  .tandis  que  quand  les  cercles  ne  sont  pas  engagés 
l'un  dans  l'autre,  il  varie  entre  zéro  et  celle  des  valeurs  w  et  w'  qui 
est  réelle. 

Cet  angle  ne  peut  devenir  droit,  par  conséquent,  que  si  l'un  des 
angles  w,  to'  est  droit.  Supposons,  par  exemple,  costo'=  o.  Il  vient 

cos^U  =  cos^w  cos-cp, 
ou,  au  signe  près^ 

cosU  =  cosw  cos©,  cosV  =  cosw  cos(|>  ; 

de  sorte  qu'il  y  a  une  sphère  et  une  seule  passant  par  un  quelconque 
des  deux  cercles  et  coupant  l'autre  à  angle  droit;  et  c'est  celle  des 
sphères  centrales  qui  coupe  à  angle  droit  la  sphère  centrale  opposée. 
Les  cercles  sont  dits  alors  en  imolution  :  ils  peuvent,  du  reste,  être 
engagés  l'un  dans  l'autre,  ou  ne  pas  l'être  ('). 

20.  L'angle  y  des  deux  sphères  m  et  p  est  donné  par 

cosy^  =:  uv  =  {a  cos©  +  a'  sincp)  {b  cosij'  +  b'  slm];), 


7T 

(  '  )  On  peut  alors  supposer  o  <  co;^  -  et  00'=:  ih.  avec  h  >  o. 

(-)  On  peut  alors  supposer  o<co;-)  o<;w'5-' 

(*)  Je  n'insiste  pas  sur  d'autres  conséquences  évidentes.  Par  exemple,  deux 
sphères  orthogonales  passant  par  A  coupent  B  sous  deux  angles  U  et  U' 
tels  que 

cos^U  -+-  cos*U'r—  cos' w  +  cos^  0}' :=  const. 


J'aurai  à  y  revenir. 
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qui,  en  tenant  compte  de  (i3)  et  (i4)>  devient 

(i6)  cos/ =r  cosoj  coso  cos'|i  4- coscj' sino  sinvjy. 

Enfin,  les  angles  respectifs  W\  et  W„  du  cercle  (w,  v)  avec  A  et  B 
sont  donnés  par  la  formule  (4'),  de  sorte  que  l'on  a 

siny  cos  Wa  ^{au)  {a'  v)  —  («<)  {a'  u  ), 
siny  cosWji=  {bu){b'  i')  —  {bv)  {h'  u), 

ce  qui  devient,  avec  les  valeurs  (i3)  et  (i4)» 

(17)  siny  cosWa  =  —  cos'j)  sincp  cos's};  4-  cosco'  coïop  sin'j/, 

(i8)  sinycos\VB=       cosw  coscp  sin-J;  —  cosw' sincp  cos'|i. 

Nous  remarquerons  que  ces  formules  deviennent,  en  prenant,  par 
exemple,  les  signes  +  dans  les  premiers  membres, 

(19)  cosW.v  =  — ^,  cosWo^yf- 

Les  maxima  et  mininia  de  /  se  produiront  donc  pour  les  cercles  (  m,  v) 
coupant  à  angle  droit  chacun  des  cercles  donnés  :  nous  les  appellerons 
les  cercles  perpendiculaires  communs. 

Les  combinaisons 

siny(cosWA  +  cosWb)  =  (cosw  -+-  cosw')  sin('J>  —  o), 
siDy(cosWA  —  cosWb)  =  (cosco'  —  cosco  )  sin(d(  -4-  9) 

montrent  qne,  si  l'on  écarte  le  cas  des  cercles  isogonaux,  il  y  a  deux 
cercles  perpendiculaires  communs,  donnés  par 

,  ,       7:        3- 

(p,  'J;  =  0    OU    7T,  cp,  (^  =  -    OU 

Ce  sont  donc  les  cercles  (a,  h)  et  (a',  b'),  cercles  d'intersection  des 
sphères  centrales  opposées.  Comme  nous  l'avons  vu,  un  seul  est  réel, 
le  cercle  (a,  h)  par  exemple,  si  les  cercles  A  et  B  ne  sont  pas 
engagés  l'un  dans  Fautre;  ils  sont  réels  tous  deux,  dans  le  cas  con- 
traire :  les  valeurs  de  y  qui  leur  correspondent  sont,  comme  il  était 
évident,  co  et  (o'  ('). 

(')  Nous  considérons  ici  y  comme  l'angle  aigu  des  deux  sphères,  abstraction 
faite  de  tout  choix  de  directions  positives  sur  les  normales  i\  ces  sphères. 
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Il  n'y  a,  du  reste,  de  véritable  minimum  pour  y  que  dans  le  second 
cas,  et  pour  la  plus  petite  des  valeurs  w,  co'.  f^'angle  /  peut  toujours 
devenir  droit,  et  peut  toujours  s'annuler  dans  le  premier  cas.  Dans 
le  second  cas  il  reste  toujours  supérieur  à  la  plus  petite  des 
valeurs  to,  w', 

21.  Lorsque  deux  cercles  A  et  B  sont  conjugués,  tout  cercle  (m,  p) 
qui  rencontre  l'un  et  l'autre  en  deux  points  est  divisé  par  ces  points 
harmoniquement.  Pour  vérifier  ce  résultat  connu,  qui  justifie  le  nom 
de  conjugué  donné  à  deux  tels  cercles,  il  suffit  de  remarquer  que  si 
l'on  a,  conformément  aux  notations  adoptées  dans  cette  étude, 

uz=.a  coscp  +  a'  sincp,  v^=.b  cos'ji  +  h'  sint];, 

les  sphères 

«'rrrasiiK^  —  a' coscp,  i''=^sin(];  —  A' cos^ 

sont  alors  les  sphères  orthogonales  à  (w,  c)  menées  par  les  points  où 
ce  cercle  est  rencontré  par  chacun  des  cercles  A  et  B.  Et  comme  ces 
sphères  u'  et  f  '  sont  orthogonales,  la  propriété  résulte  de  la  formule  (5), 
qui  donne  p  =  —  i ,  pour  cos  0  =  o. 

Les  cercles  perpendiculaires  communs  à  A  et  B,  qui  sont  (a,  ^) 
et  (a',  6'),  étant  conjugués  en  vertu  des  relations 

aa'  =  ab'  t=i  ba'  =  bh'  ■=  o, 

déterminent  donc  deux  divisions  harmoniques  sur  A  et  B. 

Considérons  inversement  les  divisions  déterminées  par  A  et  B  sur 
chacun  des  cercles  perpendiculaires.  La  sphère  a'  est  orthogonale 
à  (a,  ^),  et  passe  par  les  points  communs  à  (a,  è)  et  (a,  a')  ;  la  sphère  b' 
est  orthogonale  à  (a,  b)  et  passe  par  les  points  communs  à  (a,  b) 
et  (b,  b').  Donc,  d'après  la  formule  (5),  le  rapport  anharmonique  des 
deux  couples  déterminés  sur  (a,  b)  par  A  et  B  est 

(a'b')  —  I        cosoo' — I  oj' 

,    ,,,-  = ;; =  —  tang^  — • 

(fif'o)H-i         cosco'-Hi  °    2 

De  même,  le  rapport  anharmonique  des  deux  couples  déterminés 
par  A  et  B  sur  (a',  b')  est  égal  à  —  lang-— •  Ces  résultats  ont  été  indi- 
qués déjà  par  M.  E,  von  Weber,  sans  démonstration. 
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22.  Au  système  des  deux  cercles  A,  B,  on  peut  associer  un  penta- 
sphère  orthogonal  déterminé  :  il  est  formé  par  les  sphères  bissectrices 
des  sphères  centrales  qui  se  coupent  suivant  chacun  des  cercles  per- 
pendiculaires communs, 

a -{- b                      a  —  b               ,       a' -\- h'              ,       a' — b' 
(20)     p—  ,  q—  ,  p'—  ;,  (/ = 7> 

2  cos  —  2  sin —  2  cos  —  2  sin  — 

2  .'.  2  2 

auxquelles  on  associe  la  sphère  orthogonale  commune  (')  aux  deux 
cercles  A  et  B. 

Si  A  et  B  sont  engagés  l'un  dans  Tautre,  /),  q,  p\  q'  sont  réelles 
et  la  sphère  orthogonale  commune  est  imaginaire  (centre  réel,  carré 
du  rayon  négatif). 

Si  A  et  B  ne  sont  pas  engagés  l'un  dans  l'autre,  la  sphère  ortho- 
gonale commune  est  réelle,  mais  Tun  des  cercles  perpendiculaires 
communs,  le  cercle  {a\  b')  par  exemple,  est  imaginaire,  et  des  deux 
sphères  p'  et  q\  la  sphère  p'  est  seule  réelle. 

Si  Ton  se  donne  le  tétrasphère  orthogonal  p,  q,  />',  q\  et  les  angles 
CD  et  w'  associés  aux  cercles  opposés  (conjugués)  (/?,  q)(p',  q'),  on  a, 
pour  les  cercles  donnés  (a,  a'),  (b,  b' ),  les  formules 

P  COS h  7  sin— >  a  =  p  cos  —  4- 7  sin — , 

22  22 

,  Cl)  .      W  ,  ,  ,  OJ  ,     .      G) 

b  =z  P  cos 7  sin  —,  b'  =zp'  cos h  0  sin  — 

'22  22 

Si  l'on  change  co  en  to  -+-  2/171,  cela  ne  peut  faire  que  changer  le 
signe  des  vecteurs  a  et  b. 

Si  l'on  change  oj  en  tî  —  co,  cela  revient  à  échanger  p  et  ^,  en  chan- 
geant le  signe  de  b.  Mais  le  changement  de  p  en  y,  sans  changement 
des  autres  sphères  du  tétrasphère,  peut  s'obtenir  par  une  transforma- 
tion conforme. 

On  peut  donc  conclure  que  deux  systèmes  de  deux  cercles  A.  B. 

(')  C'est  la  sphère  qui  passe  par  les  qualre  foyers  des  deux  cercles.  Elle  n'est 
de  rayon  nui  que  si  les  cercles  ont  un  point  commun,  lillle  n'est  indéterminée 
que  si  les  cercles  sont  sur  une  même  splièie;  les  foyers  sont  alors  sur  un  même 
cercle.  Si  ce  cercle  est  de  ravon  nul,  les  cercles  donnés  sont  tangents. 
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pour  lesquels  cos-oj  et  cos-to'  ont  les  mêmes  valeurs,  peuvent  se  trans- 
former l'un  en  l'autre  par  une  transformation  conforme.  En  effet,  on 
pourra  toujours  trausforuier  l'un  dans  l'autre,  au  moyen  d'une  trans- 
formation conforme  appropriée,  les  pentasphères  orthogonaux  qui 
leur  sont  respectivement  associés,  de  manière  à  transformer  l'un  dans 
l'autre  les  couples  de  sphères  qui  correspondent  à  l'angle  co,  et  ceux 
qui  correspondent  à  Tangle  to'. 

L'un  et  l'autre  système  de  cercles  sera  alors  représenté  par  les 
mêmes  formules  (21);  et  la  seule  ambiguïté  qui  peut  y  subsister  dans 
le  choix  des  déterminations  de  to  et  w'  ne  peut  donner  que  des  systèmes 
de  cercles  réductibles  l'un  à  l'autre,  d'après  ce  qui  précède,  par  une 
nouvelle  transformation  conforme  (  '). 

Remarquons  encore  qu'un  système  de  deux  cercles  est  à  lui-même 
son  homologue  pour  les  transformations  conformes  qui  correspondent 
à  un  nombre  pair  de  changements  de  signes,  simultanés,  dep,  q,  p',  q'  : 
suivant  les  cas,  chacun  des  cercles  sera  à  lui-même  son  homologue,  ou 
bien  chaque  cercle  sera  l'homologue  de  l'autre  (■). 

Le  changement  de  p  en  ~  p,  par  exemple  (sans  changement  des 
autres  sphères  dû  système),  s'obtient  par  une  syméLrie  relative  à  la 
sphère  ^;  c'est-à-dire  par  l'inversion  qui  laisse  invariant  chaque  point 
de  p.  Cette  inversion  devient  une  symétrie,  au  sens  euclidien  du  mot, 
si  la  sphère  p  se  trouve  être  un  plan. 

D'autre  part,  deux  symétries  successives  par  rapport  à  deux  sphères 
orthogonales  fournissent  une  transformation  conforme  qu'on  peut 
considérer  aussi,  par  voie  de  généralisation,  comme  la  symétrie  par 
rapport  au  cercle  commun  à  ces  deux  sphères.  On  dira  donc  que  le 
système  des  cercles  A  et  B  reste  invariant  par  les  symétries  effectuées 
par  rapport  à  chacun  des  six  cercles  d'intersection  des  quatre  sphères 

(  '  )  Le  fait  que  l'égalité  des  valeurs  de  cos-oj  et  cos'^m'  est  suffisante  pour 
Véquivalence  des  deux  systèmes  de  cercles  (en  géométrie  conforme)  résulte  de 
ce  qu'un  système  de  deux  cercles  a  deux  invariants  indépendants,  et  deux 
seulement,  pour  lesquels  on  peut  évidemment  choisir  cos^w  et  cos-co'  {voir 
Bksserve,  Thèse).  Une  démonstration  directe,  dillérente  de  la  précédente,  a  été 
donnée  par  E.  von  Weber. 

(*)  L'existence  de  ce  second  cas  explique  ce  que  nous  avons  indiqué  plus  haut, 
sous  le  nom  de  symétrie  inLerne  du  système  (n°  17). 
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p,  q^  p',  q'  du  pentasphèrc  orthogonal  considéré.  Les  symétries  par 
rapport  aux  cercles  perpendiculaires  communs  à  A  et  B,  cercles  (/>,  q) 
et  (p',  q'),  laissent  invariant  chacun  des  cercles  A  et  B;  les  quatre 
autres  échangent  entre  eux  ces  deux  cercles. 

Relativement  à  la  symétrie  par  rapport  à  un  cercle  C,  j'observe  en 
passant  qu'on  peut  la  définir  directement  :  deux  points  M  et  M'  sont 
symétriques  par  rapport  à  C,  s'ils  appartiennent  à  la  fois  à  deux 
cercles  perpendiculaires  à  C.  Ou  encore  :  soient  D,  D' les  extrémités 
du  diamètre  de  G  (jui  contient  la  projection  orthogonale  de  M  sur  le 
plan  de  C  ;  M'  est  le  conjugué  harmonique  de  M,  par  rapport  à  D  et  D', 
sur  le  cercle  MDD'. 

On  peut  définir  d'une  manière  analogue  la  symétrie  conforme  par 
rapport  à  un  couple  de  points^  qui  est  la  généralisation  delà  symétrie 
euclidienne  par  rapport  à  un  point.  Deux  points  M  et  M'  sont  symé- 
triques par  rapport  au  couple  ï,  J,  s'ils  sont  sur  un  cercle  passant 
en  I  et  J,  et  s'ils  sont  conjugués  harmoniques  de  I  et  J  sur  ce  cercle. 
On  remarquera  que  si  M  et  M'  sont  symétriques  par  rapport 
à  I  et  J,  inversement  1  et  J  sont  aussi  symétriques  par  rapport  au 
couple  M,  M'. 

Les  trois  espèces  de  symétrie  conforme  ainsi  introduites  donnent 
lieu  à  des  théorèmes  analogues  aux  théorèmes  élémentaires  classiques 
relatifs  aux  trois  espèces  de  symétrie  euclidienne,  dont  les  symétries 
conformes  sont  la  généralisation  immédiate. 

25.  A  la  configuration  formée  par  les  cercles  A  et  B,  les  sphères 
centrales,  et  le  pentasplière  orthogonal  que  nous  avons  associé  à  ces 
cercles,  on  peut  encore  adjoindre  les  sphères 


(22) 


a  II 


^^0  = 


.      (0                         0) 

—  «  sin h  7  cos  —  ) 

rt„=  —  P  sin (-'/cos  —  , 

.       G)                             Ci) 

—  «  sin \-  q  cos  — ) 

Op  =:  —  p  sin 7' cos  —  > 

menées,  par  chacun  des  cercles  perpendiculaires  communs,  normale- 
ment aux  sphères  centrales  a,  /;,  a',  //,  respectivement. 

Les  cercles  (a„,  a'^),  {b^;b'^)^  que  nous  désignerons  par  A^,   B„; 
sont  respectivement  conjugués  à  A  et  B.  Ils  sont  définis  par  cette 


CONTRIBUTION    A    LA    GÉOMKTRIE    CONFORME.  12$ 

propriété,  jointe  à  la  condition,  qu'ils  remplissent  évidemment,  d'être 
orthogonaux  à  la  sphère  orthogonale  commune  à  A  et  B.  Il  y  a  réci- 
procité entre  le  système  A,  B  et  le  système  A„,  lî^.  Partant  du 
même  tétrasphère/?,  q,p ,  q\  on  passe  de  l'un  à  l'autre  en  changeant 
les  angles  w  et  co',  qui  correspondent  au  premier,  en  tt  -h  oj  et  i:  -4-  w'. 

Voici  quel  est  le  rôle  de  ces  cercles  A„,  B,,,  pour  le  système 
donné  A,  B.  Les  sphères  du  faisceau  A„  déterminent  sur  A  la  même 
involution  que  les  sphères  du  faisceau  B;  et,  de  même,  les  sphères  du 
faisceau  B,,  déterminent  sur  B  la  même  involution  que  les  sphères  du 
faisceau  A  ('). 

D'une  manière  plus  précise,  les  sphères 

(23)  (' rr: />  cos'-p  +  6' sirn|;,  ('„  =  «„  sin  w  cost| -f- a',,  sinw' sin  (| 

coupent  A  aux  mêmes  points.  Gela  résulte  de  l'identité 

a  coscu  cos(];  -i-  a'  cosoj'  %\n^  =r.  c  +  «'„, 

dont  la  vérification  est  immédiate. 

Si  donc  on  introduit  l'angle  j^^  ^^  ^\^  avec  «oj  ^^  sphère  v^  se  repré- 
sente par 

(24)  ro=  «ocosi]>o+ a'o  sin<|o> 
et  l'on  a  la  relation 

/    /rx  ,  sinw'  , 

(25)  tang(^o=-y— -tangtl;. 

Les  considérations  du  n°  Li  permettront  de  calculer,  en  fonction 
des  angles  '\i  et  'Y  relatifs  à  deux  sphères  v  et  v'  du  faisceau  B,  le 
rapport  anharmonique  des  couples  de  points  qu'elles  déterminent 

sur  A.  Il  suffira  de  se  servir  de  la  formule  (5),  p  =  — ^-7^ >  0  étant 

^     ''^  '  cosii  +  1 

l'angle  des  deux  sphères  t^„  et  p„,  du  faisceau  A„,  qui  sont  associées 
à  p  et  p'  par  la  loi  donnée  par  les  formules  (aS).  Remarquons  que  l'on 


(*)  Le  cercle  Aq  a  pour  foyers  les  points  doubles  de  l'involulion  déterminée 
sur  A  par  le  faisceau  B;  ces  points  doubles  sont,  du  reste,  les  points  où  A  est 
coupé  par  la  sphère  orthogonale  commune  à  A  et  B.  Les  foyers  de  B^  se  définissent 
de  même. 
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a,  d'après  (23)  et  (6"), 

i'I  =z  sin^o:»  cos-'J;  +  sin-oj'  sin^'^  =  sin- V, 

V  étant  l'angle  sous  lequel  r  coupe  A;  et  nous  aurons 

sin-w  cos'l  cos'|'+  sin^oj'  sin-j/  siin];' 


(26) 


;Q: 


sin  V  sin  V 


formule  dont  le  numérateur  se  déduit  de   sin-V  par  la  formation 
polaire. 

En  particulier,  les  deux  couples  de  points  de  A,  déterminés  par 
V  et  p',  seront  harmoniques,  si  l'on  a 

('^7)  sin- w  cos^j'  cos'i/'+  sin-co'  sin'J>  sin'i' =  o. 

On   peut  vérifier   ainsi    que   les   sphères   centrales   relatives  à  B 

1'^  =  o,  ']/'=  -j  déterminent  sur  A  une  division  harmonique.  Ce  n'est 

qu'une  autre  manière  d'énoncer  le  résultat  donné  au  n"  21  sur  les 
cercles  perpendiculaires  communs. 

Nous  venons  d'examiner  l'involution  déterminée  sur  A  par  le  fais- 
ceau B.  De  même,  pour  l'involution  déterminée  par  le  faisceau  A 
sur  B,  on  devra  associer  les  sphères 

(27)  M  =  a  coscp  +  rt' sin  cp,  «o  ^=  ^0  sin  co  coscp  +  i',  sine.)' sin  o. 

La  seconde  étant  écrite 

(28)  Uo^=  huC0SO^+ b[^iiinoQ, 

on  aura  la  formule 

sino)' 

(29)  ^^"»^<'— lï^^^"^^- 

ICnfin,  l'angle  12  de  deux  sphères  u^,  //„  sera  donné  par 

_.        sin^w  cos©  coso'+ sin*(.)' sino  sino' 

(30)  cosii=z 1 .  ' ,.    ■    ... -, 

sin  U  sin  U 

OÙ  sin*U  =  u'I,  sin"^U'=  i/[^  introduisent  les  angles  des  sphères  u  cl  u' 
avec  le  cercle  B. 
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Je  remarquerai  enfin  que  les  formules  (26)  et  (29)  font  intervenir 
le  diamètre  angulaire  relatif  %  des  deux  cercles,  introduit  au  n**  2o. 
Elles  s'écrivent  en  effet,  en  tenant  compte  de  (i5), 


(3i) 


lang9  = 


itang-tangcpo, 


langi|i 


—  aang-tang4/o. 


24.  Au  lieu  des  invariants  w  et  w',  on  peut  faire  intervenir  des 
combinaisons  symétriques  de  ces  invariants.  Elle  se  présentent  d'elles- 
mêmes,  si  l'on  cherche  à  étendre  la  notion  à'angle  de  deux  cercles 
à  deux  cercles  A  et  B  non  sécants. 

Le  plus  naturel  est  de  s'adresser  aux  formules  (4)  et  (3),  établies 
dans  le  cas  de  deux  cercles  sécants. 

Si  l'on  utilise  la  formule  (4),  on  obtient  la  définition  proposée  par 
M.  Kœnigs,  et  justifiée  par  son  analogie  avec  la  formule  qui  donne, 
en  géométrie  euclidienne,  le  cosinus  de  l'angle  de  deux  directions. 
Cette  analogie  apparaît  si  l'on  introduit  les  coordonnées  des  deux 
cercles,  qui  sont  les  déterminants  des  tableaux  (matrices) 


«2 

«3 

«4 

«5 

b, 

b-i 

b. 

b, 

b. 

«; 

«; 

< 

«5 

' 

b\ 

b'. 

b'. 

K 

b'. 

formés  avec  les  coordonnées  pentasphériques  des  cercles.  Si  l'on  sup- 
pose, comme  nous  l'avons  fait. 


'■=a'^=b^=b'^—i. 


aa' z:=.  bb'^=:  o, 


ces  coordonnées  A/t,  B;t(^=ij  2,  ...,  10)  satisfont  aux  conditions 


et  l'on  a 


^KkYi,=  {ab){a'b')-{a'b){ab'). 


Si  donc  on  définit  un  angle  a  par  la  condition 

(32)  co%W=i{ab){a'b')  —  {ab'){a'b), 
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cela  équivaudra  à  le  définir  par  la  formule 


ce  qui  met  en  évidence  l'analogie  en  question. 

A  notre  point  de  vue,  il  importe  de  remarquer  que  le  second 
membre  de  la  formule  (32)  conserve,  au  signe  près,  la  même  valeur, 
quand  on  change  les  systèmes  orthogonaux  a,  a' \  A,  //  qui  définissent 
les  deux  cercles  A,  B.  Cela  se  vérifie  le  plus  simplement  en  utiHsant 
les  formules  du  n"  10.  Soient  les  deux  couples  orthogonaux  quel- 
conques 

(33)  M  =:  a  coscp -+- a' sintp,  «'rr — a  sincp  4- a' cos<p, 

(34)  V  ■=.hco%'^ -\-b' %'\v\'\^         v' zzi — 6  siii'l  +  Z>' cos'i/, 

en  supposant  maintenant  les  conditions  (i3)  et  les  notations  (i4)-  H 
viendra 

{uv){u'  v')  —  («('')  («''0  =  COSO)  cosw', 

et  la  formule  (32),  où  a,  a' ,  h,  h'  auront  été  remplacés  par  «,  i-,  w',  r', 
deviendra 

(35)  COS'F  =  COS6)COSGo'. 

Remarquons  que  cosco  et  cosw'  ne  sont  définis  qu'au  signe  près,  de 
sorte  qu'il  serait  plus  correct  de  poser  seulement 

cosl^  r=±:  cosco  coso'. 

En  résumé,  étant  donnés  deux  cercles  A  et  B,  on  peut  définir  le 
cosinus  de  leur  angle  par  la  différence  des  produits  en  croix  formés 
avec  les  cosinus  des  angles  que  forment  deux  sphères  orthogonales 
quelconques  passant  par  A  avec  deux  sphères  orthogonales  quel- 
conques passant  par  B;  car  cette  différence  est  constante  (au  signe 
près)  pour  tous  les  couples  de  sphères  orthogonales  en  question,  là  il 
équivaut  au  même  de  dire  que  le  cosinus  de  l'angle  à  définir  est  égal 
au  produit  des  cosinus  des  angles  suivant  lesquels  se  coupent  les 
couples  de  sphères  centrales  ayant  pour  intersections  respectives  les 
cercles  perpendiculaires  communs  à  A  et  B.  . 
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25.  Passant  à  la  formule  (3),  nous  remarquons  que,  pour  des 
cercles  A,  B  non  sécants,  le  second  membre  est  encore  la  somme  des 
carrés  des  sinus  des  angles  formés  par  l'un  des  cercles  avec  deux 
sphères  orthogonales  passant  par  l'autre. 

Pour  deux  couples  (33)  et  (34)  quelconques,  cette  somme  est, 
d'après  les  formules  (6')  et  (7"),  suivant  le  rôle  attribué  aux  deux 
cercles, 

sin^U  H-  sin^U'^:  sin-(o  +  sin^o)',  sin-V  +  sin- V'=  sin-w  -J-  sin^ço'. 

Elle  ne  dépend  donc  pas  des  arbitraires  qui  figurent  dans  sa  formation, 
rôle  des  cercles,  choix  des  couples  de  sphères  orthogonales. 

On  peut  donc  définir  comme  angle  des  deux  cercles,  à  cet  autre 
point  de  vue,  l'angle  W^  dont  le  carré  du  sinus  est  égal  à  la  somme 
constante  en  question,  ce  qui  revient  à  poser 


(36)  sin^^i 


sin-co 


formule  où  interviennent  de  nouveau  les  angles  w  et  oj'  des  sphères 
centrales.  Ce  n'est  naturellement  que  la  formule  plus  générale  (3) 

(87)  ^in^W,=  2  — {abf  —  {ab'y  —  {a'  b'y— {a'  b'y 

(relative  à  deux  couples' orthogonaux  quelconques),  appliquée  aux 
couples  des  sphères  centrales. 

Noas  réserveronslenomd' angle  des  deux  cercles  à  l'angle^,  intro- 
duit par  M.  Kœnigs,  et  nous  donnerons  à  l'angle  Wf,  que  nous  venons 
de  définir,  celui  d'inclinaison  relative  des  deux  cercles  (  '). 


(')  Si  les  cercles  sont  en  involution,  on  a 

TT 

w'=— >       cos^^  =  o,        sin*'!'*,^  I  +  sin^w         ou         cos'^''.,rr: — sin-co. 
2 

On  peut  alors,  par  une  inversion,  transformer  en  droites  un  des  cercles  donnés 
et  un  des  cercles  perpendiculaires  communs.  Le  système  A,  B  est  alors  formé 
d'un  cercle  et  d'une  droite  passant  par  son  ceiître  ;  et  co  est  V inclinaison  de  la 
droite  sur  le  plan  du  cercle.  Donc  ^1  caractérise  alors  cette  inclinaison,  ce  qui 
explique  la  dénomination  adoptée. 
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26.  Quand  on  définit  les  cercles  par  leurs  coordonnées,  on  est 
conduit  à  introduire  un  autre  élément.  C'est,  en  gardant  les  notations 
précédentes,  le  carré  de  la  matrice  formée  avec  les  coordonnées  des 
quatre  sphères  a,  a' ,  b,  //,  satisfaisant  toujours  à 


^/2_/,2_^'2_    ,, 


aa'  =z  bb  =^  o. 


«1       «2      «3       f'4       '^'-0 

a\         «2        «3         «4         «5 
6,  ^2         ^3         64         65 

b\    b'^   b',   b\   /y, 

Pour  l'évaluer  au  moyen  des  coordonnées  des  deux  cercles,  il  faut 
représenter  celles-ci  avec  deux  indices  : 

A,y  =  ai a'j  —  ttj  a[,         B,y  =r  6,  b'j  —  bj  b'j. 
On  est  amené  à  introduire  ainsi  les  cinq  formes 

A,y  A/,7  +  Aa-  A/y  +  A,7  A;;..  =  <2/„ 

où  h,  i,j,  A-,  /  sont  des  indices  différents.  L'élément  en  question  est  la 
somme  des  carrés  des  polaires  de  ces  cinq  formes,  c'est-à-dire  (') 


(38) 


^^=1[1^-^ 


àAsi  ' 


Le  carré  de  la  matrice  en  question  est  donné,  avec  nos  notations,  par 
la  formule  (i),  d'où  résultent  les  formules 

(89)  E*=:cos2>ÏJ"  — cos21^=sin2^'i— sin2>I'=:sin2ù)sin-co', 

dès  que  Ton  tient  compte  de  (3-2),  (  37),  (35),  (36). 


(')  Celle  forme  doublemenl  quadralique  a  été  inlroduile  par  M.Kœnigs  pour 
exprimer  la  coiulilion  d'inlersection  des  deux  cercles  (E*  =  o).  Il  faul  observer 
que,  dans  nos  nolalions,  iA|=ili.;=:i  :  la  formule  (38)  définit,  par  suite, 
rélémenl  (|ue  E.  von  Weber  désigne  par  la  lettre  H.  L'expression  de  cos^r  esl 
désignée  par  J  dans  son  arlicle.  jNI.  Desserve  s'esl  servi,  d'après  Darboux,  des 
expressions  de  ces  deux  éléments  en  fonction  des  dislances  mutuelles  des  foyers 
des  deux  cercles. 
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Comme  la  condition  E  =  o  est  celle  qui  exprime  que  les  cercles  se 
rencontrent,  nous  dirons  que  E  est  Vrcart  angulaire  des  deux 
cercles. 

On  peut  enfin  chercher  la  relation  entie  les  éléments  que  nous 
venons  de  définir  et  le  diamètre  angulaire  relatif  défini  au  n**  19  par  la 
formule 


On  a 


(5         .  sino) 

tanff-  =  i  —. ; 

2      .    sin  w 


COSO— _-: — ; — ; : — - — >  SinO:=r-r- r — ; r-— — 5  lan£;o 


.2,.,' 


sm-r,)'  —  sin''OL>  sin-co  — siir'w  sin'oj  -|-sin-o) 

d'où 

4E^ 


(4o)  lang-ô=:  — 


sin^q'', 


IV.  —  Application  aux  surfaces  cerclées. 
Éléments  géométriques  associés  ou  cercle  générateur. 

27.  Nous  allons  appliquer  les  résultats  précédents  à  deux  cercles  infi- 
niment voisins  d'une  surface  cerclée  2.  Le  cercle  générateur  C  est  défini, 
initialement,  par  deux  sphères,  c  et  c',  que  nous  pouvons  supposer 
orthogonales  ;  les  coordonnées  C/,,  C/,  de  ces  sphères  étant  fonctions 
d'un  paramètre  t.  Nous  allons  leur  substituer  un  autre  couple  ortho- 
gonal variable 

(4i)  ^  =  ccosy -j- c' siny,         ^'  =  — c  siny -4- c'cosy, 

choisi  de  manière  à  simplifier  les  calculs  ultérieurs.  Il  est  entendu  que 
nous  supposons 

c-=zc'^=f,         cc'=o; 
de  sorte  que  nous  aui'ons  aussi 

La  condition  que  nous  imposons  au   couple  (/ji)  est  que  chaque 
sphère  de  ce  couple  soit  orthogonale  au  cercle  caractéristique  de 
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l'autre,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(42)  gdg'-g'dg  —  O. 

L'identité  g dg'  ^  g' dg  =  0,  qui  résulte  de  gg'=o,  indique  que 
cette  double  condition  se  réduit  à  une  seule,  qui  est 

g[  —  sin  y  de  H-  cosy  de' — g  dy]  =  o, 
on,  à  cause  de  cdc  :=  c' de'  =  o,  r  de'  =  —  c'  de, 

I  dy  =z  e  de'  =i~—c' de  -=  -{cdc'  —  c'  de)  =z  odt 

(43)  \  avec 


d£  _        ,  de 

dl  ~~''   TU' 


P  =  '^777=-' 


La  détermination  de  y  dépend  donc  d'une  quadrature,  et  y  est  défini 
à  une  constante  additive  près, 

Kemarquons  l'interprétation  suivante.  L'angle  de  la  splière  c 
avec  la  sphère  c'  -+-  Ac'  est  de  la  forme  -  —  c,  avec  sinc:  =  r(r'-i-Ac'). 

de' 

Donc  p  =  c  -rr  ■=  lim-^.  mesure  l'un  des  éléments  de  la  variation  du 

'  dt  àt 

couple  (c,  c');  il  est  égal  et  de  signe  contraire  à  celui  que  l'on  obtient 
en  changeant  le  rôle  des  deux  spiières.  C'est  ce  que  l'on  appellera  la 
vitesse  de  rotation  (conforme)  du  couple (').  Cette  vitesse  est  réduite 
à  zéro  pour  les  couples  {g,  g'),  ci-dessus  déterminés. 

On  peut  observer  que  r(r'  -\-  Ac')  est  aussi  le  cosinus  de  l'angle  du 
cercle  (r,  e')  avec  le  cercle  (r',  c'  -h  Ar'),  intersection  de  la  sphère  c'  et 
de  la  sphère  voisine  c'  -f-  Ac'. 

28.  Cherchons  Vangic  du  cercle  G  a^ec  le  cercle  infiniment 
voisin  (n**  24).  Il  est  donné  par  la  formule  (32),  c'est-à-dire  par 

(4-1)     cosU^  ^  I  ^-(.^  +  Aa')]  I  o-'(,A''+  A,A'')l  -  [a'(,^'+  A^-')]  {g' (g  -4-  A,A')1. 


C)  On  devrait  dire  vitesse  de  rotation  propre.  Dans  le  cas  d'un  couple  de 
plans  rectangulaires,  en  géométrie  euclidienne,  c'est  la  piojeclion  de  la  vitessi' 
de  rotation  instantanée  sur  l'ârète  du  dièdre  formé  par  ces  deti\  plans. 
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Or,  à  cause  de 

(i'-  +  -^iO'^  •         oi'         3^  V  —  %'=  o, 

ceci  se  réduit  à 

cosiF^.-i(A^^H-%'^)+.... 


2 


les  termes  non  écrits  étant  d'ordre  infinitésimal  supérieur,  puisque 
g ^^' ,  g' ^g  sont  d'ordre  supérieur  au  premier,  à  cause  des  condi- 
tions (42).  On  aura  donc,  pour  la  partie  principale  de  a^,  l'expression 
dg"^  -\~  dg'^.  Nous  introduirons  donc  l'élément  fondamental  c/cr  défini 
par 


(45)  dG^=dff---^d, 


a 


qui  fournit  l'angle  de  C  a\ec  le  cercle  infiniment  voisin,  et  définit,  par 
intégration,  ce  que  l'on  peut  appeler  la  dislance  angulaire  de  deux 
cercles  C,  mesurée  sur  la  surface  1. 

Opérons  de  même  pour  Viriclinaison  j^elati^e  du  cercle  C  et  du 
cercle  infiniment  voisin  (n**  2d).  La  formule  (37)  donne  ici 

(46)  ^{n-^w,  =  2-[g{g  +  ig)Y-[g'{g'  +  ^g')Y 

-[g{g'+ùig')Y-[g-{g  +  ig)-\\ 

ou,  en  réduisant  aux  termes  d'ordre  infinitésimal  moindre, 

ûn'W,  =  \g'+  \g''-^.... 

Donc  l'inclinaison  clierchée  est  encore  dg- -\- d<^''--^  àe,  sorte  que  les 
deux  extensions,  au  cas  de  cercles  non  sécants,  de  la  notion  d'angle 
conduisent  ici  au  même  élément  infinitésimal. 

29.  Passons  à  V écart  angulaire  du  cercle  G  d  du  cercle  infiniment 
voisin  (n**  26)  donné  par  la  formule  (39).  Les  termes  du  second  degré 
se  détruisant,  d'après  ce  qui  précède,  il  faut  conserver  dans  les  for- 
mules (44)  et  (46)  les  termes  de  degré  supérieur.  Il  vient  ainsi,  en 
tenant  compte  de 

{g^Kg){g'^^g')-ii,        d'où         g!^g'-^  g'i^g~—^g!^g', 
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et  n'écrivant  que  Tensemble  des  termes  d'ordre  moindre, 

Donc  l'écart  angulaire  E  des  deux  cercles  infiniment  voisins  considérés 
est  du  premier  ordre  et  sa  partie  principale  est  égale  à  l'élémenl  f/r^ 
défini  par  la  formule 

(47)  drr  =  d^r^-dg''--{dgdg'y. 

Un  calcul  facile,  que  j'omets,  donne,  pour  di  et  dq,  exprimés  au 
moyen  des  coordonnées  d'un  couple  quelconque  c,  c'  de  sphères  ortho- 
gonales passant  par  le  cercle  variable  C,  les  formules  générales 

(48)  d7^=dc^'^dc''—2dy\ 

(49)  dri*=dc-  dc'^ —  {de  de)- —  {de- -h  dé^)  dY'  +  d/' 

=  {de^—  df  )  (  de'-'  -  df  )—{de  de'  f. 

ce  qui  conduit  à  introduire  la  combinaison  simple,  indépendante 
de  f/y, 

( 50 )  d~'  ^  da'  —  4 dfi*  =z  { de-  —  de'- )-  -h  4  ( ^c  de')-. 

Remarquons  que  les  termes  dg-,  dg''\  dc^,  de'-  sont  susceptibles 
d'une  interprétation  géométrique  simple  bien  connue  :  (fg^,  par 
exemple,  est  le  carré  de  l'angle  de  la  sphère  g  avec  la  sphère  infi- 
niment voisine.  Car  l'.angle  £  de  ^  et  ^^  -h  A^  est  donné  par 

— i 

2{l  —  COSc)  =  £'-  ^  .  .  .—  2[\  —  g{ff  -\-  lg)]=  --  2  g  Ig  =  Ig   , 

ce  qui  montre  que  le  carré  de  la  partie  principale  de  £-  est  dg-. 

Le  quotient  -^  =  lirn  ^  est  le  carré  de  ce  que  l'on  peut  appeler 
la  vitesse  angulaire  (conforme  )  de  la  sphère  g  considérée  ('  ). 

50.  Le  diamètre  angulaire  relatif  du  eercle  C  et  du  cercle  infi- 
niment voisin  a  une  valeur  finie.  D'après  la  formule  (4o)  on  a,  en 

C)  En  géumélrie  euclidienne,  la  splière  élanl  remplacée  par  nn  plan,  o\'Sl  la 
vitesse  de  rotation  instantanée  du  plan  autour  de  sa  caraclérisli(jue. 
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ellet,  pour  celte  limite  o, 

{.)i)  la n ir^ 0  = i—r  > 

d'où 


(52) 


dtj* — i^df]''       d-'* 


équation  où  intervient  l'expression  dr'  signalée  plus  haut. 

On  obtient  ainsi  un  invariant  différentiel  du  premier  ordre  des  sur- 
faces cerclées,  et  l'on  sait  que  tout  autre  est  une  fonction  de  celui-là. 

Le  plus  simple,  dans  nos  notations,  serait -7-5  qtie  l'on  peut  considérer 

comme  l'analogue  du  paramètre  de  distribution  des  surfaces  réglées, 
puisque  drr  joue  le  rôle  d'angle,  et  dri  le  rôle  de  distance  de  deux 
cercles  générateurs  infiniment  voisins  ('). 

51.  Considérons  entin  les  angles  co  el  w'  formés  par  les  sphères  cen- 
trales relatives  à  un  cercle  C  et  à  un  cercle  voisin  G'.  Lorsque  ce 
dernier  tend  vers  le  premier,  co  et  co'  tendent  vers  zéro;  car  on  a, 
d'après  les  formules  données  aux  n°*  lo  et  16, 

sin-(o -+- sin-w'=  sin-&,  sin-oj' — sin^w  =:  ^sin^ô,. 

coso 

Ces  formules  donnent  immédiatement  les  parties  principales  û?gt 
et  dxs'  des  angles  co  et  co' 

(53)  drs"- =:  l  I  — ^  1  -da-,         du;'''=  i  i  -{ ^  1  -da-, 

'  \  COSùJ    1  \  coso/    2 

0  étant  défini  par  les  formules  (5i)  ou  (32). 

(')  Fo</' la  Thèse  de  M.  Besserve,  qui  donne  (p.  48)  des  formules  équivalentes 
à  (5i)  el  (5^).  Il  inlroduit  Tangle  o  comme  angle  des  sphères  passanl  par  C  donl 
les  poinls  de  contact  avec  la  surface  sont  confondues  {sphères  fondamentales^. 

11  indique  aussi  l'analogie  de  -7-  avec  le  paramètre  de  dislrUmtion   que   nous 

signalons  ici,  mais  avec  une  définition  très  indirecte  de  l'élément  qui  joue  le  rôle 
de  distance  (p.  44)- 

Pour  établir  la  concordance  de  nos  formules  avec  celles  de  M.  Besserve,  intro- 
duisons les  coordonnées  pentasphériques  des  foyers  (^, /,  -),   (a:',  y',  z')   du 


l36  E.    VESSIOT. 

On  en  conclut  encore  les  relations 

(  54  )     dn-  =  dxif- -t-  i/cy'^,        c^rr rr  dxs dm' ,        dz'^  =  da'  —  4  d(i'  =  ( (/m-  —  dm'^f 

entre  <^/îrr  et  dm'  el  les  éléments  invariants  précédeminenl  introduits. 
En  vertu  des  formules  (45)  et  (47)j  on  ^oit  que  ^cj-et  «f/cï'-  sont  les 
deux  racines  de  Téquatioii  en  s 

(55)  i^s-dg-^){s-dg'^)-{dgdg'Y  =  o. 

cercle  C  : 

,  .  X-' -\- y'- +   Zr-  —  l  .f2^_    y-'_i_    ;2^   , 

/,  =^-.     /,  =  /,     /*  =  ^,     74  = >     /o== -7 ; 


/,=-',   /;-/,   /;=^'.   y;-^      v"     >   y 


2i 


On  a 
R  étant  le  rayon  du  cercle;  el  Ton  peut  appliquer  nos  formules  avec 

■^~        2R      '  2iR 

On  tiouve 

dc^  +  de'- -z  -A-^  _  2  -r-  ,         6^c-—  de"  =  -^ — -/— ,         de  de' z=z   ^  ,  ■,,/ 
R-  R'  2R^  4/R- 

,  .  ,      f'dj-fdf        P  + 1" 

p  -r={.r'-.r)d^-  -^{y'-y)dj  +{z'-z)d:., 
\>'=^j:'-^-)djf'-^{j'-y)dy+{z'-z)dz'. 
On  a  ainsi 

d/df         VV  ,  ,        ,  .        ,    .   .        df-df"' 

el  l'on  doit  remar(|uer  que  dfdf ,  df-,  dj'-  se  léduisenl  à 

df^=  d.r'-+  dy"--^  dz\         dp=  dx"-+dy"'-^dï'\ 
df  df  =  dx  dx' -H  dy  dy'  ^dzdz'. 

Les  seconds  membres  des  formules  (a)  sont  ainsi  identiques  aux  quantités 
A]dt'^,  à''dt''  de  M.  Besserve.  D'après  la  formule  (52),  -^  est  Tinvarianl  l„  de 
M.  Resserve. 
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OU,  si  l'on  revient  k  c  pA  c' , 

(oShis)  (s-^dy'  —  dc'-)  {s -\- dy""  —  dc'^)  —  {de  de' y  =  o. 

Ces  éléments  drs  etr/rr'  vont  jouer  dans  la  suite  un  rôle  important. 

52.  Nous  allons  chercher  maintenant  ce  que  deviennent,  lorsque  le 
cercle  C  de  la  surface  tend  vers  C,  les  sphères  centrales  rolatiA  es  au 
couple  (C,  G')  et  le  pcntasphèrc  orthogonal  associé  à  ce  couple. 

Les  sphères  centrales 

a=       o-cosœ,  H-^'' sin^i,         h  =r      (i,' -j- A,^)  cos'|,  4- (^' -h  A^' )  sin  ■]>, . 
a'=:—-gs\n  cp,  +  g'  coscp,,         b'  =  —  {g-\-  Ag)  sin-J/,  +  (,^'-i-  A^')  cos-I*, 

sont  définies  (n''  17)  par  les  conditions  ah'  =  a' h  =  o,  qui,  combinées 
par  addition  ot  soustraction,  donnent  les  équations 

(2  +  ^A^  +  ^'A/)sin(9,  — J;,)  -t-(^A^'— -'A^)cos((pi  — '|,)  =  o. 
(^'A^'— ^- A^-  )sin(9,4-'J;,)4-(^A^'-4-^'A^)cos(cp,  +  <];,)  =  o. 

La  première  montre  que  ^,  —  '>{;,  est  infiniment  petit;  c'est  même  un 
infiniment  petit  du  troisième  ordre  au  moins  par  rapport  à  l'accrois- 
sement M  du  paramètre  qui  fait  passer  de  C  à  C.  Car  on  a 

rr  c/rr'—    „'  ri  cr  —  Q 
O   "&    —  O     "o  —  "1 

et  l'on  en  déduit 

ir  //2   rr' d "^  d  "'  "•'  d-  "" 

<5  "  O   —       "ri  "o    —  rt    "  o  • 

Nous  transformons  la  seconde  en  tenant  compte  des  identités 

déjà  utilisées,  et  de  l'identité 

o-  A,i^'  -h  ^^■'  A^  =—  A,^  \s\ 
qui  résulte  de 

(^  +  A -)(-'  + A^')  =  o- 
Il  vient  ainsi 

aA^Air' 

^g■■-^g'■ 
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et  l'on  conclut  (*)  que  o,  et  .p,  tendent  vers  une  limite  commune  $.. 
donnée  par 

Les  sphères  centrales  a  et  h  tendent  donc  vers  la  même  sphère 
limite,  qui,  d'après  les  formules  (20),  est  aussi  limite  pour  la  sphère  p 
du  penlasphère  associé  au  couple;  nous  la  désignerons  parcelle  même 
lettre  p.  Nous  désignerons  de  même  par  p'  la  sphère  \ers  laquelle 
tendent  a',  h'  et  hi  splière  p'  du  pentasphère.  Nous  posons  donc  ici 

(57)  /?  ^^cos<I>  +  ^' sin<I>,  /j'  =  — ,;7-sin<ï>  4- ^' cos<I>, 

Pour  trouver  ce  que  deviennent  les  cercles  perpendiculaires  com- 
muns (/),  ^),  {p\  q' ),  il  suffira  de  chercher  ce  que  deviennent  q  et  q' ^ 
données  par  les  formules  (20).  On  a,  par  exemple, 

h  —  a  A^  ,  A  -       .    , 

= —  COS'i;,4 siii'i/|. 

Ut  .        (t)  '  .G) 

2  sin  —        2  sin  —  2  sin  — 

22  2 

d'où  l'on  conclut  immédiatement,  à  la  limite, 

d'^  ds' 

—  V  —  — ^  cos<^  M r-sin<I>. 

dxs  dm 

On  aura  pour  ^'  une  formule  toute  semhlable.  Nous  introduirons  les 
valeurs  opposées,  de  sorte  que  nous  aurons,  pour  limite  des  deux 
sphères  q,  q\ 

ds       ^      ds:'  .    ^  ,  ds^    .    .       dg'        . 

^      '  '       dm  dm  ^  dm'  dm' 

Quant  à  la  cinquième  sphère  du  pentasphère  considéré,  qui  est  la 
sphère  orthogonale  commune  aux  quatre  autres,  elle  tend  vers  la 
sphère  orthogonale  commune  aux  sphères  (S;),  (^H),  ou,  plus  sim- 
plement, aux  sphères  i,',  g',  dg,  dg'  :  on  peut  dire  que  celte  dernière 
sphère  est  la  sphère  orthogonale  à  G  et  au  cercle  infiniment  voisin. 

{})  Comme  il  a  été  dit  ln°4|,  nous  ne  considérons  que  les  cas  "fénéraux; 
nous  écartons  donc  ici  le  cas  d'indétermination  où  dij^ds;'  et  t/^^— ^/o''* seraient 
nuls  tous  deux 
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55.  En  résumé,  nous  trouvons  deux  cercles  F  et  F'  perpendicu- 
laires communs  au  cercle  C  et  au  cercle  infiniment  voisin;  nous  les 
appellerons  les  cercles  centraux  de  C;  les  points  I  et  J,  1'  et  J'  où  ils 
coupent  C  seront  les  deux  couples  de  points  centraux  (  '  ).  Nous 
appellerons .ypAèr<?5  centrales  de  C  les  sphères/?  et  p'  qui  passent  res- 
pectivement par  C  et  F,  et  par  C  et  F'.  Nous  appellerons  sphères 
adjointes  les  sphères  q  et  q'  qui,  passant  respeclivement  par  F  et  F', 
sont  respectivement  orlliogonales  aux  sphères  centrales  p  et  p  (pas- 
sant par  F,  et  par  F').  Enfin  nous  appellerons  sphère  ortIio<^onale  de  C 
la  splière  orthogonale  à  C  et  au  cercle  infiniment  \oisin. 

Les  deux  sphères  centrales,  les  deux  sphères  adjointes  et  la  sphère 
orthogonale  constituent,  d'après  ce  qui  précède,  un  penlaspJière 
orthogonal  associé  à  C,  qui  est  entièrement  déterminé. 

On  a  introduit  précédemment  les  sphères  menées  par  C  et  tangentes 
au  cercle  voisin  C/;  elles  ont,  comme  nous  l'avons  vu,  pour  bissec- 
trices les  sphères  centrales  relatives  à  C.  A  la  limite  ces  sphères  tan- 
gentes deviennent  ce  qu'on  a  appelé  splières  fondamentales  (-). 

Les  sphères  que  nous  appelons  «  sphères  centrales  »  sont  donc  bis- 
sectrices de  ces  sphères  fondamentales  et  forment  a\  ec  elles  les  angles 


'-  et  ^  ±  '- 
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54.  Les  formules  (22  )  montrent  que  le  cercle  //,  q\  défini  par  (38), 
c'est-à-dire  le  cercle  dg,  dg\  est  la  position  limite  commune  C,,  des 
cercles  A^  et  B^,  considérés  au  n**  25,  si  Ton  assimile  C  au  cercle  A 
considéré  alors,  et  C  au  cercle  B  (').  Nous  dirons  que  C^  est  le  cercle 
associé  à  C. 

Reprenons  les  notations  de  ce  n°  25,  et  considérons  la  sphère  u 
passant  par  C  et  qui  fait  l'angle  ©  avec  la  sphère  centrale  a.  Imaginons 
en  même  temps  la  sphère  w»  qui  coupe  (7  orthogonalement  aux  points 


C)  Ne  pas  confondre  avec  les  points  introduits  sous  ce  nom  par  Enneper  et 
Demartres. 

(-)  Bessrrve,  Thèse,  p.  48. 

(')  Ce  cercle  Cn  est  celui  qui  a  pour  foyers  les  points  où  la  sphère  orthogo- 
nale de  C  coupe  C.  Les  cercles  (]  et  C„  sont,  évidemment,  conjugués. 

Journ.  de  Math. ^  tome  II    —  Fasc.  II,    192J.  I9 
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m  et  w.,  où  C  est  rencontré  par  u  :  elle  fait  avec  h^  l'angle  'f„  donné 
par  la  formule  (39). 

Supposons,  par  exemple,  o  constant  :  //i  et  tn'  se  déplacent  lorsque 
It  Lend  vers  zéro,  sur  la  courbe  d'intersection  (autre  que  C  )  de  u  avec 
la  surface  cerclée,  et  tendent  \ers  les  points  u.  et  ix'  où  celte  courbe 
coupe  C. 

Ce  sont  les  points  de  contact  de  n  avec  la  surface.  Ils  sont  donc 
situés  sur  la  sphère  passant  par  C,,  et  faisant  avec  q  (limite  de  bf,) 
l'angle  ç^,  qu'on  obtient  en  passant  à  la  limite  dans  la  formule  (29), 
c'est-à-dire  qui  est  donné  par 

/  ~   s  dvs' 

(09)  tanga)o=-7- langQ. 

Remarquons  (|ue,  d'après  (i5),  on  a 

,  ~  , .  .  0       .  ffe 

(13  Ois)  lang-  =  f-r-;> 

2         cm 

de  sorte  que  cette  formule  (59)  peut  aussi  s'écrire  [comparez  (3i)J 

(DQ  Ois)  tangcp:= — t  lang- tangÇo. 

On  a  ainsi  une  forme  lout  à  fait  précise  de  la  loi  de  variation  des 
sphères,  passant  par  G,  et  tangentes  à  la  surface  aux  divers  points 
de  G.  Si  l'on  se  donne,  par  exemple,  le  point  de  contact  jx,  on  cher- 
chera l'angle  o„  (jue  fait  avec  la  sphère  adjointe  y  la  s])lière  qui 
passe  ])ar  G„  et  [x;  et  la  formule  (5g  Ois)  donnera  l'angle  o  (|ue  fait  la 
sphère  tangente  cherchée  avec  la  sphère  centrale  p. 

On  remarquera  l'analogie  de  la  formule  (69)  avec  la  formule  de 
Chasles,  relative  aux  surfaces  réglées.  On  voit  qu'à  ce  point  de  vue 

c'est  -r^  qui  joue  le  rôle  de  paramètre  de  distribution. 

En  particulier,  ç„  =  ^»^"  entraîne  o„=  /«'".  c'csl-à-dire  que  les  points 
centraux  relatifs  à  la  sphère  centrale  p  considérée  sont  les  points  de 
contact  de  cette  sphère. 

Si  l'on  fail  o  =  dz  -  dans  (59  bis),  on  trouve  tangç-o  =  ±  /,  ce  qui 

indique  que  le  point  de  contact  d'une  sphère  fondamentale  est  sur  la 


CONTRIBUTION    A    LA    GÉOMÉTRIE    CONFORME.  l4l 

sphère  de  raypn  nul  q  4=  ^7  '  c'est-à-dire  est  en  un  des  foyers  F,  F'  du 
cercle  Go,  comme  on  devait  s'y  attendre  {voir  note  ('),  p.  i25).  Ces 
foyers  sont,  en  d'autres  termes,  les  points  doubles  de  Tinvolution  des 
couples  de  points  de  contact  des  sphères  du  faisceau  C. 

Remarquons  encore  que  cpo,  comme  o,  varie  de  -  quand  on  passe 

d'une  sphère  centrale  à  l'autre. 

Nous  avons  défini  la  loi  de  variation  en  nous  servant  de  la  sphère 
centrale  /?;  il  est  claiir  que  des  considérations  toutes  semblables  s'ap- 
pliquent à  la  sphère  centrale  p'  et  à  son  adjointe  q' . 

7i\  bis.  Je  signale  encore  la  formule  qui  donne  l'angle  d'une  sphère 
quelconque  du  faisceau  C  avec  le  cercle  infiniment  voisin  C^  On  la 
déduit  immédiatement  de  la  formule  (6");  en  ne  gardant  que  les 
parties  principales  des  deux  membres,  et  désignant  par  r/lJ  celle  de 
l'angle  considéré,  on  obtient  immédiatement 

(6o)  fl?U ■-  =  cos- tp  r/cT^-t- sin^(p  <icT'^ 

De  là  une  interprétation  nouvelle  de  diji  et  dns'  qu'on  obtient  en  fai- 
sant successivement  cp  =  o  et  cp  —  -•  Ce  sont  les  angles  des  deux  sphères 

centrales  de  C  avec  le  cercle  C/ ,  infiniment  voisin  de  C  sur  la  sur- 
face. 

Remarquons  enfin  que,  pour  deux  sphères  du  faisceau  C,  ortho- 
gonales entre  elles,  on  a 

( 54  bis )  fi?U -' -h  dlj""  — .  flfcùf^  4-  ffe'-'  =  d^"- , 

cequidonneune  définition,  très  générale  et  très  simple,  de  l'élément  <3^c7. 

V.   —  Les  invariants  des  surfaces  cerclées. 

5S.  La  génération  de  la  surface  cerclée  S  est  maintenant  ramenée 
au  mouvement  (dans  l'espace  conforme)  du  pentasphère  orthogonal  II 
que  nous  avons  associé  au  cercle  générateur  C  :  sphères  centrales  p 
et  /?',  splières  adjointes  q  et  ^',  sphère  orlliogonale.  Nous  désignerons 
par  /'  cette  dernière.  Prenons  comme  paramètre-temps  l'élément  inva- 
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riant  o-,  défini  (')  par 


da"-  =  dg-  +  dg'-  =  de-  -i-  de'- (  c  «n^c'  —  c'  de  )-  ; 


et  les  invariants  fondamentaux,  dont  l'expression  en  fonction  de  t 
définira  la  surface  I!  et  toutes  celles  qui  lui  sont  homologues  par  les 
transformations  du  groupe  conforme,  seront  les  vitesses  dr  rotation 
(conformes)  (n"  27)  des  divers  couples  de  splières  du  pentasplière  II. 
Calculons  ces  rotations.  La  différentiation  des  équations  (67)  donne, 
en  tenant  compte  des  formules  (58), 

(61)  dp=  p'  ^/(1>  +  q  dw,         dp'  =  —  p  d(l>  +  7'  dr^'. 

On  en  conclut 

(  62  )    p'  dp  m  —  //  dp'  ==  d*i>,        (j  dp  =  —  p  dq  rr  f/^n,        q'  dp'  =  —  p'  dq'  r=i  drr>' , 
(63  )      p  dq'  =  p'  dq  =:  q  dp'  =  i/'  dp  r-  p  dr  =  p'  df  nr  /■  dp  =  /'  (/p  =  O. 

Les  éléments  invariants  dcj,  diTi'  sont  les  racines  de  Téquation  (55) 
ou  (55  bis).  L'angle  <I>  est  donné  par  la  formule  (56).  De  sa  définition 
géométrique  (angle  de  la  sphère  centrale/?  avec  la  sphère  «^)  résulte 
qu'il  augmente  d'une  constante  Yo  si  l'on  substitue  au  couple  g,  g', 
pour  définir  le  cercle,  un  autre  couple  à  vitesse  de  rotation  nulle;  car 
deux  tels  couples  font  un  angle  constant  Yo»  ^n  pouvait  donc  prévoir 
l'invariance  de  d(p.  On  a,  du  reste, 

(64)     ^T^rf*  —'{dgd'g'  +  dg'  d-g)  co%2<\>—  {dg  d' g  —  dg'  d\-^'  )  sin.îa» 

avec 

d--  cos  '2  <l»  =:  dg-  —  dg '-,         rft-  si n  2 «I>  =  2  <^^  dg' , 

dz^  =  ( dg'-  —  dg'-  )'  4-  4  (  dg  dg ')"-. 

r»(>.  Dans  le  calcul  des  aulres  vitesses  de  rotation,  j'emploierai  la 
notation  0,  pour  indiquer  la  diflerenliation  d'une  fonction  de  /etde<ï>, 
dans  laquelle  <I>  est  laissé  constant.  On  a  ainsi,  d'après  (58), 

Ô/>  rzr  COS<I>  d'^  +  sill  »l>  d i^'  :=.  (]  drVi ,  dp'  =  —  siii  C>  dg  ~h  cos<l>  dg'=  q'  dzn'. 

(1)  (^eci  exclut  la  classe  des  surfaces  cerclées  pour  lesquelles  dg^  -h  dg'^ 
est    nul. 
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A  cause  de  qq'  =  o,  on  en  conclut 

op  d  0//  —  op'  dop  =L{fj  dp'  —  q'  dij  )  djTS  dm' . 

On  a,  d'autre  part, 

d.  op  r=  0- p  -\-  ôp'  <^/<I>,  d  dp'  =^  rV-p'  —  op  c/<I>, 

op""  +  «3^'^  =  dg^  +  dg"'  z=z  da"- . 
Par  suite, 

{q  dcj' —  q'  dq)  dm  dm' Tzz  (ôp  ô-p'  —  op'  6-p)  —  du'  d^- 
—  {dg  d'g'  —  dg'  d\g)  —  d<j^  d^  ; 
d'où  la  formule 

,o^s      t.                  Il        1/    /   7              ,  ,-.        drs'>-d<\>  —  (dgd''g'—dg'd''g) 
(6d)    q'dq=-qdq'=-{q'dq~qdq')=  \dmdm' 

57.  Le  vecteur  /•  a  pour  composantes  les  déterminants  formés  avec 
le  tableau  des  coefficients  de  yo,  p' ,  q^  q' ^  ce  que  nous  écrivons  symbo- 
liquement 

(66)  V^Wp     p'     q      q'\\. 

On  a  donc 

rdq  —  \p     p'     q     q'      dq\,  rdq'—\p     p'     q      q'     dq' \, 

les  seconds  membres  de  ces  formules  désignant  les  déterminants  dont 
les  colonnes  seraient  les  composantes  des  vecteurs  indiqués  successive- 
ment entre  les  deux  barres.  On  a,  avec  les  notations  précédentes, 

^==£'  ''^-^"  dq-^2.^^^-p+^p'd^)^dUp, 

dq'=-^,{d'-p'—dpd(t>)  +  d-  dp',    ■ 

do  sorte  qu'il  vient 

r  dq  dm  dm' =z ——\p     p'     op     op'     o"/'|, 

r  d<i' dm  dm' ^^-j—,\p     p      op     op'     o'-/?' |  ; 

d'où,  en  posant 

(67)  dG'^  =  \g    g'    dg    dg'    d^gl        dG'''=\g    g'    dg    dg'    d^g'l 


l44  E.    VESSIOT. 

les  formules 

(68)  ^  ^ 

'■^'-^  -  55^'(-  ^^•"^-^  ^^°^^v- 

58.  On  peut  se  proposer  de  calculer,  en  fonction  de  c  et  c'  (sphères 
orthogonales  quelconques  passant  par  le  cercle  générateur),  les  rota- 
tions que  nous  venons  d'exprimer  au  moyen  de  g  et  g'  (couple  ortho- 
gonal à  vitesse  de  rotation  nulle).  Ce  calcul  fera  intervenir  l'angle  y, 
défini  par  d^^  =  cdc  =^  —  c' de,  qui  définil  le  couple  (g^g')  par 
rapport  au  couple  (c,  c').  Nous  désignerons  par  à  une  difîérentiatioii 
de  (onctions  de  /  et  de  y,  dans  laquelle  on  laisserait  y  constanl.  Nous 
aurons  ainsi,  en  ayant  égard  à  g  dg  =  g'  dg'  =  o^  g  dg'  =  g'  dg  =  o, 

ôfi:  ^  cosy  de  -t-  sin  y  de' .         dfi'  =z  —  sin  y  de  ■+-  cosy  de', 

à,:,'  ^^dg  —  g'  d'i,         ôg'  =  dg'  -h  g  d-j . 

dg'-  -  dg''  =  dg'-  —  dg'' ,         dg  ôg'  =  dg  dg'  ; 

d'où  l'on  conclut 

2  de  de'    (  dg^-  —  dg"-  )  si  n  2  y  h-  2  dg  dg'  cos  a  y  ^ 

dc"^  —  de'"^        (  dg"-  —  dg'^  )  cos  2  y  —  2  dg  dg'  sin  2  y  ' 

et,  en  tenant  compte  des  formules  (G/j), 

(  .  ^         .  ">■  de  de'  ,  .  ,  .         ,        ,  .        ,  ,. 

^       \  iang2(<I>  +  y)  =  ^^^— -^,,  d-' cosi{<t> ^  ■/)  =  de- -  de'\ 

{  dz- sin  2  {*^ -h  y)  =  2  de  de'. 

On  remarquera  que  ces  formules  définissent  directement  la  position 
des  sphères  centrales  par  rapport  au  couple  (c,  r'),  l\ingle  de  la 
sphère  c  avec  la  sphère  centrale  p  étant  $  -h  y. 

On  en  conclut 


:7'>) 


d<i>  =  -  dy  -h  -pj{  de  d' c'  -«-  de'  d'- e){de'^  -  de'^ ) 

-2dede'{ded'r-dc'dU']. 
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Pour  le  calcul  de  q'  d(j,  nous  avons  ensuite 

d^-g  z=  cosy  d-c  +  siny  d^c',         0-g'=^  —  sinyc^-c  +  cosy  c/'^c', 
d\g  =  d'g  —  1  dg'dy  -  g  dy^-g'  d^y, 
â\g'=d'g'-  2dgdy  ^g'dy^'+g  d^y- 

d'où,  en  observant  les  identités  ^d'-Lï  ■■=  —  d:^^,  ii'  d'à'  =  —  d<::''\ 

Og  d'g'  ~  <)g'  d\g  =  {dgd\g'  —  dg'  d\g)  —  dy  da^  -^  2  dyK 

Comme  on  a,  d'autre  part, 

Og  d- g'  —  ôg'  à- g  =  de  d^c'—  de'  d-  c, 
il  vient 

(71)  q'  drj=  —^L-—[drs-^{d<i>  -+-dy)  —  2  dy^  —  (de  d'c'—dc'  d'c)]. 

Enfin,  on  peut  écrire,  par  des  simplifications  immédiates  de  ces 
déterminants, 

^G^^U^-    /    dg    dg'    d'-g'l        dG''  =  \g    g'    dg    dg'    d-g'l 

et  l'on  en  conclut 

dG'*:=  dC*  cosy  +  dC*  siny,         <iG''  =  —  dC*  siny  +  dC'  cosy, 

en  posant 

(72)  dC'=\c     c'     de     de'     d'-e\,         dC"'=\c     e'     de    de'     r/^c'). 
Les  formules  (68)  deviennent  ainsi 


(73) 


I    r   dc*  .  ,^     ,    dc*     ^      "] 


59.  Ayant  égard  à  l'identité  da-  =  dxn-  4-  dm'-,  nous  poserons 
(74)  q  dp  =  drjj  =:  cosada,         q' dp' =:  dr^^' =:  s'in a  d<7, 

ce  qui  revient,  d'après  (60),  à 


o 
tansa  tans-  =  i 
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et  donne  à  \di  formule  de  distribution  (Sg)  la  l'orme 
("5)  lang(p(,rr  tanga  tangcp. 

On  remarquera  que  a  est  réel,  quand  o  est  imaginaire,  c'est-à-dire 
quand  le  cercle  infiniment  voisin  de  G  est  engagé  dans  G,  et  inver- 
sement. 

Pour  les  autres  rotations,  nous  poserons 

(  76 )   i>'  dp  =  d<i>  —  V  da,         q'  dq  =  Q  d'y.         r  dq  =  R  dn,         rdq'—  \\  '  di. 

Le  système  différentiel  de  Sei  rct-Frenel,  qui  dèjinit  le  mouve- 
ment (^conforme)  du  pentasphère  fondamental  II,  s'écrit^  par  suite, 

(77)  ■^=qcosa+p'P,  -^  =q'$inct  —  pP, 

(78)  ~  =  —  pcosoc-h  q'Q  +  rK,  -y-  =:  — /)' sinot  —  ^O -4- /H', 

(79)  '^=-qR-q^R'. 

La  forme  de  la  dernière  conduit  à  poser 

(80)  R=— Hcoslî,         R'=-llsinO, 

où  H  et  12  ont  les  interprétations  suivantes. 

(  )n  a  dr^  =  H^  d'j\  ce  qui  montre  que  H  r/cr  est  l'angle  de  la  sphère 
orthogonale  avec  la  sphère  orthogonale  voisine;  cela  revient  à  dire 
(n**  29)  que  H  est  la  vitesse  angulaire  (conforme)  de  la  sphère  ortho- 
gonale. 

A  cause  de  rdr  =  o  on  voit,  d'autre  part,  que  la  sphère  dr  est  la 
sphère  qui  coupe  à  angle  droit  la  sphère  orthogonale  le  long  de  son 
cercle  caractcrislique;  et  celte  sphère  étant 

1  dr  I  •  r^ 

TT  -;-  =  7  cosli  -\-  q  sinli, 

H     rt(7 

on  voit  qu'elle  passe  jiar  le  cercle  G„  associé  au  cercle  G,  et 
que  Q  est  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  sphère  q.  adjointe  à  la  sphère 
centrale/?. 
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Les  invariants  différentiels  de  la  surface  cerclée  sont  donc 

(80  «,     P,     Q,     H,     P- 

et  les  dérivées  de  ces  invariants  par  rapport  à  t.  La  surface  est  définie 
géométriquement^  au  point  de  vue  conforme^  quand  on  connaît^  en 
fonction  de  c,  ces  cinq  invariants  fondamentaux.  II  faut  observer 
que  (7  n'est  défini  qu'à  une  constante  additive  près,  de  sorte  que  les 
formules  définissant  la  surface  seraient,  d'une  manière  plus  précise,  de 
la  forme 

(82)       ^=r/.(a),        P=/,(a),        Q=/3(a),        H=r/,(a),        P.== ./;(«); 

c'est-à-dire  que  ce  sont  des  relations  liant,  deux  à  deux,  les  six  inva- 
riants différentiels  du  premier  et  du  second  ordre  ('). 

Si  a,  P,  Q,  R,  R'  sont  connus  eîi  fonction  de  a,  la  détermination  de 
la  famille  de  surfaces  cerclées,  homologues  entre  elles,  qu'ils  définissent 
s'obtient  par  l'intégration  du  système  (77),  (78),  (79)5  où  Ton  peut 
considérer  les  lettres  p,  p',  q,  q' ^  r  comme  des  variables  ordinaires. 
Chaque  système  de  coordonnées  Pk,  Pu  ([k-t  Iki  'aj  pour  /i  =  i,  2,  3,  4,  5, 
est  une  solution  de  ce  système.    Il  suffit  d'assujettir  leurs   valeurs 

(')  Comparez  Besserve,  Thèse,  p.  loi.  Nous  nous  bornons  ici  au  cas  général. 
En  ce  qui  concerne  la  concordance  des  notations,  elle  est  établie  par  ce  qui  précède 

en  ce  qui  concerne  l'invariant  1^  de  M.  Besserve,  et  h  :=  — —  •  Les  sphères  fonda- 
mentales sont 

0  /   •    0  ,  ô  ,   .     0 

s  =z  p  cos  — \-  p  sin  -1  s  =:  p  cos »  sin  -: 

'  2       '  2  ^  2       '  2' 

d'où  Ton  tire,  en  ayant  é^ard  à  (77), 

ds'  =lvdr;-^-  do]\  ds''  =(Pda—-do 


En  comparant  aux  résultats  de  la  page  66  de  la  Thèse  de  M.  Besserve,  on  con- 
clut à  l'identité  de  P  avec  l'invariant  Ij  de  cet  auteur.  M.  Besserve  trouvant 
d'autre  part  (p.  74),  pour  le  carré  de  l'angle  de  la  sphère  orthogonale  avec  la 
sphère  infiniment  voisine,  la  formule  (I|  -4- 1| —  21^1415)  d(j'-,  on  en  conclut  que  I4 
et  I3  sont  des  combinaisons,  linéaires  et  homogènes,  de  B  et  B',  dont  les  coeffi- 
cients ne  dépendront  que  de  a. 

Journ.  de  Math.,  tome  II.  —  Fasc.  II,  1923.  20 
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initiales  à  satisfaire  aux  conditions  dorthogonalité,  pour  qu'elles  y 
satisfassent  quel  que  soit  a. 

Sur  l'intégration  de  ce  système,  je  renverrai  aux  indications  que  j'ai 
données  autrefois  ('),  fournissant  le  moyen  d'en  ramener  l'intégration 
à  celle  d'un  système  de  Lie,  d'ordre  3,  dont  le  groupe  associé  est  le 
groupe  projectif  qui  laisse  invariant  le  complexe  linéaire 

dz  -\-  X  dy  —  y  dx  =  o . 
40.   Réciproquement,  le  mouvement  d'un  pentaspJière 

pour  lequel  les  rotations  des  couples  (yo,  ^'),  {(J,p'),  {p-,  '')»  (/^'»  ^') 
sont  nulles^  définit  une  surface  cerclée^  pour  laquelle  ce  penta- 
sphère  est  le  pentasptière  associé  au  cercle  générateur^  lequel  est  le 
cercle  (/?,  p').  Les  équations  du  mouvement  seront,  en  eflet,  de  la 
forme  (77),  (78),  (79),  en  déterminant  la  variable  a-  par  la  condition 

d'j^=--{qdpY+{q'  dp')\ 

Soit  C  le  cercle  (p,  p').  Comme  on  a 

rp  =:  o,  rp'  =  0,         r  dp  =  o,         r  dp'  =:  o, 

la  sphère  /•  est  orthogonale  à  C  et  au  cercle  infiniment  voisin. 

L'angle  de  Tune  des  sphères  centrales  avec  p  est  donné  [équa- 
tion (69)]  par  la  tangente  de  l'angle  double,  qui  est  nulle,  car  la  con- 
dition qdp'  =  o  donne  dp  dp'  =^0,  par  la  première  équation  (77). 
Donc/)  et/?'  sont  les  sphères  centrales  de  C. 

En  continuant  à  appliquer  à />  et//  les  formules  générales  établies  pré- 
cédemment pourc  et  c',  nous  trouvons,  par  (43),  r/y^  pdp'  ^^  —  Vdi, 
et,  par  (55  bis),  en  tenant  compte  de  (77), 

dxs'^  =  dp^—  \''^d<j-=  cos^ a  da\         r/ra'- =  <-///»— P*  c^(7-:=  sin' a  ^7*; 
on  peut  disposer  des  signes  =t,  dont  il  est  possible  d'alTecter  p  et  p', 

C)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  I'i8,  S  février  igot).  Le 
système  (77),  (78),  (79)  est  lui-mètne  un  système  de  IJe,  dont  le  groupe  associé 
est  le  groupe  orthogonal  à  cinq  variables.  On  trouvera,  dans  le  même  Tome  des 
Comptes  rendus  une  autre  métliode,  de  Darboux,  pour  inléi^rer  de  tels  svslèmes. 
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de  manière  à  conclure  de  ces  formules 

dm  =z  cos  a  dn,         dm'  i=  si  n  a  da. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  remarquer  que  les  formules  (58)  deviennent,  si 
l'on  y  introduit  c  et  c'  par  les  équations  (4')' 

de         ,  ,  ,        de'     .    ,.  ^        p'    , 

q^      _cos($  +  y)  +  ^   s.n(a>  +  y)  +  ^c/y, 

/  fie     .    ,  ^         ^        de'  .  ,  P      , 

^^'=-d^''^'^(^-^y)  +  d^''''^^^7)-£'^^'!- 

Comme  ici  c  =  p,  c'  =  p\  (p  -h  y  =  o,  dy  =  —  P  d'y,  ces  formules,  qui 
définissent  les  sphères  adjointes,  se  réduisent  à 


'£'p'^' 


sin  a  \_d(j  J 


Or  ce  sont  les  valeurs  mêmes  que  l'on  déduit  des  formules  (77).  Donc 
les  sphères  q,  q'  du  pentasphère  considéré  sont  hien  les  sphères 
adjointes  aux  sphères  centrales  du  cercle  (p,  p'). 

On  observera  que  tout  ce  qui  est  essentiel  dans  les  hypothèses 
résulte  de  Texistence  d'un  système  d'équations  de  la  forme 

Ji=Kq  +  Pj)\      _£.^A'7'-1>,      pp'=:qq'  =  pqz=zpq'=p'q—p'q'  =  o, 

entre  les  vecteurs  correspondant  à  quatre  sphères/?,  p' ,  q^  q' . 

On  peut  encore  dire  que  la  condition  dp  dp'  =  o  exprime  que  les 
sphères/?,  p' ,  supposées  orthogonales,  sont  sphères  centrales  du  cercle 
qu'elles  déterminent,  et  que  les  conditions 

p  dp'  =  p'  dqr^ p  dq'  =  o, 

quand  on  les  impose  à  quatre  sphères,  orthogonales  deux  à  deux, 
expriment  que  le  cercle  (p,p')  a  pour  sphères  centrales  p  et  //,  et, 
pour  sphères  adjointes  à  ces  sphères  centrales  respectives,  les  deux 
autres  sphères  q  et  q'  du  tétrasphère. 
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^  I.  —  La  Géométrie  sur  la  surface  cerclée. 

41.  Un  point  quelconque  du  cercle  C,  de  la  surface  ï,  est,  avec  les 
notations  précédentes, 

(83)  ni^r — ù/  sin^j  -\-  i//'  cosO. 

car  on  a  nr  =  o,  mp  =  mp'  =  o.  Ce  point  est  sur  la  sphère 

(84)  fft  =  ^/ COS0 -4- 7' sin  9, 

car  ou  a  mv^  =  0.  L'angle  0  est  l'angle  de  cette  sphère  avec  la  sphère  q  ; 
et  le  second  point  d'intersection  de  cette  sphère  avec  G  est  donné 
par  (83),  quand  on  y  change  0  en  0 -h  ?:.  L'angle  0  est  donc  une 
sorte  d'abscisse  angulaire,  sur  le  cercle  C,  pour  laquelle  le  cercle  Cq, 
associé  à  C,  joue  le  rôle  de  pôle,  la  sphère  adjointe  tj  le  rôle  d'axe 
polaire,  et  les  sphères  (orientées)  passant  par  C^  le  rôle  de  rayons 
vecteurs. 

Les  points  de  la  surface  Z  sont  ainsi  définis  par  les  coordonnées 
intrinsèques  absolues  1  et  0. 

Conformément  à  la  loi  de  distribution  [équation  (73)],  la  sphère 
tangente  à  -  en  m  est 


(85)     i'  z=  j  {p  cos^  sin  a  +  /)'  sin  0  cosa  ).  A  =  y  cos^9  sin^a  -f-  sin-6  cos-a. 

On  peut  le  vérifier  comme  il  suit.  Sur  une  courbe  quelconque  F, 
un  point  m  et  un  point  voisin  m  -+-  Am  peuvent  être  considérés  comme 
des  sphères  de  rayon  nul,  qui  définissent  un  faisceau  de  sphères, 
orthogonales  à  la  droite  joignant  les  deux  points.  A  ce  faisceau  appar- 
tient la  sphère  A/?z  ;  donc,  à  la  limite,  la  sphère  dm  esl  orthogonale  à 
la  courbe  F  en  m.  On  vérifie,  du  reste,  qu'elle  j>asse  bien  par  ///,  à 
cause  de  m  dm  =  o,  qui  résulte  de  m"^  =  o. 

Si  la  courbe  F  est  tracée  sur  -,  on  aura 

(hn  1^  dr  —  id<]  sin  0  4-  /  dq'  cot.  0  —  m'„  dO. 
On  en  conclut,  par  les  formules  do  Serret-Ficnet, 

V  dm  =  y  [ —  /' sinScos^  sin5t(—  cosa)  —  /cosô  sin  6"  cos:<(àin  a)]  :=  u. 
k 
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Donc  la  sphère  v  est  orthogonale  à  toutes  les  sphères  orthogonales 
en  m  aux  courbes  de  2  passant  en  ce  point;  et,  par  suite,  est  tangente 
à  la  surface. 

Remarquons  que  les  courbes  0  ^  o,  ->  it,  — '  sont  les  lieux  des  points 

centraux,  c'est-à-dire  sont  analogues  aux   lignes  de  striction  des 
surfaces  réglées  (  ^  ). 

42.  Pour  deux  déplacements  d  ei  o  sur  la  surface,  on  a  l'angle 
qu'ils  forment,  par  l'angle  des  sphères  dm,  Bm  qui  leur  sont  respec- 
tivement orthogonales.  Cet  angle  V  est  donc  donné  par  la  formule 

dmom 
cos  V 


^dm-  i/ôm 


Le  numérateur  est  la  forme  polaire  de  la  forme  quadratique  dm^,  que 
Ton  calcule  au  moyen  des  formules 

dr^  —  (R2  4-  R'2)  G?a^         dq""  =  (cos^a  4-  Q^-h  H^)  da\ 

dq^={sin^a  +  Q^^H'')da^] 

drdg=—f{K'da-,         dr  dq'=  QR  da-,         dg  dg' =Ï{K' dtj'- ■ 

Vq  dr  r=  —  (  R  cos  9  -\-  R'  sin  6)  du,  t'o  dq  :::zR  sin  6  da, 

Vfydq'  z=i  —  Q  cos  9  de, 

qui  résultent  des  équations  de  Serret-Frenet.  On  trouve 

(86)  ^/n2=:[(Rcoï>9-K  R'sin9+  iQ)  da -\-  i dOy  —  k'- dr;'- . 

Cette  forme  n'est  pas  autre  chose,  à  un  facteur  près,  que  le  ds"^  de 
la  surface.  En  effet,  si  l'on  désigne  par  x,  y,  z  les  coordonnées  rec- 
tangulaires du  point  w ,  ses  coordonnées  pentasphériques  carté- 
siennes sont  : 

I  m^z=^.x,  in^=i[iy,  niirrz^z, 

(87)  •  ,f,-Î4_    y2_^  ^,2_  ,  j;2_|_    ,.2   _(_    .24_i 


/«5=  l-t- 


2  l 


(')     J\e    pas    confondre    a\ec    les    lignes    désignées    ainsi    par    Enneper    el 
Demarlres. 
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(jt,  étant  un  facteur  convenable.  Or,  on  a 

m  =  —  irn-  —  [j.         et         m^ 


"       '     'H'.y^  l   ,ni 


Cl 

.>'o 

^'=-F/ 

I  —  r* 

1           .x„ 

-.>o  — ^o  +  r-^o 

^5  = 

2R„ 

-R? 

2R0 

Delà 

dm- =  ix^{dœ'^-\- dy^  + dz-). 

Pour  déterminer  le  facteur  [jl,  il  suffit  d'observer  que  les  coordonnées 
pentasphériques  cartésiennes  d'une  sphère  c,  de  centre  {x,^,  j>'„,  ^o)  et 
de  rayon  R„,  sont,  avec  la  condition  c^  =  i. 


(88) 


de  sorte  que,  si  l'on  désigne  ici  par 

les  coordonnées  des  centres  et  les  rayons  respectifs  des  sphères  j;,  q,  fj\ 
on  aura 

On  en  conclut  (jue  le  point  /;/  n'est  autre  que  le  point  du  plan  des 
centres  des  trois  sphères  considérées  qui  a  pour  coordonnées  barycen- 

triques,  relativement  a  ces  trois  centres,  —  rr- ,  —7- — >  — -7 Donc 

le  facteur  u.  a  pour  expression  : 

/    I  /sin5        ico%B\ 

où  iîo,  Ko,  H'j  sont  les  rayons  de  la  sphère  orthogonale  et  des  sphères 
adjointes  aux  sphères  centrales. 

Puisque  l'on  a  dm"^  =  \l-  ds'- ^  les  courbes  minima  de  la  surface  ont 
pour  équation  différentielle  dm^  =  o.  On  arrive  à  cette  même  équa- 
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tion  en  remarquant  que  la  condition  dm"^  =  o  exprime  que  dm  est  un 
vecteur  définissant  un  point;  que  ce  point  étant  infiniment  voisin 
de  m,  la  droite  qui  joint  m  à  dm  est  tangente  au  lieu  de  m\  et  que 
l'identité  m  dm  =  o  (résultant  de  m'- ■— o)  exprime  que  celte  droite 
est  une  droite  isotrope. 

Les  trajecloifcs  orthogonales  des  cercles  C  sont  définies  par 

d(dm'-)  

(){d9)    ~*^' 
ou 

(89)  i d9  -h  {n  cos 6  -{-  R'  siaO  -i-  iC))da  =  o. 

On  retrouve  ainsi  que  leur  détermination  résulte  de  Tintégration 

d'une  équation  de  Riccati,  obtenue  en  posant  lang-  =  T. 

Par  ce  changement  de  variable,  la  forme  (88)  deviendra,  à  un 
facteur  près, 

j[R(i— T*)-h2R'T  +  fQ(i4-T2)]^a4-2/rfTj2 
—  [(i  —  T'^)-  sin-a  H-  [\'ï^  cos-a]  da'^. 

Cette  forme  devra  être  employée,  au  lieu  de  (88),  en  un  point  de 
courbure  q±iq'  (n°  24),  la  forme  (88)  devenant  alors  illusoire. 
On  a,  dans  ce  cas,  T  =  ±:  «,  et  la  forme  quadratique  en  question 

devient 

[(R  ±  iR')  ^cr  —  dTf  -+-  cos2a  ^a*. 

On  en  conclut,  en  particulier,  que  les  lieux  des  points  de  courbure 
coupent  le  cercle  C  sous  les  angles  donnés  par 

R  ±  iW 

cosy 


v/(H±«R')^+cos2« 

formule  d'où  l'on  tire,  pour  interpréter  R  et  R', 

(R  ±  «R')-  =  C0S2CX  coi-y. 

45.  Passons  à  la  détermination  de  la  courbure  normale  d'une 
courbe  tracée  sur  la  surface.  Elle  équivaut  à  celle  de  la  sphère,  tan- 
gente en  m  k  la  surface,  et  qui  a  en  m^  avec  la  courbe  considét  ée,  un 
contact  du  second  ordre.  Une  sphère  tangente  à  la  surface  appartient 
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au  faisceau  défini  par  m  et  p;  elle  est  donc 

(  90  )  tv  =  p  m  4-  ^'. 

On  a  p  =  7W,  cVst-à-dire  que  p  est  le  cosinus  de  l'angle  de  la  sphère 
considérée  avec  la  sphère  orthogonale. 

Soit  d  la  différentiation  relative  à  la  courbe  de  la  surface  que  nous 
considérons.  Gomme  on  devait  s'y  attendre,  la  condition  de  contact 
wdm=^o  est  réalisée;  et  il  faut  écrire  la  condition  du  contact  du 
deuxième  ordre,  wd''* m  =  o.  Or,  si  l'on  suppose  que  la  sphère  w  varie 
avec  le  point  m  de  la  courbe,  on  déduit  de  wdm  =  o,  l'identité 

w  d^  m  -\-  dw  dm  =  o. 

La  condition  cherchée  est  donc 

o  r=  dw  dm  =  dm {mdp  -[-  p  dm  -h  dv)  z=  p  dm^  -+■  dm  di>  ; 

d'où  la  formule  cherchée 

dm  dv 

(9')  P  = 


dm^ 

Si  nous  posons 

(92)  i'  =z  p  cosO  sinoc  -1-  p'  siii  0  cosa  :=  /.r, 

nous  aurons 

dm  de  =:  k  dm  dv  -\-  dk.  c  dm  =  k  dm  dv, 

et  la  formule  précédente  pourra  s'écrire 

I  dm  dv 

(9^  bis)  p  =.____. 

Le  numérateur  se  calcule  au  moyen  des  équations  de  Scrret-Frenet, 
qui  donnent  : 

dp  dr  z=  —  R  cosa  da-,         dp  dq  =  o,         dp  dij' z:^  —  (  P  sin  a  -t-  (^)  cosa)  c^ct*, 

dp'dr^=  —  R'sina^a'^         r//y'(^Y  =:  (  P  cosa -+- (^  sina)  (/(7-,         dp'  dq' ^o, 

i'^dp  =  cos6  costx  d(7,         v^  dp' =:  si nQ  sin  oc  d(j. 
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On  trouve 

(gS)      — (lmcWz=.     /A-P  H- sinacos3t(PvCos'y  4- K' sin/5 -+- «0) 

.   .    „        ,  f/al    ,  , 
—  i  siii  y  cosO  -;—     da- 

flG  J 

-h  2  <  sin  a  cos  a  i^7  ''/9. 

On  remarquera  que  les  courbes  qui  salisfonl  àTéquation  dm  dv  =  o 
peuvent  être  considérées  comme  Tanalogue  des  lignes  asymptoliques, 
car  en  chacun  de  leurs  points,  la  sphère  passant  par  le  cercle  généra- 
teur, qui  est  tangente  à  la  surface,  a  un  contact  du  second  ordre  avec 
la  courbe.  Parmi  ces  courbes  figurent  les  cercles  générateurs  c^a  =  o; 
les  autres  sont  définies  par  l'équation 

.  .  dQ  . 

o  ^  2  i  sin  a  cosa  ~ h  ik-  P  -t-  sin  a  cosa  (  <Q  -f-  R  cos^*  +  R'  sin  B) 

dij 

—  i  -r-  sinScostf. 
d<j 

44.  Il  convient  d'observer  ici  le  cas  R  =  R'=  o.  L'équation  (79) 
donne  alors  /•  =  const.  Donc,  c'est  le  cas  où  tous  les  cercles  généra- 
teurs sont  orthogonaux  à  une  sphère  fixe  ('  ).  En  prenant  alors  comme 
variable  tangO,  on  ramènera  l'équation  précédente  à  une  équation  de 
Riccati. 

D'autre  part,  l'équation  (89)  des  trajectoires  orthogonales  des 
cercles  générateurs  s'intégrera  par  une  quadrature. 

Remarquons  que  le  système  de  Serret-Frenet  se  réduit,  dans  ce  cas, 
à  un  système  du  quatrième  ordre  : 

{  dp  ,,^  dp'  ,    . 

[  -j- =:       (J  COS X -\- p  r ,  -^  =       (7  sioa — /)i^; 

\  d(j  d<T 

(94)  {    ,  ,  , 

I  -r-  =:  —  P  cosa  +  a  \K         —h  =  —  P  sina  — f/O. 

\  drj  ^  '  da 

C'est  un  système  de  Lie,  dont  le  groupe  associé  est  le  groupe  ortho- 
gonal à  quatre  variab'es. 


(')    On    pourrait   dire   qu'ils    admettent    cette    sphère    comme    sphère    de 
symétrie. 

Journ.  de  Math.,  tome  II.  —  Fasc.  II,  1923,  ^^ 
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Dans  la  Note  citée  ('),  j'ai  donné  des  formules  entièrement  expli- 
cites, réduisant  à  l'intégration  de  deux  équations  de  Riccati  la  résolu- 
tion de  tels  systèmes. 

On  peut  considérer  le  cas  où  la  surface  cerclée  est  une  transformée 
(par  une  transformation  conforme)  d'une  surface  réglée,  ou  dégénère 
en  une  surface  réglée,  comme  un  cas  limite  du  précédent,  la  sphère 
orthogonale  fixe  se  réduisant  alors  à  une  sphère  de  rayon  nul.  Direc- 
tement, il  se  trouve  exclu  de  notre  analyse;  car  nous  avons  écarté  les 
cercles  sécants  de  nos  considérations  (n"  19). 

Rappelons  ici  que,  en  géométrie  conforme,  les  plans  et  les  droites 
se  présentent  comme  des  sphères  et  des  cercles  passant  par  le  point 
à  Vin  fini.  Car,  en  coordonnées  pentasphériques  cartésiennes  (n'^  "^2), 
la  condition  pour  que  la  sphère  a  se  réduise  à  un  plan  est 


«.  —  irtfr- =  o  : 


ce  qui  s'interprète  en  disant  qu'elle  contient  le  point 

r,  = /-j^r:  /-^  =:  O.  /■,:='/..  /'s  =  —  '/•• 

C'est  ce  poirit  qui  est  le  point  à  l'infini  et  qui  remplace,  en  géométrie 
confoime,  le  plan  à  l'inlini  de  la  géométrie  projective. 

ii>.  Je  reviens  au  cas  général,  pour  chercher  Vcquation  diffcren- 
ticlle  des  Lignes  de  courbure  et  les  sphères  de  courbure  principales. 
Je  simplifierai  les  calculs,  en  posant 

lp/.=p,  Rcos(/  +  K'sin0-f-iQ  =  ///,  h  d'y -\- dO  —  7., 

(96)  \  ,,0        /     •  d°^    •    r  r         , 

I  /.- 1-*  —  //  sin  y.  cosa r-  sin  y  cos'7  -^  /. 

[  «a 

Nous  aurons  ainsi 

( 97  )       —  ^'"^  -=7.^-\-  k^  r/7-,         —  rini  c/c  =  ?.  ?  si n  s:  cos  a.  /  c/t  -h  //  du"-  ; 


(')  Comptes  rendus  de  r  Académie  des  Sciences,  S  ft'-vrier  1909.  D'aulres 
méthodes  d'intégration  avaient  été  données  antérieurement  par  Kiesland.  Laura, 
Darboux. 
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el  il  s'agit  d'exprimer  que  l'équalion 

(  98  )  p  d/n^  -h  dm  dv  rr  o 

a  une  racine  double  en  -7-,  ou  en  -;-•  D'où  les  équations 

d<7  da  ^ 

(99)  pZ  + /siua  cosa  <^/a- =  o,         (p/c- 4- <7)  c/a -h  <  sina  cosa.Z  =;::  o. 
On  en  conclut  l'équation  en  p, 

(100)  p'^A-+ p«7h- sin-a  cos^a  =:  o; 
et  l'équation  dillërentielle  des  lignes  de  courbure 

(loi)  sina  cosa. /."- r/(7- — /Zc/c  —  sin  a  coscz  .  Z- =z  o. 

On  observera  que  la  valeur 

-      -  /         ,  _ 

p=:p„=:— —   =-(p,+  p2J, 

où  p,,  p.,  sont  les  racines  de  (100),  définit  la  sphère  liarmonique^  qui, 
dans  le  faisceau  des  sphères  tangentes  pm  -h  f,  esl  la  conjuguée  har- 
monique de  la  sphère-point  m  (p  =  x)  par  rapport  aux  sphères  prin- 
cipales [^=^^,,^z=.^.^. 

Aux  points  de  courbure,  nous  faisons  le  changement  de  variable 

1  =  lang  -• 
La  sphère  tangente  sera 

p[—  2/Ty  -I-  <(i  —  '\-)q' \  -I-  (1  —  T-)/>sina  -t-  aT/^'cusa; 
c'est-à-dire,  suivant  qu'il  s'agit  du  point  y  -f-  iq' ^  ou  du  point  q  —  iq' ^ 

p{q  —  iq') -\- (p  sin  g:  +  ip' cos a)  (T  =  <), 


p(7  —  irj')  -t-  {p  sina  —  ip'  bosa)         (T  =::  —  /). 
L'équation  (100)  devient  l'une  des  deux  équations 

p-  cosia  —  p(  TT"  —  '^  cos2a  ):=  o         (T  =  ;'), 

(io3)  <;  ^  ^  ^ 

p-  COS2  3C  —  p  (  -j (-  /P  COS2  5(  |  =r  U  (1'  = 0- 
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L'une  des  racines  est  donc  nulle;  et  nous  retrouvons  ces  résultats 
connus,  que  la  sphère  principale  correspondante  est  la  spJière  fonda- 
mentale ;  et  que  la  direction  principale  est  celle  du  cercle  généra- 
teur {da  =  o);  ce  qui  a  fait  donner  par  Demartres,  aux  points  consi- 
dérés, le  nom  de  points  de  courbure  (  '  ). 

46.  On  peut  opérer  autrement  pour  trouver  les  lignes  de  courbure, 
et  obtenir  ainsi  des  formules  que  l'on  peut  considérer  comme  les 
analogues  des  formules  d'Olinde  Rodrigues. 

Pour  que  le  point  de  contact  de  la  sphère  w  =  ^m  -+- 1-  décrive  une 
ligne  de  courbure,  il  faudra,  si  cette  sphère  a  un  contact  du  second 
ordre  avec  le  lieu  de  son  point  de  contact,  qu'elle  soit  tangente  à  la 
sphère  infiniment  voisine  de  même  nature.  Donc,  que  l'on  ait  simul- 
tanément 

(io4)  0  dnû -\- dnidv  ^o,         «in'- ^  [(i(p/«  +  c)  |- =  o. 

Or  on  a,  à  cause  des  identités  m  dm  =  o,  ///ç  =  o.  id/n  =  o, 

[<:/( p /«  4-  (•)]-=:  [ ni  dp  -\-  {p  dm  -H  dv )]-=:( p  dm  -r-  dv )-. 

Donc,  p  dm  -h  dv  est  une  sphère  de  rayon  nul  ;  ou,  si  l'on  veut,  définit 
un  point-  La  première  équation  (io4),  qui  s'écrit 

dm  (p  dm  -{-  dv)^=  o, 

exprime  que  ce  point  est  sur  la  sphère  dm.  Or,  si  les  sphères  dm  et  dv 
se  coupaient  suivant  un  cercle,  le  point  p  dm  +  dv  serait  un  des  foyers 
de  ce  cercle,  et  ne  serait  pas  sur  la  sphère  dm.  Il  faut  donc  conclure 


(')  On  retrouve  ici  bien  facilement  un  résukat  de  M.  Besserve  (  T'Aère,  p.  70), 
sur  l'anj^Ie  des  sphères  principales  en  ([iieslion,  qui  ne  sont  pas  les  sphères 
fondamenlales.  I>e  cosinus  est 

—  -; (l  —  2p2p'^)  =COSo(l  —  2p2Pj). 


en  dési;;nanl  par  p^,  p\  les  racines  non  nulles  des  équations  (io3);  et 
'      -        \d<j  /     cos-'ia  4  \rtO- / 
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que  les  sphères  dm  el  dv  sont  Langentes;  el  que  ^  dm  -\- dv  est  leur 
poiut  de  contact. 
Mais  on  a 

m  dm  =z  ni  dv  ^=  nn>  z=:  o; 

et  le  point  m,  appartenant  ainsi  aux  deux  sphères  dm  et  dv,  el  à  la 
splière  p,  qui  leur  est  orthogonale  {v dm  —  vdv  =  o),  est  aussi  leur 
point  de  contact. 

La  condition  cherchée  sera  donc  que  Ç)  dm  h-  dv  el  v  représenlenl 
un  même  point,  ou  bien  que  l'on  ait  une  identité  de  la  forme 

(  I  o5  )  p  dm  4-  dv  =  >,  m . 

Pour  exprimer  que  celle  identité  a  lieu,  on  pourra  exprimer  que  les 
produits  scalaires  des  deux  membres  par  cinq  vecteurs  indépendants 
sont  égaux.  Comme  les  produits  de  chacun  de  ces  deux  membres 
par  m  el  par  v  sont  déjà  nuls,  on  pourra  se  borner  aux  produits  par 

/',     r/ cos6' +  y' sin  0,     />»  si  116*005  a — />'cos9sina. 

La  première  des  équations  ainsi  obtenues  doime  X, 

(106)  p( — jRsinô -h  <R'cos9)  âf<7  = /; 

et  les  deux  autres  sont  les  équations  (99). 

Eq  résumé,  le  fait  quun  point  de  la  surface  décrit  une  ligne  de 
courbure  équivaut  à  V  existence  d''une  identité  de  la  forme 

(107)  ^/(^  +  p  [<://?«  + /(R  sinô  —  1^' cos6)/?i  c/a]  :r:  o. 

Dans  le  cas,  déjà  signalé,  R.  =:  R'  =  o,  cette  équation  se  réduit  à 

dv  -f-  p  dm  =z  o. 

Il  y  a  alors  aussi  une  simplification  dans  les  équations  (99)  el  (100), 
où  //  se  réduit  à  l'invariant  Q;  de  sorte  que  Z  est  une  difrérentielle 
totale  dC. 

Al.  Je  passe  à  la  recherche  de  la  courbure  géodésique  d'une 
courbe  F  tracée  sur  la  surface  H.  Elle  équivaut  à  la  détermination  de 
la  sphère  normale  à  la  surface,  qui  a,  avec  la  courbe  considérée  F,  un 
contact  du  second  ordre. 


i6o 
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Parmi  les  sphères  normales  à  la  surface  au  point  ///,  figure  le 
faisceau  des  sphères  om,  où  o  désigne  la  différentialion  relative  à  une 
courbe  tracée  arbitrairement  sur  la  surface,  à  partir  de  ///.  Continuons 
à  désigner  par  d  la  différentiation  relative  à  la  courbe  F,  que  nous 
éludions.  La  condition  omd/n  =  o  définira  la  directioji  c,  perpen- 
diculaire à  la  direction  ^/;  et  la  sphère  om  correspondante  sera  l'une 
des  sphères  tangentes  à  la  courbe  F  donnée,  et  normales  à  la  surface. 
Le  faisceau  de  toutes  ces  sphères  (tangentes  à  F,  el  normales  à  S)  est 

Tout  revient  à  calculer  v  par  la  condition  iid-m  =  o  qui,  à  cause 
de  ndiii^  o^  se  réduit  à  dndin  =  o.  On  obtient  ainsi,  en  tenant 
compte  de  m  dm  =  o,  qui  élimine  r/v, 

(  1 09 )  V  dm-  4-  «:/c7  dm  =  o  ; 

et  tout  revient  à  calculer,  explicitement,  le  produit  scalaire  dxsdm^ 
qui  se  réduit,  à  cause  de  dm  om  =  o,  à 

,      ,  dm  d  om  d-  m  dm 

(110)  dvs  dm  r=i — — — —  = ^ 

\'om-  \/doi- 

Je  poserai,  pour  abréger, 

dm-  =  M  (a,  6»;  drj,  dO), 

,     dm        I      d\\  .,  ,     dm        i     c^M 

dm  -Y-  —  -    .,,   ,  —  Ml.         dm  -—r  =  -  —  M,. 

On  pourra  prendre,  pour  salisfaire  à  d/n  om  —  o, 

(ll3)  -  6(7=:  Ma,  06—  —  M,. 

On  aura  ainsi,  M  élanl  une  forme  (juadratiquc  en  c/i,  ^/O, 

om-  =  M(a,  &;  Mj,  —  M,)  =  A.  M(a,  b\d<i,  dû). 
A  étant  le  discriminant  de  la  forme,  c'est-à-dire  ici  /»-.  Donc 

(1  i4)  om"^  =  /, '  dm'-. 

iNous  avons  ensuite 

dm          (       âm\                 dm                          d{dm)  i   d{dm^) 

d^  m  -r—  =  d    dm  -5—     —  d/n  d  — —  —  <^/M ,  —  dm  — -z^  d\\^  '  ■ 


dfs  \         d7  J  d'J  '  de  2        dv 
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c'est-à-dire 


a-  m-  — —  =  rfiM , -—  ; 


,,     ,<)m  I   ()M 

09  -       -i   ôb 


et,  par  suite, 

c'est-à-dire 

(ii5) 


d^mnm  =  \U[dM,-'-  ^)  -  M,  (rfM,-  i  ^  ); 


4  «f^  m  om 


d ( fl'/n'^ )\  ,d{ dm- )        à ( dni^ ) 


da 


\d 

â{d7)   \^  d{dd)  dO 


f){dd)   l     d{da) 
d{dni^    [    d{dm'-)        d{dm^) 


On  voit  donc  que  l'élément  dm'-  intervient  seul  dans  le  calcul;  ce 
qui  est  conforma  à  la  nature  de  la  courbure  géodésique. 
En  effectuant,  il  vient,  si  l'on  pose 

—  M  =  E da' -h  2F d(j d9  +  G de\ 
( , , 6)     —d' m  dm  =  (  RG  —  l^^)  {de; d'- Q  —  dOd-'a) 

Ed(j+bdO     - —- d'y- + -j- d'y  dO  +  { —r- T-\d9^ 

■>.  d'y  dd  \d'J       1  drs  ) 


On  a 


Mrs       2  d9  I  da  2  dO 


E  =  /i2+A',         V  =  /i,        G^i,         EG  — F^rir/.^; 

el  la  formule  (nG)  s'écrit 

(,  ,-7)     —d'^m  dm  =  k^ida  d'^O  _  dO  d' ^)  - /.^  ( ^  _ /,  ^  _  1_  ^\  ,/^3 

\da  du        2    do  J 

+  -  Zd/r-da  +  -  Z^^da+^ZK 
2  2        dd  db 

Rappelons  les  notations  précédemment  introduites 

h^=Q  —  <'(Rcos^  +  R'sin(;),  /."-  =  cos-^sin-a  +  sin-Qcos^oc, 

Z=z  hda  -h  dfj; 

d'où  résultent  les  formules  auxiliaires 

^  -«(Rsin^-R'cos^),       A^*  =Q^  +  1  (R2_  R'^)  sin  2  9  -  RR'cos20, 
ad  dd        ^  dd        2 

dk-         .  „  da        dk^         .       . 

-r— =  sin  2  a  C0S2  C7 -7-,      — rr  =  sin2  y  cosaa. 

da  da         dQ 
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On  remarquera  que  le  second  membre  de  (i«(J)  est  Texpression 
qui  intervient  dans  le  calcul  de  la  courbure  géodésique,  en  géométrie    ' 
euclidienne,  pour  une  suiface  dont  le  ds-  serait  (les  coordonnées  cur- 
vilignes étant  désignées  par  cr  et  0) 

Eda^+2¥  dadB  +  Gd'f-. 

Nous  pouvons  donc  conclure  que  les  géodésiques  du  dm^^  sur 
noire  surface  cerclée,  sont  les  courbes  qui  sont  coupées  en  trois 
points  confondus  par  les  sphères  oin  qui  leur  sont  tangentes.  Ces 
sphères  om  jouent  ici  le  rôle  que  jouent,  en  géométrie  euclidienne,  les 
plans  normaux  à  la  surface. 

48.  Le  cercle  osculateur  à  la  courbe  F  de  la  surface  est  Tinter- 
section  des  deux  sphères,  de  courbure  normale  et  de  courbure  géodé- 
sique, 

(ii8)  w  =  pm~{-i',         «=:v/»+TOr, 

que  nous  avons  déterminées.  Ces  deux  sphères  sont  orthogonales.  Il 
resterait  à  trouver  la  sphère  osculatrice  à  F.  Nous  nous  bornerons  à 
indiquer  la  méthode,  sans  développer  les  calculs.  Celte  sphère  sera  de 
la  forme 

(iig)  o^  r=  ti' COS; -f- «  sinç, 

\  étant  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  sphère  de  courbure  normale  w;  et 

tout  revient  à  déterminer  cet  angle.  Il  suffit  d'écrire,  pour  cela,  les 

relations 

^  m  =  o,         X  dm  =  0,         x  d-  ni  =  o 

étant  vérifiées  quel  que  soit  ç,  que  l'on  a,  en  outre, 

.rd^ni^=zo         ou         (t.i  d' ni  =:  o. 

Cela  donne  la  formule 

(i2())  cosi  ,  dw  d'^ ni  -h-  sini.  dn  d-  m  =  o, 

sur  laquelle  ou  peut  faire  les  remaïques  suivantes.  On  a 
(tiv  d^  m  ::=       dp .  m  d-  /n  i   p  dm  d-  m     -+-  dv  d*  m 
=  —  dp      dm"-  +  p-d{dm-)  -\-did-m, 
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dm  dv 


,.  I    ,     d(dm^' 

d^  m  —  -  dm 


OU,  en  tenant  compte  de  la  valeui  j-  —  . 

dw  d^  m  z=z  —  dp  dm-  -+-  dv    d'^  m  -       „..>        , 

'  L  ^'  ""^      j 

=  —  dp  dni^  +  \]dm}  d  |    ■  j  dv. 

La  formule  (120)  devient  ainsi 

/       N     r  f  f/    dm  \     dv    ^        .,       r  ,  ,/   dm   \     dm   "1   .    ,, 

(121)  \dp  —  d\  —=.     ^=^=.    cost  -H    «V  —  a     — |  ^=^:=    sine  =:  o. 

L  \^dm')  ^dm^\  L  \\l dm'' j  \J dm"" \ 

Elle  contient  les  diflérentielles  du  troisième  ordre  par  Le  terme  db 
seulement. 

Les  courbes  dont  la  sphère  osculatrice  est  tangente  à  la  surface, 
(sin^  =  o),  satisfont  donc  à  Tcquation  invariante,  du  second  ordre, 

/    dm    \      dv  dm        dv 

(122)  dp^d\j=\-T=_.  p  =  - 


\J dni'-  )  \J dm-  \Jdni^  s/dm- 

On  peut,  du  reste,  rattacher  la  question  à  la  théorie  euclidienne  des 
surfaces.  Si  Ton  introduit  la  courbure  normale,  la  courbure  géodé- 
sique,  et  la  torsion  géodésique 

^,        cosÔ  ^        sin9  ^        I         dd 

'^  =  -Tr'     «  =— '     ®  =  T-*' 

en  désignant,  suivant  l'usage,  par  6  l'angle  de  la  normale  principale  à 
la  courbe  avec  la  normale  à  la  surface,  par  R  le  rayon  de  courbure, 
et  T  le  rayon  de  torsion,  on  a,  s  étant  Tare  de  la  courbe, 

tang(9-0  =  -^-^; 

et  l'on  en  conclut  l'équation,  équivalente  à  (121), 

(-^>  (f  -®G)-£+(f  -eN)sinÇ  =  o. 

ce  qui  indique  que  le  quotient 

-(f--)<T:--) 

Journ.  de  Math.,  tome  II.  —  Fasc.  II,   igaï.  22 
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est  un  invariant  des  surfaces  pour  le  groupe  conforme,  relatif  à  une 
courbe  tracée  sur  cette  surface.  L'équation  invariante  (122)  est 

r/N       ^^  I  ^         I    cm 

-^ 0G  =  o  ou  tang5+  — -— =  o, 

as  T  R   ds 

ce  qui  est  bien  une  équation  du   second   ordre,  tandis  que  Finva- 
riant  (124)  est  du  troisième  ordre. 

49.  L'expression  différentielle  &ds  se  présente  d'elle-même,  avec 
un  caractère  invariant,  quand  on  étudie  le  déplacement  infinitésimal 
(^conforme)  du  système  des  deux  sphères  de  courbure^  normale 
et  géodésique^  que  nous  avons  désignées  par  u*  et  n.  Pour  une 
surface  quelconque^  les  variations  angulaires  infinitésimales  de 
ces  deux  sphères^  \jd\\\  dn^,  et  la  rotation  infinitésimale  de  leur 
couple^  ndw,  sont  trois  quantités  égales  à  B  ds. 

Soient,  en  effet,  (x,y,  z)  un  point  courant  d'une  surface  Z;  5  rar(Z 
d'une  courbe  qu'il  décrit  sur  I;  (a,  [i,  y)  les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  à  la  courbe;  (a,,  ^,,,7i)  ceux  de  la  direction  perpendiculaire 
à  cette  lanj^ente  dans  le  plan  tangent  à  la  surface;  (À,  u.,  v)  ceux  de  la 
normale  à  la  surface.  Les  coordonnées  des  sphères  w  et  n  sont,  en 

posant  h,^  ~  ^,  K„  =  -^—r, 

f^  COS0        o         SU)  y 

^       ,  \  /  1'         \  /  --         \  î-W  .i  +  W 

l- 


K,,   '  -"V     '^''~      VH.   '  •"■;'     ''■'-      U^"^''7"     "*~    2R,,   '     '^--^    2R^ 


avec 


N  =:  .r--|-^i-^-+-  --H-  2R^(a,.r  -\-  {3ij  -H  7,-). 
En  utilisant  les  formules  (')  connues,  du  type 

^}.  =  3t,  0  ds  —  ^  7p  '  dy.i  :=  —  IQ  ds  —  a  — 

11/»  I  *  .^ 


(')    loir,  par  exemple,  pour  les  notations  et  les  formules  employées  ici,  nos 
Leçons  de  Géométrie  supérieure,  p.  28,  29, 
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on  obtient  les  équations 

dw-  =  0-  ds'\         dn-  :=  0-  ds^,  ii  dw  =^  0  ds, 

qui  s'expriment  dans  le  théorème  énoncé  ci-dessus. 

Il  nous  reste,  dans  le  cas  de  la  surface  cerclée,  à  indiquer  le  calcul 
de  ndw,  qui,  à  cause  de  sa  signification  Qds,  doit  donner,  à  un 
facteur  près,  le  premier  membre  de  l'équation  (loi)  des  lignes  de 
courbure. 

On  a,  avec  les  notations  utilisées  dans  les  calculs  précédents, 

n  dw  =  (vm  -+-  m)  rf(pm  +  t^)  =  cr  f/('  = dm  dv. 

k^s/dm^ 

Car 

m-  =  m  dm  =  m  dv  rrr  hjgj  =:  rrr  dm  =  v  dm  =r  o. 

Or 

dv  =z  cosôsina  dp  +  sind  cosa  dp' -\- p  d{co9<0  ûna)  -\- p'  d{s'in  9  cosa), 
§771  =  dr  —  i  si nO  dp  +  i  cos  9  èp'  —  /c,,  d9, 

d'où,  en  se  servant  des  formules  de  Serret-Frenet, 

dm  dv  :=  i[ —  Z  si  n  a  cosa  —  P  A-  c/7  -t-  sin  9  cos  9  c/a]  ôa  —  i  si  n  a  cosa  da  o9. 

Il  ne  reste  plus-qu'à  introduire  les  valeurs 

oc;=  —  7.,         dd-=/iZ-^  k'da 

pour  obtenir  l'expression 

dm  dv  =  i  [sin  c/.  cos  oc .  7j-  -{-  IZi  da  —  sin  a  cosa.  /c-  da-], 

qui,  multipliée  par  — ?  donne  la  formule  cherchée 

/i-  \Jdm- 

^            sin  a  cos  a.  X'- -i- IZda — sin  a  cosa.  A- <ia"- 
n  dw  =  fùds^= = ) 

A'2  \JZ'  +  k'  da' 

OÙ  A-,  Z,  /  sont  définis  par  les  formules  (85)  et  (96);  et  dont  le 
numérateur  est  bien,  au  signe  près,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (lOl). 


SUR    UN     THÉORKMK     FONDA  MENTA.L     DE    M.     H.     WEYL.  l^)'] 

Su/-   un    tlicorhine  fondamental  de  M.    fl.    ff^e.yl ; 
Par  E.   car TA]\. 


1.  M.  H.  Weyl,,dans  la  dernière  édition  de  son  beau  livre  ; 
Raum,  Zeît,  Materie  ('),  a  développé  une  théorie  de  l'espace  dans 
laquelle  il  prétend  donner  la  raison  profonde  pour  laquelle  les  pro- 
priétés métriques  de  l'Univers  sont  fournies  par  une  forme  différen- 
tielle quadratique.  Cette  nécessité  d'une  métrique  fondée  sur  une 
forme  quadratique  résulte  pour  lui  d'un  théorème  emprunté  à  la 
théorie  des  groupes  :  le  but  de  cet  article  est  de  démontrer  ce  théo- 
rème (^).  Il  importe,  avant  de  donner  cette  démonstration,  d'indiquer 
le  point  de  vue  de  M.  H.  Weyl,  afin  de  bien  montrer  la  portée  du 
théorème  en  question. 

Transport  par  parallélisme. 

2.  Etant  donnée  une  variété  numérique,  ou  espace,  à  n  dimensions, 
M.  H.  Weyl  définit  d'abord  un  transport  par  parallélisnte  àans  cet 
espace.  Soient  a-,,  x.,,  . ..,  x„  les  coordonnées,  choisies  du  reste  d'une 
manière  absolument  arbitraire,  d'un  point  quelconque  P  de  l'espace. 
Tout  système  de  différentielles  ox^^   ...,  ox„  définit  un  vecteur  issu 


(M  Traduit  en  français  sous  le  titre  :  Temps,  espace,  matière,  par  G.  Juvet 
et  R.  Leroy;  Paris,  Blanchard,  1922. 

(■-)  J'ai  donné  une  esquisse  de  cette  démonstration  dans  les  Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences  (séance  du  10  juillet  1922).  M.  H.  Weyl  en  avait 
indiqué  une  {Math.  Zeitschr.,  t.  XII,  1922,  p.  i  i4-i46).  fondée  sur  des  consi- 
dérations tout  à  fait  différentes  et  qui,  dit  Fauteur,  lui  donne  l'impression  de 
danser  constamment  sur  la  corde. 
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de  P,  dont  les  n  difîérentielles  données  peuvent  être  dites  les  compo- 
santes. 

Prenons  maintenant  un  point  P'  infiniment  voisin  de  P,  de  coor- 
données {■i\-+-  dxi).  On  peut  convenir  d<'  dire  que  transporter  parallè- 
lement à  lui-même  de  P  en  P'  le  vecteur  de  composantes  {ox^, 
...,  S.rn),  c'est  considérer  le  vecteur  d'origine  P'  qui  a  les  mêmes 
composantes  X^-Ci,  ••.,  ^^'^n)-  Mais  une  telle  opération  ne  reste  pas 
invariante  si  l'on  fait  un  changement  de  variables  arbitraire.  Si  en 
effet  on  pose 

les  deux  vecteurs  d'origine  P  et  P  (jui  ont,  avec  le  nouveau  système 
de  coordonnées^  les  mêmes  composantes  o./;,,  ont,  avec  Vaurien  sys- 
tème.^ des  composantes  différentes 

(l)  QXj   =.^S^^^Xk. 

^^  ÔXu 

(,)  a'.-,=y  {Ml  +y  -P^dlr^  ^ûi. 

^^  \  àxk      ^^  dx,,  ôxi,        J 

Nous  sommes  donc  conduits  à  admettre  une  infinité  de  transports  par 
parallélisme  possibles  |un  quelconque  d'enlre  eux  e>t  défini  par 
l'opération  qui  fait  passer  du  vecteur  d'origine  P  ayant  les  compo- 
santes (i),  au  vecteur  d'origine  P'  avant  les  composantes  (2)].  On  voit 
immédiatement  que  cette  opération  se  traduit  anaiytiquen)ent  par  des 
formules  de  la  forme 
( 3 )  '  !i'xi=  ^^i -t- ^  ^^ihk  dxi,  ox/., 

les  coefficients  F,/,/,  étant  sy/uétri//ues  pai-  lapporl  aux  deux  derniers 
indices  h  et  A.  Réciproquement,  étant  donnés  un  [)oiiit  1'  et  un  système 
symétrique  qu('lcon(|ue  de  constantes  V,/,^,  les  formules  (3),  qui  font 
correspondre  à  tout  vecteur  de  composantes  ox,  d'origine  P,  un  vec- 
teur de  composantes  o.r,  d'origine  iidininient  voisine  P',  définissent 
un  transport  par  parallélisme  :  il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  faire 
un  changement  de  variables  Ici  (ju'on  ail,  au  point  P, 

x,=.7:-,     ^^,     iL^,..     -M^  =  ,.,.,. 
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Si  l'on  se  donne  un  système  symétrique  de  coefficients  F,/,/,  fonc- 
tions arbitraires  de  .x,,  ..,,  ,x,j,  les  formules  (3)  définissent  une 
connexion  ajfixe  pour  Tespace.  Cela  ne  veut  pas  dire  que,  par  un 
changement  convenable  de  coordonnées,  les  équations  (3)  puissent 
être  ramenées  identiquement  à 

mais  cela  veut  dire  qu'elles  peuvent  l'être  au  voisinage  de  tout  point  P, 
au  moyen  d'un  changement  de  coordonnées  valable  pour  ce  point. 

5.  On  peut  exprimer  d'une  autre  manière  la  condition  pour  que 
les  formules  (3)  définissent  un  transport  par  parallélisme.  Ces  for- 
mules peuvent  en  effet  s'écrire  symboliquement 

d^d.Xi)  =2  ^>Mc  d^h  à-^A-, 

et  définissent  ainsi  ce  qu'il  faut  entendre  par  l'opération  d  appliquée 
aux  symboles  ô./,.  La  condition  de  symétrie  des  coefficients  ^lf^|^ 
exprime  alors  tout  simplement  que  l'on  a 

d{èxi)  =:  o{dxi), 

autrement  dit,  que  les  opérations  d  et  o  sont  interchangeables  entre 
elles. 

Cette  remarque  va  nous  permettre  de  présenter  sous  une  forme  ana- 
lytique beaucoup  plus  générale  la  notion  de  transport  par  parallé- 
lisme. Nous  pouvons,  en  effet,  définir  un  vecteur  d'origine  P,  non  pas 
par  ses  n  composantes  ox,,  ...,  o.x„,  mais  par  n  combinaisons  linéaires 
arbitraires 


C0„  (  0  )  —  «7,„,  OXi  -!-  «,j2  ÔXi  + 


de  ox'i,  ox.,,  ...,  ùx,,.  On  peut  faire  cela  pour  tous  les  points  de 
l'espace,  en  prenant  pour  les  coefficients  O/y  des  fonctions  déterminées 
de  x^^  ...,  Xn.  Cela  posé,  tout  transport  par  parallélisme  pourra  se 
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définir  par  des  formules  telles  que 


(4) 


d',),{o)  =2^  Ti/,/,  'jy/,{d)  (.3/(0). 


A./. 


Pour  savoir  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  nouveaux 
coefficients  F,/,/;,  nous  n'avons  qu'à  former  oa),(c?)  et  soustraire,  ce 
qui  donne 

dfj)i{o)  —  ofjyi{d)  =  2\  r,/,/,Lw/,(r/)w/,(ô)  — a)/,(o)  M^id)]; 


mais  les  opérations  d  et  o  étant  échangeables  entre  elles ^  le  premier 
membre  est  le  covariant  bilinéaire  de  la  forme  w^.  On  a  donc,  symbo- 
liquement, l'identité 

(  5  )  w^-  =  ^  r,7, /,  [  oj /,  w/,  J  ; 

les  coej/lcients  Yi^k  doivent  être  choisis  de  manière  à  satisfaire  à 
cette  identité. 

On  retrouve  la  condition  primitive  si  l'on  prend  w,  :=  ^Z./;,,  car  alors 
le  premier  membre  oj|  est  nul,  et  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  le  second  membre  soit  nul  est 

4.  Posons 

les  équations  (4)  qui  définissent  le  transport  par  parallélisme  prennent 
la  forme 


(6) 


d(^i{o)=2^^ii<{d)  <jik{o)  ; 


les  n^  formes  de  VfafJ  to,^  sont  alors  assujetties  à  satisfaire  aux 
n  identités  (  '  ) 

(7)  u^',  =  y^\u,n. 


OJ/r. 


(')  Dans  un  Mémoire  qui  paraîtra  prochainement  dans  les  Annales  de  l'Ecole 
Normale  supérieure,  je  développe   une  théorie  des  variétés  à  connexion  affine. 
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Le  groupe  des  rotatioas  et  la  connexion  métrique. 

ô.  M.  H,  Weyl  admet  qu'»7i  chaque  point  P  de  l'espace  on  puisse 
définir  la  congrurnce  de  dei/x  vecteurs  ou  de  deux  systèmes  de  vec- 
teurs d'origine  P.  Pour  que  cette  notion  satisfasse  à  l'axiome  que 
deux  systèmes  de  vecteurs  congruents  à  un  troisième  sont  congruents 
entre  eux,  il  est  nécessaire  qu'elle  soit  définie  au  moyen  d'un  gfoupcG 
de  substitutions  linéaires  par  rapport  aux  composantes  des  vecteurs. 
Ce  groupe. définit  la  niélrique  au  point  P.  M.  H.  Weyl  ajoute  la  con- 
dition que  ce  groupe  conserve  les  volumes  :  il  lui  donne  le  nom  de 
groupe  des  rotations  au  point  P. 

De  la  métrique  en  un  point,  il  passe  à  la  connexion  métrique  : 
étant  donnés  deux  points  infiniment  voisins  quelconques  P  et  P',  il 
suppose  l'existence,  entre  les  vecteurs  issus  de  P  et  les  vecteurs  issus 
de  P',  d'une  correspondance  telle  que  les  derniers  puissent  être  dits 
congruents  aux  premiers.  Gela  exige  que  le  groupe  des  rotations 
en  P'  soit  semblable  au  groupe  des  rotations  en  P  (c'est-à-dire  n'en 
diffère  que  par  un  changement  linéaire  effectué  sur  les  variables);  la 
correspondance  par  congruence  entre  les  deux  points  P  et  P'  est  alors 
possible  d'une  intinité  de  manières  :  elle  dépend  d'autant  de  para- 
mètres qu'il  y  en  a  dans  le  groupe  G;  elle  définit  la  connexion 
métrique  de  l'espace. 

6.  Voici  maintenant  quels  sont  les  deux  axiomes  que  M.  H.  Weyl 
met  à  la  base  de  sa  théorie  des  espaces  à  connexion  métrique  et  qui 
lui  permettent  a  priori  de  déterminer  la  nature  du  groupe  G  des 
rotations. 

Le  premier  axiome  est  le  suivant  : 

I.  La  nature  de  l'espace  est  compatible  avec  toute  connexion 
métrique  possible.  Voici  ce  que  l'auteur  entend  par  là. 

Tous  les  groupes  des  rotations  attachés  aux  différents  points  de 

ea  admettant,  pour  définir  le  transport  par  parallélisme,  des  expressions  (0,7;- 
absolument  arbitraires.  La  condition  (7)  caractérise  ce  ffue  j'appelle  les 
variétés  sans  torsion. 

Jouin    de  Math.,  tome  II.  —   Kasc.  II,  1923,  -^"' 
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l'espace  étant  semblables  entre  eux,  on  peut  en  chaque  point  P  définir 
les  vecteurs  partant  de  ce  point  au  moyen  de  coordonnées 

telles  que  les  substitutions  linéaires  sur  ks  a),(o)  qui  définissent  analy- 
tiquement  le  groupe  G  aient  des  coefficients  indépendants  du  point  P. 
Nous  supposerons  le  groupe  G  engendré  au  moyen  de  r  transformations 
infinllésimales  indépendantes 

où  nous  avons  désigné  les  variables  par  w,  an  lieu  de  co,(o).  Les  coeffi- 
cients ai/,g  sont  donc  des  constantes  absolues  données  une  fois  pour 
toutes.  La  condition  que  le  groupe  G  conserve  les  volumes  se  traduit 
par  les  relations 

V  ai,s=o         (.v  =  i,  .  .  .,  r). 


Gela  posé,  la  signification  du  premier  axiome  de  M.  H.  Weyl  est  la 
suivante.  Choisissons  arbitrairement  en  chaque  point  P  de  l'espace 
Vorientation  du  groupe  G  des  rotations,  c'est-à-dire  les  coefficients  rt/y 
des  formes  w,(<5)  qui  donnent  les  variables  pour  lesquelles  le  groupe 
des  rotations  en  P  a  la  (orme  analytique  (8).  Un  tel  choix  étant  fait, 
la  connexion  métrique  de  l'espace  est  déterminée  :  Tune  des  corres- 
pondances par  congruence  entre  vecteurs  issus  de  P  et  vecteurs  issus 
de  P'  est  celle  pour  laquelle  les  deux  vecteurs  correspondants  ont 
mcV/t».?  composantes  ci),(o).  La  correspondance  infininicnt  voisine  Xa 
plus  générale  fera  correspondre  au  vecteur  de  composantes  oj,(o)  issu 
de  P  le  vecteur  de  composantes 

W,(0)  +^  £.,fl',,t,'-»A(0) 
k.s 

issu  de  P',  en  désignant  par  £,,...,  £^  des  constantes  très  petites. 

L'énoncé  de  M.  H.  Wevl  signifie  que  par/ni  les  correspondances 
par  congruence  précédentes  il  y  en  a  au  moins  une  qu/  déjinit  un 
transport  par  parallélisme^  et  cela  quel  que  soit  le  choix  des 
formes  (o,(o). 
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Cela  revient  à  dire  que  l'on  peut  prendre  pour  les  £^  des  formes 
différentielles  linéaires  cî,(<:/)  telles  que  les  formules 

/c.s 

définissent  un  transport  par  parallélisme.  Les  composantes  o^n,  de  ce 
transport  sont  ici 

Par  suite,  l'axiome  T  de  M.  H.  Weyl  peut  s'énoncer  de  la  manière 
suivante  : 

De  quelque  manière  que  l'on  choisisse  les  n  foi  mes  de  Pfuff 
w,,  ...,  to„,  il  est  possible,  au  moins  iVune  manière,  de  trouver 
r  for/nes  de  Pfajf  xs^,  cî,,  . . .,  gt,.  de  manière  à  satisfaire  aux  iden- 
tités 


0),  — 

A, s 


Le  second  axiome  de  M.  H.  Weyl. 

7.  Le  second  axiome  de  M.  H.  Weyl  affirme  que  la  connexion 
métrique  étant  choisie  d'une  manière  arbitraire,  //  ny  a  qu'une  cor- 
respondance par  con^ruence  entre  les  vecteurs  issus  de  deux  points 
infiniment  voisins  qui  soit  un  transport  par  parallélisme. 

Le  théorème  de  H.  W^eyl. 

8.  Le  théorème  qui,  en  partant  des  axiomes  précédents,  prouve  la 
nécessité  de  la  métrique  pythagoricienne  est  alors  le  suivant  : 

11  n'y  a  que  le  groupe  linéaire  d'une  forme  quadratique  non  dégé- 
nérée qui  satisfasse  aux  axiomes  I  et  IL 

Autrement  dit,  si  un  groupe  linéaire  G  conservant  les  volumes, 
défini  par  les  r  transformations  infinitésimales  (8),  est  tel  qu'il 
soit  possible,  d'une  manière  et  d'une  seule,  de  trouver  r  formes 
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linéaires  ttî,,  . . .,  x^i^dc  (si,,  . . .,  (o„  rendant  les  n  formes  alternées 

2  «'/,.['TT.,0)a]  (/■=  I,   9., II) 

h.  s 

égales  à  n  formes  arbitrairement  données,  ce  groupe  est  le  groupe 
qui  conserve  une  forme  quadratique  non  dégénéré''. 

Nous  allons  démontrer  un  théorème  plus  général,  où  nous  ne 
prendrons  en  considération  que  Taxiome  I,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Si  un  groupe  linéaire  G  conseivant  les  volumes,  défini  par  les 
r  transformations  infinitésimales  (8),  est  tel  qu' il  soit  possible  d'au 
moi  IIS  une  manière  de  trouver  r  formes  linéaires  cj,,  ,..,  gt^  de 
^ù^,  . . ,,  to„  rendant  les  n  formes  alternées 


2 

k.a 


[o,/,.çC5,-C0>i.]  (/:=  I.    -i,    .  .  .,    «) 


égales  à  n  formes  arbitrairement  données,  ce  groupe  est  : 
Soit  le  groupe  linéaire  général  an-  —  i  paramètres  ; 
Soit  le  groupe  le  plus  général,  à  n(n  —  i)  paramètres,  laissant 

invariant  un  point  i^^)', 

o'/  -XI  I        j  ,     ,       ,      ,    n  (  /i  -\-  \) 

Soif  [n  pair)  le  groupe  le  plus  gênerai,  a,  ^ paramètres., 

laissant  invariant  un  complexe  linéaire  non  dégénéré  ; 

c^    ■     I                      I        I            ,     ,      ,     .   Il  (  n  —  I  )  , .  ,    . 

Soil  le  groupe  le  plus  gênerai,  a  paramètres,   laissant 

invariante  une  quadrique  non  dégénérée  (*). 

Nous  conviendrons,  dans  ce  qui  suit,  d'appeler  groupe  N\  tout 
groupe  conservant  les  volumes  et  satisfaisant  aux  conditions  de 
l'axiome  I.  Le  théorème  précédent  donne  donc  les  quatre  classes  de 
groupes  W  possibles. 


(')  J'emploie  ici  un  langage  géoniélrique,  en  conveniuit  de  regarder  les 
variables  /^,,  ...,  //„  comme  les  coordonnées  liomogènes  dun  point  dans  un 
espace  à  //  —  i  dimensions. 

(-)  (]e  théorème  n'est  nalnrelIcnuMil  pas  énoncé  par  M.  II.  Wevl.  (|ui  base 
pliilôl  se-î  considérations  sur  les  limitations  introduites  par  laviome  11. 
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Limitation  de  l'ordre  des  groupes  W  à  n  variables. 

9,  On  a  immédiatement  une  limite  inférieure  du  nombre  r  des  para- 
mètres d'un  groupe  W  à  /z  variables.  En  effel,  les  coefficients  des 
/•formes  cr^  sont  en  nombre  rn\  d'autre  part,  une  forme  quadratique 

extérieure  à  ii  variables  contient  '— coefficients.  Les  in  coeffi- 

cients  des  formes  gt^  doivent  donc  satisfaire  à 

n{n  —  i) 

n — ^ 

2 

équations  linéaires;  pour  que  cela  soit  toujours  possible,  il  faut 

/*(«  —  !) 

m  ±  n j 

c'est-à-dire 

2 

On  a  ainsi  une  limite  inférieure  de  l'ordre  du  groupe  W  (  '). 


Les  groupes  W    qui  laissent  invariante  une  multiplicité  plane. 

10.  Procédons  d'abord  à  la  recbercbe  des  groupes  W  qui  laissent 
invariante  une  multiplicité  plane  :  nous  allons  montrer  que  cette  mul- 
tiplicité plane  se  réduit  nécessairement  à  un  point. 

Supposons  en  effet,  ce  qui  ne  restreint  pas  la  généralité,  que  le 
groupe  G  laisse  invariante  la  multiplicité  plane 

Cela  veut  dire  qu'on  a  les  relations 

«7+1, /.,.«—  ^'/^2,/.,.  =  •  •  •  ==  ««/..v=  o         (A-  =  1 ,  2,  .  . . ,  y  ;  5  =  1 ,  2,  . .  . ,  /•). 

(')  Cette  inégalité  est  due  à  M.  FI.  WeyI. 


176  E.     CARTAN. 

Considérons  alors,  par  exemple,  la  forme 

A -.t  A  =  7-1-1    .ï  =  l 

de  quelque  manière  que  Ton  choisisse  les  expressions  tô^,  on  n'aura 
jamais  dans  cette  forme  de  terme  en  [ojjCOa];  par  suite,  elle  ne  pourra 
pas  toujours  être  identifiée  à  une  forme  arbitrairement  donnée. 
Supposons  maintenant  que  le  groupe  G  laisse  invariant  le  point 

et  considérons  les  a?  —  i  formes 

A=2    .v  =  I        .  At=2    ,s  =  l 

On  doit  pouvoir  choisir  cr,,   . . .,  nr^  de  manière  que,  dans  ces  n  —  i 
formes,  les  coefficients  de 

aient  des  valeurs  arbitrairement  données.  Il  en  résulte  que  les  (/?  —  i)- 
expressions 

«/yi  ^1  H-  «/72^2  +  .  .  .  +  O/jrVn,.  (  j,  /■  :=  2,  3 n) 

sont  linéairement  indépendantes.  On  a  donc  déjà 

On  peut  dire  en  outre  qu'il  existe,  dans  le  groupe  G,  (n  —  i)-  trans- 
formations infinitésimales  de  la  forme 

k  =  n 
k--\ 

Comme  du  resie  le  groupe  G  conserve  les  volumes,  on  doit  avoir 

l<=n 

2  «/.A-v    -«>  {S  =  \,  i r). 


/=! 
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On  peut  donc  poser,  en  distinguant  le  cas  où  i=j  et  celui  où  i^j-, 

l<-n 

dm  ôux       -'^  ()ii\ 

/.  =  2 

/,  =  n 


11.  Cela  posé,  si  /•  est  supérieur  k  {ri  —  i)^,  il  existe  au  moins  une 
autre  transformation  infinitésimale,  nécessairement  de  la  forme 

et  qu'on  peut,  sans  restreindre  la  généralité,  supposer  ramenée  à 

àf 
aui 

En  la  combinant  avec  les  transformations  précédentes  on  en  déduit 
l'existence  des  transformations 

d/  àf 

":i  1 —  >    •  •  •»    ««-3 

(JUi  OUi 

On  obtient  alors  le  groupe  le  plus  généfàl  qui  laisse  invariant  le 
point  «2  = . . .  =  w„  =  o  ;  //  est  à  n(n  —  i)  paramètres. 

12.  Reste  le  cas  où  r  =  (n  —  i)^.  Nous  allons  voir  que  ce  cas  ne 
peut  se  présenter.  En  effet,  la  transformation  infinitésimale 

X       àf  àf  àf       v\         àf 

OUi  au,  OUn  ^^  OUi 

k  =2 

(      àf  ôf  df  \       (  V  o        \àf 

\     a«i  (7«2  OUn)       \  -^  )  àu^ 

peut  toujours,  par  un  changement  permis  de  variables,  être  ramenée  à 
avoir  tous  ses  coefficients  ^^^  nuls  :  il  suffit,  sans  changer  les  variables 
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u.^^  .  ..,u„,  de  i^rendre 

pour  nouvelle  variable  u^  ('). 

En  combinant  alors  cette  transformation  infinitésimale 


X22/  +  .  .  .  ^  X„„/  =  (  "1  T^ r  .  .  .  +  "„  -T—  )—/iU 


avec  X,,/  et  Xj-y/  et  exprimant  que  les  crochets  obtenus  représentent 
encore  des  transformations  du  groupe,  on  constate  que  tous  les  coeffi- 
cients b/,,ii^,  ^kdj)  sont  nuls.  Mais  alors  le  groupe  (i  laisse  manifes- 
tement invariante  la  multiplicité  plane  ?/,  =  o,  ce  qui  est  impossible. 

15.  Il  y  a  cependant  un  cas  d'exception,  c'est  celui  où  n  =  2,  car 
alors  la  multiplicité  plane  w,  =  o  est  un  point;  on  a  dans  ce  cas  un 
groupe  G  à  un  paramètre  engendré  par  la  transformation  infinitésimale 

^  duf  au, 

les  deux  formes 

[ror.),],      —  |>oj,] 

peuvent  ellectivement  être  identifiées  à  deux  formes  arbitrairement 
données 

en  prenant 

Le  groupe  (i  ainsi  obtenu  est  celui  qui  laisse  invariante  la  forme 
quadratique  binaire  m,  u.^. 

li.  En  résumé,  tout  groupe  ^^  qu/  laisse  mvariantr  une  multi- 
plicité plane  est  : 

Soit  (n  quelconque)  le  groupe  le  plus  général  d'ordre  n(/i  —  i  ) 
qui  laisse  invariant  un  point; 


(  '  )   La    f  ransformalion    infinitésiniaie    7   Ui  ^r-   est    en    effet    invariante    par 
n'importe  quel  chanijennent  linéaire  de  variables. 
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Soù  (n  =  2)  le  groupe  d'ordre  i  d'une  forme  quadratique 
binaire. 

Rappel  des  propriétés  des  groupes  linéaires 
qui  ne  laissent  invariante  aucune  multiplicité  plane. 

lo.  J'ai  démontré  (')  que  tout  groupe  linéaire  conservant  les 
volumes  et  ne  laissant  invariante  aucune  mul  tiplicité  plane  est  simple  ou 
semi-simple.  Tous  ces  groupes  peuvent  être  déterminés  par  des  pro- 
cédés réguliers  (-)  en  partant  de  groupes  particuliers  dits  fondamen- 
taux et  en  les  multipliant  entre  eux  d'une  certaine  manière.  Dans  ce 
qui  suit,  nous  n'aurons  pas  à  nous  servir  directement  de  la  propriété 
des  groupes  W  exprimée  par  l'axiome  I;  nous  allons  simplement 
déterminer  ces  groupes  par  la  condition  qu'ils  ne  laissent  invariante 
aucune  multiplicité  plane   et  que  leur  ordre   /•   est  au   moins   égal 

a  -1  en  désignant  par  /i  le  nombre  des  variables. 


Les  groupes  W  semi-simples. 

16.  Examinons  d'abord  le  cas  où  le  groupe  W  est  semi-sinnple, 
c'est-à-dire  se  décompose  en  un  certain  nombre  h  de  sous-groupes 
invariants  simples  ^', ,  g2i  . . .,  i,'/,,  n'ayant  entre  eux  aucune  transfor- 
mation infinitésimale  commune.  Pour  obtenir  un  groupe  linéaire  de 
cette  structure  ne  laissant  invariante  aucune  multiplicité  plane,  on 
part  de  h  groupes  linéaires  simples  dont  chacun  ne  laisse  invariante 
aucune  multiplicité  plane;  soient 

^ \i  "^ 2 )  •  •  •  >  '-^/ii > 


les  variables  respectives  transformées  par  ces  groupes.  Le  groupe  W 
est  celui  qui  indique  comment  les  n^  n.^. .  ■  n^,  produits 


^ifj 


(')   Ann.  Éc.  Norni.  sup.,  i"  série,  t.  XX\  I,  J909,  p.  99. 
(^)  E.   Cartax,   Les  groupes  projectif^  qui  ne  laissent  imariante  aucune 
multiplicité  plane  {Bull.  Soc.  math,  de  France,  t.  XLI,  igiS,  p.  53-96), 

Journ.  de  Math.,  tome  II. —  Fasc.  II,  1920.  ^H 
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sont  transformés  entre  eux  qaand  on  effectue  sur  les  Xj  la  transfor- 
mation la  plus  g'énérale  du  premier  groupe,  sur  les  yj  la  transformation 
la  plus  générale  du  second  groupe,  et  ainsi  de  suite. 
11  résulte  de  là  que  si  l'on  désigne  respectivement  par 

Ht,  n,,   .  .  .,  fi/,; 

les  nombres  de  variables  il  de  paramètres  des  k  groupes  g,,  ...,  g/,, 
on  a,  pour  le  groupe  V^  , 

/i=;«,«2..    /i^;  /•  =  /■,  +  /•.,  H- ... -i^-  /•/,. 

Rappelons  d'autre  part  que  Ton  a  évidemment 
17.   Cela  posé,  nous  allons  montrer  que  Tinégalité 

^.>  n{n-i) 
2 

n'est  possible  que  d'une  seule  manière,  à  savoir  pour 

auquel  cas  l'inégalité  se  change  du  reste  en  égalité. 

Il  nous  suffit  polir  cela  de  démontrer  l'inégalité  arithmétique 

(9) («i  —  ')-(/'2-   •)  —  •••-   ("1-0  ^O, 

valable  pour  tout  système  d'entiers  w,,  ...,  ///,  au  moins  égaux  à  2. 

Soit  d'abord  A  ==  2,  et  supposons  /z,^/îo;  le  premier. membre  de 
l'inégalité  est  un  trinôme  du  second  degré  en  ru',  le  coefficient  de /z* 

est  — !■  —  i>>o;  le    trinôme  est  négatif  pour  n^^o-,   d'autre  part, 

pour  n.,  =  «, ,  il  est  égal  à 


-■U"ï-') 


il  est  donc  sûrement  positif  pour  /7o>//,.   1 /inégalité  ne  pourrait  se 
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réduire  à  une  égalité  que  si  Ton  avait  n^  =  /«,  =  2,  et  alors  il  faudrait 
prendre  t\  =  To  =  3.  Nous  reviendrons  tout  à  Theure  sur  ce  cas-là. 

Supposons  maintenant  démontrée  l'inégalité  (9)  jusqu'à  une  certaine 
valeur  de  //  ;  nous  allons  montrer  ({ue  son  premier  membre  est  sucement 
positif  (et  non  nul)  pour  une  \aleur  de  li  supérieure  d'une  unité.  Con- 
sidérons en  effet  le  trinôme  du  second  degré  en  x 

où  «,,  . . .,  Jii^  sont  des  entiers  donnés  au  moins  égaux  à  2.  Ce  trinôme 
a  son  coefficient  de  x^  positif;  il  est  négatif  pour  x  =  o  eX.  positif  ou 
nul  pour  X  =  i\  donc  il  est  sûrement  positif  pour  a?  ^  i .  C'est  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

Le  seul  groupe  W  semi-simple  résulte  donc  de  la  multiplication  de 
deux  groupes  d'ordre  3  à  2  variables;  c'est  le  groupe  qui  indique 
comment  sont  transformées  les  quatre  quantités 

«,=  J7,X,,  «0=0:1/2,  «3=.r27i,  //4=X2y2, 

quand  on  effectue  sur  les  variables  x,  et  x.^  une  substitution  linéaire 
arbitraire  à  déterminant  i,  et  sur  les  variables  y^  et  y.^  une  autre 
substitution  linéaire  arbitraire  à  déterminant  i.  On  obtient  ainsi  un 
groupe  à  six  paramètres  qui  laisse  manifestement  invariante  la  forme 
quadratique 

«1«4 "2"3- 

Par  suite,  le  seul  groupe  W  semi-simple  est  le  groupe  linéaire 
d'une  forme  quadratique  non  dégénérée^à  quatre  variables  ('). 


Les  groupes  W  simples  du  type  A  ). 

18.  Il  y  a  une  infinité  de  structures  simples  du  type  A);  leur  rang  l 
peut  prendre  toutes  les  valeurs  de  i  à  -h  ce.  Il  existe,  pour  chaque 
valeur  de  /,  exactement  /  groupes  linéaires  fondamentaux  qui  sont  : 


(')  Ce  groupe  est  celui  de  la  relalivité  généralisée. 


I»2 
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1°  Le  groupe  linéaire  le  plus  général  (conservant  les  volumes)  à 
/  -h  I  variables  .r,; 

2"  Le  groupe  qui  indique  comment  le  précédent  transforme  entre 

elles  les —  coordonnées  pliickeriennes  x^yj  —  yiXj  d'une  droite; 

3°  Le  groupe  qui  indique  comment  le  premier  groupe  transforme 

entre  elles  les  -pr^ coordonnées  pliickeriennes 


x, 

Xj 

Xu 

II 

J'j 

yi' 

^•i 

~'j 

~-k 

d'une  multiplicité  plane  à  deux  dimensions,  et  ainsi  de  suite. 

Tous  ces  groupes  sont  à  r  =  /(/  4-  2)  paramètres. 

Le  groupe  linéaire  le  plus  général  ne  laissant  invariante  aucune 
multiplicité  plane  est  facile  à  obtenir.  Prenons  par  exemple  /  =  3  et 
considérons  la  forme  génératrice 


{ 2  ^'■^■'  )      2  ^ ^'  ^'^ ~~  '^'^J ^■^'^' 


y; 


-lï 


a, 

«y 

ah- 

bi 

b.i 

b, 

■ru/. 

Ci 

c.i 

Cl.- 

où  a,  [i,  Y  désignent  trois  exposants  entiers  positifs  ou  nuls  donnés, 
les  <:/,,  les  /y^  et  les  c,  étant  trois  systèmes  de  quatre  p(n'ani('trt's  arbi- 
traires. Lorsqu'on  développe  la  forme  considérée  suivant  les  puis- 
sances des  paramètres  a,,  ^,,  c,  et  qu'on  réduit  les  termes  semblables, 
on  obtient,  comme  coefficients,  des  polynômes  u  par  rapport  aux 
variables,  regardées  comme  indépendantes. 


Xj,       Xij 


^ij  k  ) 


soit  II  le  nombre  de  ceux  de  ces  polynômes  t[ui  sont  linéairement 
indépendants.  Lorsqu'on  effectue  la  transformation  projective  la  plus 
générale,  les  coordonnées  bomogènes  r/  d'un  point,  x^j  d'une  droite, 
Xijk  d'un  plan  subissent  certaines  substitutions  linéaires  :  par  ces 
substitutions  linéaires,  les  polynômes  w,  sont  écbangés  à  leur  tour  par 
une  substitution  linéaire,  et  c^est  cette  dernière  substitution  linéaire 
qui  engendre  le  groupe  cherché. 
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19.  On  pourrait  partir  de  ce  mode  de  génération  du  groupe  linéaire 
le  plus  général  ne  laissant  invariante  aucune  multiplicité  plane  pour 
déterminer  ceux  de  ces  groupes  pour  lesquels  le  nombre  //.  des  variables 
satisfait  à  l'inégalité 

Mais  il  est  plus  commode  d'utiliser  la  notion  de  poids  (  '  ).  On  peut 
choisir  les  n  variables  du  groupe  de  manière  qu'à  chacune  d'elles  soit 
attaché  un  poids  déterminé,  représenté  symboliquement  par  une 
expression  (-) 

C5  =z:  /;?,  w,  -h  m^(^i.y-\-  .  .  .-\-  m/.ui  w/^.1, 

OÙ  les  coefficients  m,,  ..,,  W/^.,  sont  des  nombres  rationnels  dont  la 
somme  est  nulle,  les  différences  m,—  ruj  étant  toutes  des  entiers.  Si 
l'entier  ///,  —  mj  n'est  pas  nul  et  s'il  y  a  une  variable  de  poids  g7,  il  y  a 
certainement  des  variables  pour  chacun  des  poids  formés  par  les  termes 
de  la  progression  arithmétique  de  raison  w,  —  w,  dont  le  premier 
terme  est  rrr  et  le  dernier  est 

CT  —  (  nii  —  nij  )  (co, — oij  )  ; 

il  résulte  facilement  de  là  que  si  l'on  permute  dans  V expression  dexs, 
de  toutes  les  manières  possibles,  les  eoe fflcients  ///,,  m^,  . . .,  /^?/+,,  il 
existe  des  variables  de  chacun  des  poids  ainsi  obtenus. 

Cela  posé,  considérons  dans  un  groupe  W  une  certaine  variable 
dans  le  poids  w  duquel  les  coefficients  m^ ,  m.^,  . . .,  m/^.,  soient  rangés 
par  ordre  de  grandeur  décroissante.  Supposons  qu'il  y  en  ait  h  dis- 
tincts, répétés  le  premier/?,  fois,  le  second  p.,  fois,  ...,  le  dernier 
Pfi  fois.  Le  nombre  des  variables  qui  se  déduisent  de  la  première  par 
permutation  des  coefficients  m,  est  au  moins  égal  à 

{Pi'\-p.i+...^  Ph=l-^^)^ 


Les  deux  plus  petites  valeurs  que  puisse  prendre  ce  nombre  sont  /  -h  i 

(')  Voir  Bull.  Soc.  math,  de  France,  t.  XLI,  igiS,  p.  67  (n°^  13  et  U). 
{"')  Il  n'y  a  pas  à  confondre  les  symboles  w,  introduits  ici  avec  les  formes  de 
FfalTcO;  précédemment  considérées. 


I 
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et >  correspondant  respectivement  a 

h  — 2;         pi  =  \,     Pi=l     ou     pi—l,     Pi  =  f\ 

hr^z'i;  p^:=zÇ>,      Pi^=  l —  I       OU      P\^=^l —  I,      />2=2. 

Prenons  d'abord  le  second  cas.  Il  n'est  possible  que  si  l'on  a 

2  L  2 


/(/+9.)^ 


(7-l)/(/+l)(/+2) 


ou,  en  simplifiant,  /^3.  Il  faudrait  donc  /  =  3,  avec 

îTT  =  m,  (wi  H- w,)  + /«;, 'j.-j     ou     CT  ^ />/,«,+ m;j(f,i2-+- W3). 

Si/?/,  —  in.^  =  I,  on  obtient  le  second  groupe  fondamental,  c'est-à-dire 
le  groupe  qui  indique  comment  le  groupe  projectif  de  l'espace  à  trois 
dimensions  transforme  entre  elles  les  coordonnées  pliickeriennes  Xij 
de  la  droite.  Pour  ce  groupe,  on  a  effectivement, 

n{n  —  I  ) 
r:=i5,  «  =:  6,  1  = 

//  laisse  invaiiantr  une  forme  quadratique  non   dégénérée^  à 
savoir  la  forme 

qui,  égalée  à  zéro,  indique  que  les  .r,y  sont  les  coordonnées  d'une 
droite. 

Si  m,  —  mj^a,  le  groupe  ne  peut  pas  être  un  groupe  ^^  ,  car  en 
même  temps  par  exemple  que  la  variable  de  poids 

m  =   //<j  (ûJ|  +  0)2)  -t-  »«:!Ci):p 

il  existe  une  variable  de  poids 

rn  —  (  W2  —  0)3 )  =  m  1  co ,  +  (  wî ,  —  1  )  r.)2  +  (  w,  -l-  i  )  0)3 

différente  de  celles  qu'on  obtient  en  permutant  les  coefficients  m,, 
77?  3  de  cr. 

Passons  au  premier  cas  où  l'on  a 

TS  =  m,  w,  -+-  nii  s  1  (o),  -1-.  . .  4-  W/+,)     ou     rrr  :=  w,  (w,  4-  ...  -4-  w\,)  -\-  mi^^^nt^^. 
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Si  m,  —  lïii^^  =  [,  on  obtient  le  groupe  linéaire  général  à  n  variables, 
qui  est  effectivement  un  groupe  W.  Si  m^  —  m^^,^2,  il  existe,  en 
même  temps  que  la  variable  de  poids 

au  moins  une  variable  de  poids 

CT  —  (C), W2)  =  («11—  i)Ol)i  -f-  (m/4_,H-  l)(,J,  -+-  /«/^,  ((.):,  -H.  .  .-H  «/-Hi). 

Pour  qu'on  retrouve,  en  partant  de  cette  variable,  l'un  des  deux 
cas  possibles,  il  faut  que  m^  —  i  =  m^+t  -+-  i  ;  mais  le  nombre  des  nou- 
velles variables  atteignant  déjà  la  valeur  maxima  compatible  avec 
l'inégalité  (10),  on  arrive  à  une  impossibilité. 

20.   Nous  avons  supposé  implicitement  />  2. 

Si  /  =  2,  on  a  r  =r  8  et  n  ne  peut  dépasser  la  valeur  4-  Si,  pour  une 
certaine  variable,  les  trois  coefficients  m,,  m.,,  m^  du  poids  trr  sont 
distincts,  il  existe  au  moins  six  variables,  ce  qui  est  impossible.  Il  faut 
donc  que,  pour  l'une  au  moins  des  variables,  on  ait 

m  =:  miWi -f- m;j(w2+ f^s)     o^'     fn  = /?i,  (o)i -f- (02) -l- ««3  w.^. 

Plaçons-nous  par  exemple  dans  le  premier  cas.  Il  est  nécessaire  que 
m,  —  mj  ne  dépasse  pas  2;  sinon,  en  effet,  il  y  aurait  une  variable  de 
poids 

Ct'=:  ro  —  (w,  —  W,)  =r  (m,  —  l)C0i  -I-  (Wj-l-  1)W2  4-^3  (1)3, 

avec  trois  coefficients  distincts,  ce  que  nous  avons  vu  être  impossible. 
Si  m,  —  m^  =  2,  le  nouveau  poids  gt'  n'étant  pas  homologue  de  nr,  il 
existerait  au  moins  six  variables.  Il  faut  donc  f^/^  —  m^=i  et  l'on 
obtient  le  groupe  linéaire  le  plus  général  a  trois  variables. 

Si  enfin  l=i,  /-—[i,  le  groupe  le  plus  général  indique  comment 
les  coefficients  d'une  forme  binaire 


m 


UiX-"'-\ u^a:"'-\Y  -h  .  .  .  -H  M^+t  J' 


sont  transformés  quand  on  effectue  surx-  et^  une  substitution  linéaire 
à  déterminant  i.  Eu  dehors  du  groupe  géaéral  à  deux  variables,  on 
obtient  donc  comme  seul   groupe  W  possible   celui  dont  les   trois 
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variables  sont  les  coeflicients  u^^  a.,,  u.^  de  la  forme  quadratique 

UiX-  -\-  2  «2  xy  +  '/.)/■" ; 

c'est  le  groupe  le  plus  général  laissant  invariante  la  forme  quadratique 
ternaire 

21.  En  résumé,  les  seuls  groupes  NV  simples  du  type  A)  sont  : 

1°  Le  groupe  linéaire  général,  d'ordre  /a* —  i ,  à  n  variables  ; 

2"  Le  groupe  linéaire  le  plus  général,  d'ordre  3,  qui  laisse 
invariante  une  forme  quadratique  non  dégénérée  à  trois  variables; 

3°  Le  groupe  linéaire  le  plus  général,  cV ordre  i5,  qui  laisse 
invariante  une  forme  quadratique  non  dégénérée  à  six  variables. 

Les  groupes  W  simples  du  type  C). 

22.  Les  groupes  du  type  C),  de  rang  /^2,  sont  d'ordre 

/•r=  /(2/  -+-  l); 

ils  sont  isomorphes  au  groupe  projectif  d'un  complexe  linéaire  non 
dégénéré  de  Tespace  à  2/  —  i  dimensions. 

Pour  tout  groupe  W  du  type  C),  on  doit  avoir 

/(2/4-i)^ — ^^ >  OU     n^'>A->!-i. 

1 

Etant  donné  un  groupe  linéaire  du  type  (^)  ne  laissant  invariante 
aucune  multiplicité  plane,  on  peut  choisir  les  variables  de  manière  à 
attribuer  à  chacune  un  poids  (V) 

Ts  =  /«,  'j)]  -f-  /n,oj,  -\- .  .  .-\-  niiU)/ 

avec  des  coefficients  m,,  ni.>,  ...,  nii  entiers.  En  même  temps  que  le 
poids  cT  existent  tous  ceux  qui  font  partie  de  la  progression  arithmé- 
tique de  raison  2(0,  et  dont  les  termes  extrêmes  sont 

vn     el     OT       2  w/oj/; 


'(  >)   Voir  Bull.  Soc.  nialh..  loc.  cil..,  p.  69-70. 
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existent  de  même  tous  ceux  qui  font  partie  de  la  progression  arithmé- 
tique de  raison  to,d=  toy  et  dont  les  termes  extrêmes  sont 

m     et     TT!  —  {/)) i  ±:  nij  )  (  w,- ±:  o) ,  ) . 

De  là  résulte  en  particulier  l'existence,  en  même  temps  que  du 
poids  cùf,  de  tous  ceux  qu'on  en  déduit  en  permutant  les  coefficients  a??, 
de  toutes  les  manières  possibles  et  en  changeant  les  signes  d'un  nombre 
quelconque  d'entre  eu\.  Si  donc  il  existe  h  coefficients  rn^  différents 
de  zéro  et  distincts  en  valeur  absolue;  si  de  plus  ces  coefficients  sont 
répétés  respectivement  /?,,  /Oa»  ■  •  •■,  Pk  fo's,  il  existe  au  moins 

/  ! 


Pli p,\. . .  p,j  (/  — /v,— . .  .  —  />/,; 


variables.  Pour  une  valeur  donnée  ^  de  /?,  -h  /^2  +  -  •  •  +  f/n  ce  nombre 
est  au  moins  égal  à  2.^  ,  .  ' — -;  ce  dernier  nombre  ne  peut  être  infé- 
rieur ou  égal  à  2/+  I  que  si  y  =  i  (sauf  pour  /=  2,  cas  sur  lequel 
nous  reviendrons  tout  à  l'heure),  auquel  cas  il  est  égal  à  2  /.  Le  poids  cr 
est  alors  de  la  forme  m^oi^  et  l'entier  m,  ne  peut  être  qu'égal  à  ±  i, 
sinon  il  existerait  le  poids  (m,  —  2)^0  ce  qui  ferait  au  moins  l\l 
variables.  Le  groupe  W  unique  ainsi  obtenu  est  précisément  le  groupe 
d'un  complexe  linéaire  non  dégénéré  à  2/  variables. 

25.   Reste  le  cas  /  =  2,  pour  lequel  le  nombre 

II 


21 


ql{l-q)l 


prend,  pour  ^  =  2,  la  valeur  4-  Dans  ce  cas,  le  poids  m  est  de  la  forme 
m^  (  oj,  +  coj).  Le  coefficient  m,  ne  peut  être  plus  grand  que  i,  sinon 
il  existerait  au  moins  une  variable  de  poids 

ce  qui  prouverait  l'existence  d'au  moins  huit  variables.  Il  faut  donc 
m^  =  \ .  Tous  les  poids  possibles  sont  alors 

ih  CO]  ±  OJ,     el     o. 
Journ.  de  Math.,  tome  II.  —  Fasc.  II,  igaS.  23 
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On  obtient  le  second  groupe  fondamental  ('),  susceptible  de  l'in- 
terprétation géométrique  suivante.  Si,  dans  l'espace  à  trois  dimensions, 
on  considère  un  complexe  linéaire  non  dégénéré  qu'on  peut  toujours 
supposer  défini  par  l'équation 


le  groupe  en  question  indique  comment  le  groupe  projectif  qui  laisse 
ce  complexe  invariant  échange  entre  elles  les  cinq  quantités 


formées  avec  les  coordonnées  pliickeriennes  d'une  droite.  Comme  la 
forme  quadratique 

qui  s'annule  pour  les  coordonnées  d'une  droite  peut  s'écrire 

"^23  •^14  +  •^:il  ^ii  ~t~   7  ('^"1 J  "H  -^s;  )    7  ('^12  -^34  )' i 

4  4 

on  voit  que  le  groupe  considéré  laisse  invariante  la  forme  quadratique 
non  dégénérée  à  cinq  variables 

■^23  -^14  +  "^31  "^ii  -+-   7  {^11  +  •^34)'; 

4 

étant  donné  son  ordre  lo  =  — '- ?  c'est  le  groupe  le  plus  général 

laissant  cette  forme  invariante. 

2i.   Fin  résumé,  les  seuls  groupes  W  simples  du  type  C)  sont  : 

1**  Le  groupe  Unéaifc,  d'ordre ^  à  un  nonihic  pair  n  de 

variabh'S,  laissant  invariant  un  complexe  linéaire  non  dégénéré; 

2°   Le   groupe   linéaire,    d^ ordre    lo,    laissant    invariante   une 
forme  quadratique  non  dégénérée  à  cinq  variables.. 


(')    Voir  Huit.  Soc.  math.,  toc.  cit..  p.  89. 
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Les  groupes  W  simples  des  types  B)  et  D). 

23.  Les  groupes  du  type  B)  el  de  rang  /^3  (')  sont  isomorphes  au 
groupe  linéaire  d'une  forme  quadratique  non  dégénérée  à  2/4-1 
variables,  et  les  groupes  du  type  D)  de  rang  /^4  (^)  sont  isomorphes 
au  groupe  linéaire  d'une  forme  quadratique  non  dégénérée  k  2.I  va- 
riables. Pour  chacun  de  ces  groupes,  on  a 

n  {n  —  I  ) 


J'ai  démontré  dans  ma  Thèse  (^)  que  tout  autre  groupe  linéaire  de 
même  structure  avait  un  nombre  de  variables  supérieur. 

Par  suite,  il  n'y  a  qu'une  classe  de  groupes  W  simples  du  type  B) 

ou   D),  c'est  le  groupe  linéaire  le  plus  général,  d'ordre  -, 

laissant  invariante  une  forme  quadratique  non  dégénérée  à  n^'j 
variables. 

Les  groupes  W  simples  des  types  E),  F)  et  G). 

2(>.  Il  n'y  a  que  cinq  structures  simples  possibles  en  dehors  des 
types  A),  B),  C),  D).  J'ai  déterminé  dans  ma  Thèse,  pour  chacune 
d'elles,  le  nombre  /'de  paramètres  et  le  nombre  minimum  n  de  varia- 
bles compatibles  avec  le  caractère  linéaire  du  groupe,  à  savoir  : 

Type  E),  /  =:  6 /•  =    78,  n  =1    27 

TypeE),  /=7 rizri33,  11=    56 

TypeE),  /  =  8 /•  =  248.  «  =  248 

Type  F),  /  =  4 r  :=    52,  nz=i    26 

Type  G),  /=  2 r  —.    i4,  «  =      " 


(')  Les  groupes  de  rang  /=i  peuvent  être  regardés  comme  du  type  A),  et 
ceux  de  rang  l  ■=z'2,  comme  du  type  C). 

(■-)  Les  groupes  de  rang  /  =  i  ou  2  sont  semi-simples,  et  ceux  de  rang  l=:Z 
peuvent  être  regardés  comme  du  type  A). 

(^)  E.  Cartan,  Sur  la  structure  des  groupes  de  tian.<ft>rinalions  finis  et 
continus^  p.  i4o-i4i;  Paris,  Nony,  1894. 
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Dans  chacun  de  ces  cas,  on  a 

^  n  {a  —  I ) 
~  2 

//  n'y  a  donc  aucun  groupe  A\'  des  types  considérés. 


Le  cas  des  groupes  W  réels. 

27.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  implicitement  supposé  les 
variables  et  les  paramètres  complexes.  Il  est  facile  de  voir  que  les 
résultats  ne  sont  pas  changés  si  les  variables  et  les  paramètres  sont 
réels. 

En  effet,  soit  G  un  groupe  W  à  variables  et  paramètres  réels;  si 
nous  convenons  d^attribuer  aux  variables  et  aux  paramètres  des  valeurs 
complexes,  nous  obtenons  l'un  des  groupes  précédemment  trouvés  : 
désignons-le  par  (J. 

Les  groupes  de  la  première  classe.  —  Le  groupe  cj  étant  formé 
de  toutes  les  transformations  linéaires  (conservant  les  volumes) 
à  n  variables,  le  groupe  G  sera,  comme  ç/,  à  /^-  —  i  paramètres  et  par 
suite  sera  le  groupe  de  toutes  les  transformations  linéaires  réelles 
à  n  imriahles  réelles. 

Les  groupes  de  la  deuxième  classe.  —  Le  groupe  {{  est  le  groupe 
le  plus  général  qui  laisse  invariant  un  certain  point.  Ce  point  est  cer- 
tainement réely  sinon  le  groupe  réel  G  laisserait  invariant  le  poini 
imaginaire  conjugué  et  la  droite  qui  joint  ces  deux  points,  ce  qui  n'est 
pas.  Le  groupe  G  est  donc  le  groupe  réel  le  plus  général  laissa/if 
ini^ariant  un  point  réel. 

Les  groupes  de  la  troisième  classe.  —  Le  grou|)e  d'  est  le  groupe 
le  plus  général  laissant  invariant  un  certain  complexe  linéaire  non 
dégénéré 

j , . . . .  " 

/^    (  «0,^  -+-  il>oL{-.  )  (  -A'a  d-^'.i  —  -''[-i  f^'^oi  )  ~  "  (■  //  pii  i  r  ) . 


I 

i 
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Si  ce  complexe  n'est  pas  réel,  le  groupe  G  laisse  invariant  le  com- 
plexe imaginaire  conjugué 

et  par  suite,  aussi,  tous  les  complexes  du  faisceau  linéaire 

2  i<^oLfi  -^  "^  b(x^)  {^a  dœi^  —  .T^djCa)  =0. 

Ces  complexes  ne  sont  pas  tous  dégénérés,  car  la  condition  de  dégé- 
nérescence s'exprime  analytiquement  par  un  certain  nombre  d'équa- 
tions algébriques  entières  en  A  et  ces  équations  ne  sont  pas  identique- 
ment vérifiées  puisque,  par  hypothèse,  elles  ne  le  sont  pas  pour  X  =  ?; 
on  pourra  donc  trouver  une  infinité  de  valeurs  réelles  de  A  pour  les- 
quelles le  complexe  n'est  pas  dégénéré. 

Le  groupe  G,   laissant  invariant  dans  tous  les  cas  un   complexe 

linéaire  réel  non  dégénéré  et  étant  d'ordre >  est  nécessairement 

le  groupe  le  plus  général  qui  laisse  ce  complexe  invariant. 

Les  groupes  de  la  quatrième  classe.  —  Le  groupe  (J  est  le  groupe 
le  plus  général  laissant  invariante  une  certaine  forme  quadratique  non 
dégénérée 

Si  cette  forme  n'est  pas  réelle,  le  groupe  G  laisse  invariante  chacune 
des  formes  F^  H-  «  Fa  et  F,  —  iF.^  et,  par  suite,  chaque  forme  du  fais- 
ceau F,-|-XF2.  Les  formes  de  ce  faisceau  ne  sont  pas  toutes  dégé- 
nérées, car  le  déterminant  de  F,  -h  XF^,,  ne  s'annulant  pas  pourX  =  «, 
n'est  pas  identiquement  nul.  Par  suite,  dans  tous  les  cas,  le  groupe  G 
laisse  invariante  une  forme  quadratique  non  dégénérée  à  coefficients 

•    1                                               1               n (n  —  1  )       »         1  '111 

réels  et,  comme  son  ordre  est  — ^^;^ ?  c  est  le  groupe  réel  le  plus 

général  laissant  cette  forme  invariante. 
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Conclusion  générale. 


28.  Nous  avons  donc  démontré,  tant  dans  le  domaine  réel  que  dans 
le  domaine  complexe,  l'existence  de  quatre  classes  de  groupes  A\ 
conservant  les  volumes,  à  savoir  : 

I"  Le  groupe  linéaire  le  plus  général  à  n  variables  (/•  =  ir —  i): 
2"  Le  groupe  linéaire  le  plus  général  laissant  un  point  invariant 
(/'  z^  n-  —  n)'^ 

3"  Le  groupe  linéaire  le  plus  général  laissant  invariant  un  complexe 

linéaire  non  dégénère  ( /"  =  ^  n  pair  j; 

4°  Le  groupe  linéaire  le  plus  général  laissant  invariante  une  qua- 

drique  non  dégénérée  ( /•  =  -^ )• 


29.   Ces  conclusions  ne  font  appel  qu'à  Taxiomc  I  de  M.  H.  Weyl. 
Si  rnaintenant  on  tient  compte  de  Taxiome  II,  c'est-à-dire  si  Ton  veut 

que  les  n  — équations  linéaires  à  /■//  inconnues  (n°  9),  auxquelles 

doivent  satisfaire  les  coefficients  des  formes  rrr^,  iradmeltent  qu'une 
solution,  il  faut  qu'on  ait 

n  {n  —  1  ) 


Jl  n'y  a  donc  que  le  groupe  linéaire  d' une  forme  quadratique 
réelle  non  dégénérée  qui  satisfasse  aux  conditions  posées  par  les 
axiomes  I  et  II  de  M.  H.  Weyl.  VA  c'est  ainsi  qu'est  démontrée,  en 
partant  de  ces  axiomes,  la  nécessité  de  la  forme  pylhagonenne  de  la 
métrique  d'Univers. 
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Remarques  diverses  sur  le  calcul  aux  diff'érences  finies  ; 


Par  IV.-E.  Norlund. 


Réductions  des  sommes  multiples. 
J  .  Désignons  la  différence  du  premier  ordre  par  le  symbole 


AF(^) 


F(a^4-o))  — F(^.-) 


et  la  moyenne  du  premier  ordre  par  le  symbole 

Soient  co,,  w^,  ...,  to„  des  nombres  positifs  quelconques.  On  déter- 
mine la  différencie  d'ordre  n  par  Téquation 


A     F(^)^A 

a)|...o)„  fi)„ 


ii-ï 

A       F(x: 

fl),,  .  .(o„_ , 


et  la  moyenne  d'ordre  n  par  Téquation 

n  ç        II-  \ 

(i),:..(0„  (!)„   Lw,...<i)„_i 

Si  (1),"  =  coj  =  . . .  =  to„  =  to,  j'écris  plus  brièvement 

AF(.r)     et-    VF(.r).-     • 
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Dans  trois  Mémoires  (')  récents,  j'ai  étudié  la  somme  de  première 
espèce  et  d'ordre  // 

G„(-3:-)=Slv(-^0      ^ 
^-z  w , . . .  »i 


X 
(il...  .(•)„ 


et  la  somme  de  seconde  espèce  et  d'ordre  // 

F.(.r)^^9(.)     A     z. 
Les  fonctions  G„(x)  et  F,j(.r)  satisfont  aux  équations  suivantes  : 

V    G„(.c)  =9(j?), 

(0,...W„  • 

n 

A     F„(.r)  =  (p(x). 

O),.  ..(i)„ 

J'ai  considéré  ces  fonctions  en  admettant  que  les  paramètres  co,sont 
des  nombres  positifs  quelconques.  Que  se  passe-t-il  si  deux  des 
nombres  conviennent  coïncider  dans  un  point?  Je  vais  démontrer  qu'en 
ce  cas  une  somme  d'ordre  n  s'exprime  linéairement  par  deux  ou  trois 
sommes  d'ordre  //  —  i.  Pour  le  voir,  je  commence  par  déduire  un 
théorème  relativement  aux  polynômes  d'Euler  \i\"\x).  Ces  polynômes 
figurent  comme  coefficients  dans  le  développement  suivant  (C, 
p.  i84): 


(')  Mémoire  sur  le  calcul  aux  différences  finies  {Acla  mathemalica^ 
t.  XLÏV,  1923,  p,  71-21 1)  ;  Sur  certaines  équations  aux  différences  finies  [  Tran- 
sactions of  tlie  .inierican  Mat/ieniatical  Societ  y,  l.  XX\  .  kj'îS  (sous  presse)]: 
Mémoire  sur  les  polynômes  de  Bernoulli  {Acta  niathemuiico.  t.  XLllI,  1920, 
p.  ) 'il -196).  Dans  les  renvois  qui  vont  suivie,  je  désignerai  ces  trois  Mémoires 
par  les  lettres  A,  B  et  C,  Voir  aussi  :  Sur  Vélat  actuel  de  la  théorie  des  équa- 
tions aux  différences  finies  {Bulletin  des  Sciences  malhcmatiques,  2*  série, 
t.  XLIV,  1920,  p.  174-192  et  p.  200-220);  Comptes  rendus  du  Congrès  inter- 
national des  Mathématiciens  (Strasbourg,  22-3o  septembre  1920,  p.  98-1 19). 
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Dérivons  par  rapport  à  oj,  ,  on  trouvera 


2__^Er(..|'..,.o... 


t/w,         '     '     '  '     "'  (t.'"'.'+i)-^(e''V+ i)..  .(e">,.'+i) 

Mais  en  développant  le  dernier  membre  suivant  les  puissances  de  /  on 
obtient,  en  vertu  de  l'équation  (i), 

7  =  0 

En  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  /,  on  trouvera 

- — E;"'(.r  I  w,,  roi,  .  .  . ,  w„)  = E:f'^l^{x  +  oj,  I  oj,,  w,,  w.,,  .  .  . ,  «„). 

Cette  équation  peut  aussi  s'écrire 

(2)  E<"+'>(^|«n^Ji>  ^-^-i, 

„.    .       .  c>  .^  -4- 


Par  conséquent,  un  polynôme  d'Euler  d'ordre  /^  +  i,  ayant  deux 
paramètres  é^aux,  s'exprime  linéairement  par  deux  polynômes 
d'ordre  n.  En  posant  x  =  o,  il  vient 

(3)  G;'+''[«,,   OJ,,    0)2,     .  .  .,    W„] 

=  2  Cy"  [(,),,    0).,,,     .  .  .,    C0„]H ; r— C;/4!,  [«1,    W.,     .  .   ..    a)„].       . 

V  -h  I    t/fi'i 

Supposons  que  la  fonction  o(x)  admet,  pour  x^b,  une  dérivée  con- 
tinue d'ordre  m  telle  que 

lima:"-+-'+-9""'(j7)  =  o,  £  >  o. 

.r>  00 

La  somme  de  première  espèce  se  développe  en  série  de  la  manière 
suivante  (B,  s>  8)  : 

(4)  Jio(.r)      V      •^- 
^--'  (I),.  .(i>„ 

«/— 1  ^ 

■^^  2 '  V  !  ^  J         {ni  —  1  )  • 

v  =  o  " 

Journ.  de  ivlalh.  tome  II.  —  Fasc.  II,  igaS.  ^'-^ 
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Ici  E!/'*(x)  désigne  une  fonction  qui  satisfait  à  l'équalion 

II 
V   E:;"(^)=o 

el  qui  est,  dans  l'intervalle  o  =  ./<C  w,  -h  coo-t-- ...-+-  oj„,  égale  au  poly- 
nôme d'Euler  ^'•"^x).  Cette  fonction  vérifie  l'équation 

(5)  Ë;"-*-''(^|u)^,  wi,  ojj,  ...,w„) 

—  2  d     - 

=  2E;;"(.r  1  oj,,'  '^J2 ««)  -H :î—  k./Vi(.x'  |  '"i,  ''^i^  •  •  • ,  ««>„). 

«—1 

En  effet,  en  appliquant  l'opération      T     au  second  membre,  on  trou- 

(i>. ,...,  (»„ 

ver  a 

(6)  2Ë<"(^la),)+  -^  -^ËV^,(^|o30. 

Mais 

Par  conséquent,  on  aura 

w,  -^ËVH^  I  (Ol  )  =  V  ÏÏ.V>  (^  I  w,  )  —  vx  ËVi  ,(^  I  w,  ) . 

L'expression  (6)  est  donc  égale  à 

En  y  appliquant  l'opération  V,  on  trouvera 

(1), 

EV'(^|a),). 

Par  conséquent,  les  moyennes  d'ordre  n  des  deux  membres  de  l'équa- 
tion (5)  sont  égales.  Gomme  celte  équation  est  vraie  dans  l'intervalle 
o^o;  <:^  (.0,  +  coo ... -h  (o„,  elle  est  donc  vraie  pour  toutes  les  valeurs 
de  X.  Cela  posé,  considérons  une  somme  d'ordre  // -i- i,  ayant 
deux  paramètres  égaux,  c'est-à-dire  une  fonction  de  la  forme 
G«M  ('^  h'^n '^'^M  <^^2)  •••?  ^'->«)-  li-n  développant,  on  trouvera,  en  vertu 
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des  équations  (4),  (3)  el  (  j), 

G„H-i(>a7|  Wi,  oj,  (0.,,  .  .  ,  ,  o)„) 
Il  '  1 

^-^^  (i>.  (1),  O)., 


a: 

U>,  (1),  O),..  .ti)„ 


2     . 


«1—1  

V  =  0  *"  " 

m— 1  

V  =  0 

»i— 1  

v^  c;"^,[w,,  oj.„  ...,  oo„]    „^ ,   ,        r"  0    \i,;Pi—t)  ,'.,        ,  , 


Mais  on    vérifie  sans  peine   que  cette   équation  peut  s'écrire  de  la 
manière  suivante  : 


(i),(i)„. .  .(1),, 


Notre  somme  d'ordre  n  +  \  s'exprime  donc  linéairement  par  deux 
sommes  d'ordre  n.  En  particulier,  pour  /*  =  i,  on  trouvera 

(7)  ^Cp(.)V..  =  2^Cp(.^)Vx+2A|^|-     ^(.)./,V.'. 

2.  Pour  les  sommes  de  seconde  espèce,  on  peut  obtenir  une  relation 
semblable.  Considérons  d'abord  la  fonclioii  génératrice  des  poly- 
nômes de  Bernoulli  (C,  p.  i83)  : 

v=o 

En  dérivant  par  rapport  à  w,,  on  trouvera 

^■^   V  .     C/GO  1 
V  =  l 
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Mais  en  développai! l  le  dernier  membre  suivant  les  puissances  de  i, 
on  trouvera 


r    v-(  t 


v  =  l 

En  égalant  les  coefficients  des  mômes  puissances  de  /,  on  obtient 

=  B.','"(^  I  co],  «,,  .  .  . ,  r,),J  —  13!/'"i'(:r  +  w,  I  <,j,,  (,),,  0),,  .  .  . ,  w,,). 

Cette  équation  peut  aussi  s'écrire  comme  il  suit  : 

(8)  Bi;+"(^|a),,  «„  «,,  ....  a3„) 

=  Bv"'(.2:  I  w,,  r,)2,   .  .  .,  w„)  —  voj,l:5i/'_i(^|ù),,  C02,   .  •  . ,  w,,  ) 

—  Oh  ^ — B.7"(x|oj,,  w,,   ....  co„). 

C/OJ, 

Un  polynôme  de  Bcrnoulli  d'ordre  //-hi,  ayant  deux  paramètres 
égaux,  s'exprime  donc  linéairement  par  trois  polynômes  d'ordre  n.  La 

somme  de  seconde  espèce  de  la  fonction  '^{■i')  se  développe  en  série  de 
la  manière  suivante  (B,  §  16)  : 


(9)S?< 


A     z 

0)  ,  .  .  ,  (1)  „ 

'"'R!/-'[r..„..„    ...,.,„]    ^„^,^^^     ^      r'ÏÏ',^,    ,(-0 

(/;?  4-  /?  —  1  )  ! 


2  "-["■■ '^i-'-l/rt.)^/^ 


of""(,r  +  /)f//, 


ou  1  on  a  pose 


Ici  Bi,"'(.r)  désigne  une  fonction  qui  satisfait  à  l'équation 

(1), . .  .'ii,i 

et  qui  est,  dans  l'intervalle  o^.r  <oj,  -f-  (o. -1- ...  h-  (o,,,  égale  au  poly- 
nôme de   Bernoulli   Bi"\.i-).  Cette  fonction  vérilie   la   relation   sui- 


REMARQUES    SUR    LE    CALCUL    AUX    DIFFERENCES    FIMES.  I99 

vanic  : 

(10)  Bl/'+"(^|0Ji,    fi)i,    W,,     ...,GJ„) 

=  B,';"('3?|  ^>l'  «2,    •••>  W„)  —  V&JiB,<,^'i(x|0O,,   0^2,   . . .,  <M„) 

—  w, -T— Bt"'(.r|  w,,  0).,  ...,  o)„). 

En  effet,  nous  venons  de  voir  que  celle  relation  est  vraie  dans  l'in- 
tervalle G  ^a:  <^  co,  H- 0J2  + ...  H- w„.  El  les  deux  membres  admettent 
la  même  ditlerence  d'ordre  n.  La  relation  est  donc  vraie  pour  toutes 
les  valeurs  de  x.  Gela  posé,  considérons  la  fonction 

t'«  +  l('^   I  Wn    «1,    ^2,     •  .  -,    (>>«)•     . 

En  développant,  on. trouvera 

F„^_l(J;|  r.),,  oJi,  Wo.    .  .  .,  w„) 
n+1 

k^  a),(ii,j.  ..(i)„ 

it 

Mais  en  lenant  compte  des  équations  (8)et(io),  on  peut  écrire  la 
dernière  expression  comme  il  suit  : 

iii-h  n  

^  v!  y«+i    V     /  j        (/«-<-«)!'       ^  '' 

/Il  -+-  ri  

.-^  (v — i):  ■   '  J      (m-h/i  —  i)I  ^ 

V  =  1  " 

V  =  0 

Nous  avons  ainsi  établi  la  relation  suivante  : 

KJ  (i)|0),(o,..  .(ij„  kJ  J^^  0),(Oj...a)„ 

X  .1 

yJ  (.),(,.,..(,)„  utiiiVJJ  w,(.),... 


(i>,(0 (0„ 
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Une  somme  de  seconde  espèce  et  d'ordre  /?  +  i,  ayanl  deux  para- 
mètres égaux,  s'exprime  donc  linéairement  par  trois  sommes  d'ordre /z. 
Pour  /z  —  I,  on  trouvera  en  particulier 

(II)  S'-?(-)^^ 

'^  II) 

n  a  a 

5.  Considérons  en  second  lieu  le  cas  où  tous  les  nombres  co  sont 
égaux.  En  ce  cas,  les  polynômes  d'Euler  et  les  polynômes  de  Ber- 
nouUi  satisfont  aux  relations  suivantes  (C,  p.  i86)  : 

(12)  a)E,"+"(^|w):^-E!/^,(.r|w)-  -(a:— nrj)E;«  (.r  |  ro), 

(i3)  B<,"+''(^|co)  =  ('i-  J'-^B;">(^|(.))+  ^(.r-/ico)B,_,(^|oO. 

En  raisonnant  comme  plus  liaut,  on  vérifie  que  ces  deux  relations 
subsistent  si  l'on  remplace  les  polynômes  E(.r|co)  et  B(jc|a))  parles 
fonctions  E(ii7|oj)  et  B(.x'|a)).  Si  Ton  pose  /•  —  o,  on  trouve  en  parti- 
culier 

(i4)  Cr"=-Cî/i.-+-2Ci/'\ 

(1 5 )  HV  ^'  =  Z'  I  -  -^ ")  B<" '  —  y  Bt"J, . 

Etudions  les  deux  sommes  de  la  fonction  9(/)  : 

G„(^|a))  =  V9(:r)  V^-, 

S' 
9(.r)  A.r. 

Développons,  suivant  les  puissances  de  w,  la  somme  de  première 
espèce  et  d'ordre  //  -h  i  ;  en  tenant  compte  des  équations  (i4)  et  (12), 
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on  trouvera 


v  =  o 

m  —  l 


c;"\)^ 


v  =  o 


9(-)(*-) 


/iw7^  (m  — i)! 

1)1  

2  v^  C;;"(o''     .  ,,,  ,      2    /^    E'  (— ^lo))  ,  ,, 

M >    -V-J-  ^^'"'^  0^   H /      -^^^-^ ^(ù<-"'>  {x+l)dt. 

nbi  .^    2^v!       '  «wj         (m— i)!     '  ' 

Mais  en  intégrant  par  parties  dans  la  dernière  intégrale,  on  peut 
écrire  cette  équation  comme  il  suit  : 

m  —  1 

ni  —  l  _ 

/i(o  -lid     2''v!  •-      '  ^     -"J        no)J  (m  —  i)!  "^ '-^  ''^  '-^ 

On  aura  donc 

(i6)  G„+i(^|w)  ==2(1— — -jG„(a7|w)H--^V^cp(a7)  \  X. 

En  développant  la  somme  de  seconde  espèce  F„+|  (:r|  co)  suivant  les 
puissances  de  w  et  en  tenant  compte  des  équations  (i3)  et(i5),  on 
démontre  de  même  que 

.T* 

(17)  F„+,(^|w)  = F„(j;|w)—  -j^^cp(^)/\^. 

n 

En  particulier,  pour  /i  =  i  on  trouvera 

^9(-)y.-=  =  (i-^)S?(-)y,,-  +  ;i3,.*(.,-)\-.r, 
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En  rapprochant  ces  équations  des  équations  (7)  et  (i  i)  on  obtient 
les  expressions  suivantes  pour  les  dérivées  des  fonctions  (>(x|u>)  et 
¥(x  I  (o)  par  rapport  à  to  : 

oj-r—  V  9(0:)  V>r  =:  ^  J7  9'(x)  V  ^  —  X  V  o'  (.r)  \  j". 

n  il 


'"d 


4.  IjCS  équations  (16)  et  (17)  permettent  de  déterminer  les  sommes 
d'un  ordre  quelconque  par  voie  récursive.  Soit  par  exemple  o{x)  —  -, 
OD  =  I  et  posons 


^«<')=S^> 


1 

On  trouvera 

A'«+i  (•^)    =2(1  —  1  )  -„(  j:-)  -H  ^ 


ni  n 

B'„">(^  — 1) 


'I„^,(.r)=(^-_,jq„(a:) ^-^ 

On  en  conclut  que  les  transcendantes  gn(x^  et  il'*„(a:)  s'expriment 
par  les  transcendantes  élémentaires  gi(x)  et  ^r,(x')  de  la  manière 
suivante  : 

iI^„(.r)=.{^-,)(^-|-,)(|-i)...(— ^-,jM-,(.r)-i-^(^-), 

p(x)  et  </(x)  désignant  des  polynômes  en  x. 

I^es  relations  de  récurrence  (i(J)  et  (17)  moiilroiit  (ju'uiie  sonnne 
d'ordre  n  de  la  fonction  o(.x)peut  toujours  s'exprimer  par  une  somme 
de  premier  ordre  étendue  sur  la  fonction  z>{x)  multipliée  par  un  poly- 
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2o3 


nome  (').  On  peut  arriver  plus  directement  à  ce  résultat  de  la  manière 
suivante.  On  a  par  définition 

S"^'  (    r"  lV"+-i  (.r  —  z) 


(.),  .  (1),,^, 


OÙ  Q=  5,co,  H-5oWo...-l-.s„^,  (Jû,,^,.  En  faisant  co,  =  co^  =...  =  w,,^,  =  w, 
on  peut  écrire  la  série  à  //  +  i  entrées,  qui  fig^ure  dans  cette  expres- 
sion, comme  une  série  simple,  l^n  effet,  considérons  la  série 

OÙ  la  sommation  est  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières  non  négatives 
de  5,,  s.^,  ...,  s,^^^  qui  vérifient  l'inégalité  Sf-h  s.,. . .  -\-  s„^^  =p.  On 
voit  aisément  que  la  somme  de  cette  série  est  égale  à 

'T,    (.V+  |)(.V^-  2).  .  .(.V  +  /0 

\  ô ?  (  ■'^'  +  'O- 

.^J  1.2.5.../* 

On  aura  donc,  pour  toute  valeur  positive  de  r^, 

i^    '  .<i^  1.2...// 

car  dans  une  série  absolument  convergente  on  peut  ranger  les  termes 
dans  tel  ordre  que  Ton  veut.  De  plus  on  a,  dans  le  cas  actuel, 

B'„"+"(./7)  =  (,r  — o.)(.r  — 2(,j).  .  .(./•—  //w). 

La  fonction  F„.,(,/|(o)  est  donc  égale  à  la  limite,  pour  y]— >o,  de 


(')  Il  va   sans  dire  qu'en  général  celte  réduction  n'a  plus  lieu  quand   les  '.) 
sont  diflérents  l'un  de  l'autre. 

Journ.  de  Muth.,  tome  II.  —   Fasc.  II,    nj23.  2^ 
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l'expression  suivante  : 

— j-   /      ( .r  —  z  —  ''^)  {-r  —  •:  —  2 'jj ) .  .  .{.V  —  :;  —  nts))  o{z)  c''^'-  dz 

•-'  Il 

.v  =  0 

Mais  cette  limite  est  une  somme  de  premier  ordre.  On  aura  donc 

(.8)        <o(z)   A  z 
'^  (I) 

'    O  * 

=r  — ,  \  (.r  —  c  —  0))  (.-r  —  ::  —  2go).  .  .  (j:  —  r-  —  /iw)  o(.z)Az. 

Ai  !    k  1  (O 

C'est  la  formule  que  j'avais  en  vue.  De  même,  la  somme  de  pre- 
mière espèce  et  d'ordre  n  -{- i  est  par  définition   égale  à  la  limite, . 
pour  Tj  ^0,  de  l'expression 

(19)  2«  +  iy  (_|jv,+.v,...+.v„,  ,çp(^.  _^_  O)  ^,    r,(x-f-Li)_ 

En  réduisant  cette  série  multiple  à  une  série  à  entrée  simple,  on 
trouvera 

Sco(.r)    Y"  .r  — a"^'  lidi  y  (  —  I  )^    '^  ~|"  ^y  •  o ( X  H-  -K.) )  e-'O  ■^•+^'-') . 
,„  r,  -^  û  -^^  5  !  « .       ■  ' 

.s  =  0 

mais  cette  équation  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

{20)    ^9(.r)   ?  X 

=  (  -'  )    — .  '""   S  (■^■~  z-^M){.r —  c  -r  20).  .  J.r  _  ;  -f-  ri(ù)  o{x)  ^ JC. 
\(s)  J     II  ■  :^.,   <J  '  ,„ 

En  remarquant   qu'une   factorielle    se    développr    de   la    manière 
suivante  : 

{x  —  z  -f-i)  {x  —  z  ->r  2) .  .  .{x  ~  z  ->r  n) 
=  2  (—•)"-'(")  (.r  ■\-\)[-i-.+  ■>.).  ..{X  -t-  s)z{z  -  I  -  .  .  .  ^  c  —  ,,  -+-  .s  H-  ,), 
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on  trouvera  enfin 


Ccp(.r)   ? 

s—n 

iV'hlll!  V(-,)^(  ;').r(^--a))...  [./■-(« -.s~r)o)]G,,,(.r!  0,), 


C)  /  /i  '■ 


OÙ  l'on  a  posé 

G, ^.v  (  j:  I  (0 )  —  X  ( ^  -!-  0) )  ( .r  -H  2  w ) .  .  .  {.T  +  .s(j})(o{x)  Vx. 

Une  somme  d'ordre  quelconque  s'exprime  donc  linéairement  par 
un  nombre  fini  de  sommes  de  premier  ordre. 

Sommation  par  parties. 

5.  On  connaît  le  rôle  que  joue  le  procédé  d'intégration  par  parties 
dans  diverses  questions  d'analyse.  Je  vais  montrer  que,  dans  le  calcul 
aux  différences  finies,  on  peut  avec  avantage  se  servir  d'un  procédé 
analogue  que  j'appelle  la  sommation  par  parties^  et  je  vais  en  tirer 
divers  développements  remarquables.  Soient  ©(a:)  et  '^{x)  deux  fonc- 
tions qui  sont  holomorphes  dans  un  certain  demi-plan  ^(x^î/?,  et 
qui  y  restent,  en  valeur  absolue,  plus  petites  que 

C  et  k  étant  des  nombres  positifs.  Soit  oj  un  nombre  positif  et  plus 
petit  que  — r*  Admettons,  dans  ce  qui  suit,  que  x  reste  dans  le  demi- 
plan  susdit.  On  a,  évidemment, 

(21)  V[cp(rr)'|(,r)|  =  <^(j;)  Vcp(j-)-h  -cp(x  -+-0))  Ad;(.r). 

Par  conséquent, 

(o  L     ''>  '■>  J 

—  AJ>  (■^)  V  o{.v  -t-  S(,))  -+-  —      V      o{x  -h  {s  -i-  i)m]    \,  'H-^')- 


2o6  N.-E.    NORLUND. 


Multiplions  celte  égalité  par  ( — i)' (-)    et  donnons  à  .y  les  valeurs 


\  2 


G,  I,  2,  . . .,  /z  —  I.  En  ajoutant  les  égalités  ainsi  obtenues,  il  vient 

n  —  \ 

(<)>  L     '">  ">  J  \  -^  / 

,v  — 0 

n  /       \  /i  " 

=  d;(^)Vcs(^)  — (  — i)"  (  -  I    o{.v-h  n'j))^'l{j:). 

'  •     ,„    '  V  2  /       ' 

Remarquons  qu'on  aura  (A,  p.  85,  p.  171), 

\  (1)  /  (1) 

et  formons  la  somme  des  deux  membres  de  l'égalité  que  nous  venons 

de  trouver.  On  obtient 

/ 

n—  1 

\    ^-  n  —s--'\  s 

(22)      y(— OM-)'     V   ■9(.r  +  sr,0A^(.^) 

,v-0 

r=C  d;(^)V9(.-r)?.r  — (— 1)"  (-\"  Q  9(.r  +  «G3)A'M-^)V-r. 

Le  calcul  de  la  somme 

C(■^(.r)V9(.^))V.^• 
*^   \  (i>  /  (1) 

est  ainsi  ramené  au  calcul  de  la  somme 

V  I  cp(.r -H/îr.))^d,(a:)  j  V./-.. 

<]ui   peut  être    plus   facile.    Soit  par  exemple  à   calculer   la   somme 

v^(x")  (x- )  V.r,  où  '^''{x)  désigne  la  dérivée  loi^arithmique  de  la 

fonction  r(->t).  En  posant  '^{x)  =  W^x),  '^{x)  =  ^r  —  i  et  //  =  1 ,  on 
trouvera 

^  ir(..)(^-i)v,.=(..--, ).!•(.•)- is;iv. 
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Posons 

S" 

et  remplaçons  dans  l'équation  (^2)  la  fonction  o{x)  par  la  fonc- 
tion G„(./).  Il  vient 

n  — 1 

Cette  formule  s'applique  en  particulier  quand  la  fonction  'j>(.r)  est  un 
polynôme,  car  en  prenant  //,  suffisamment  grand  la  somme  au  second 
membre  s'annule.  Si  l'on  pose  o(x)  =  i,  il  vient 


«  — 1 


„4)      ^^(-)i-r=^i-'y{'^'m^^^{--^)''^l'H-)l-- 

Si  l'on  fait  tendre  n  vers  l'infini  ce  développement  converge  pourvu 
que  to  soit  suffisamment  petit.  , 

En  faisant  9(.r)  =:  a'  et  w  =  i ,  on  aura 

G„(.r)  =  «-^(-^)". 
Par  conséquent, 

g„-,i,,)r,.=^'2;(-,)-(^yÂ+(., 

.V  =  0 

Soit  par  exemple  '\^{-v)  =  -,.  il  vient 


{œ  -'r-  i).  .  .{.r-h  s) 


Si  a  est  positif,  ce  développement  converge  dans  tout  le  plan  des  .r  en 
exceptant  les  points  x  =■  o,  —  i ,  —  2, . . . . 
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6.  En  partant  de  ridenlité 

on  démontre  de  même  la  relation 

n—l 

(25)  Çc)(.r)'^(^)Vx  =  y  (-\^G,+,(^)A4'['^-(*  +  0^] 

H-(-)    XG„(^)A 'M-^  — "^0  V-iT- 
Cette  relation  se  réduit  à  l'équation  (20)  si  l'on  fait 

'i;  (  ^  )  •=  (  ^  —  ;  +  r,)  )  (  .r  —  r.  +  2  rjj  )  .  .  .  [\r  —  :;  -I-  (  /?  —  I  )  (u  ] 

et  si  l'on  pose  z  =  .r.  Si  o{x)  =  r ,  il  vient 

n—  1 

(26)   Q.i;(^)v^.=  y  (^yA'|[-^--(^  +  ')'^']  +  ftY'SA'M-r-"'^ov^. 

7.  On  peut  étendre  ces  résultats  à  des  sommes  d'ordre  quelconque. 
On  aura  par  exemple  le  développement  sui\ant  : 

(27)      QQ(.r).I;(.^)V^ 
^^  (1) 

//)  ~  1 


ou 


n  — 1 


»i  n  —  .< 

X. 


En  ert'et,  pour  //  —  i ,  cetle  équation  se  réduit  à  l'équation  (23),  et 
par  voie  d'induction  on  démontre  aisément  qu'elle  csl  vraie  pour 
toute  valeur  entière  et  positive  de  //.  De  Térpialion  (  21)  on  déduit  de 
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môme 

II 


.ç=0 


On  peut  dire  qae  l'équation  (27)  donne  l'extension  de  cette  équa- 
tion au  cas  où  /i  est  un  entier  négatif.  Et  l'on  peut  aller  plus  loin  et 
donner  à  /i  des  valeurs  réelles  quelconques.  Cette  extension  conduit  à 
des  résultats  assez  remarquables;  elle  est  analogue  à  l'extension  qu'ont 
faite  Liouville  et  Rieniann  de  la  notion  de  dérivée,  mais  nous  n'exami- 
nerons pas  ce  point  ici. 

Si  l'on  fait  '|'(-t)  =  x  dans  l'équation  (27),  on  retrouve  la  relation 
de  récurrence  (16).  Cette  relation  est  ainsi  démontrée  de  nouveau, 
mais  avec  une  autre  hypothèse  relative  à  la  fonction  'f(^)' 

Remarquons  enfin  qu'en  posant  9(x)  =  i,  on  trouve  le  développe- 
ment remarquable 


;/;  —  1 


(,8)  g^(..)v.-=V(^,)'(^)'"<"^"--:;"^^-"A^(x)  +  R:r(-^) 

S  —  0 

avec  le  reste 

.V  =  0 

8.  Passons   aux  sommes  de  seconde  espèce  et  rappelons   d'abord 
qu'on  a  (A,  p.  85) 

S^(^(  z)  f^z  =  (s>{j:) /  (i){oC)dx. 

Il 

La  différence  d'un  produit  peut  s'écrire 

(1)  0)0) 

Posons  comme  plus  haut 


2  lO 

On  aura 
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(I)  ri) 

Par  conséquent, 


A 

(0      U 


l\ç^,(>i-  +  5(,))AJ^(-C'; 


(t) 

(0 

Faisons  successivement  5  =  0,  1,2,  .,.,/?/  —  i  et  ajoutons.  Il  vient 

'II-  i 

A2i(-irF,,,(.Z:+.V0))A'M-^--)=?('^-)'|U') 

(.)  (1) 

.V  =  0 

m 

En  formant  la  somme  des  deux  membres  de   cette  équation,  on 
trouvera 

(  3o  )  C  9(:;)  -K  r)  A3  =  2  ^-  ')'  *'-^--'  (-^  "^  '"')  ^  '^'^'^■) 

^^  (1)  (0 

«  .v=0 

'" 

+  {-l)"'\p||,{^■-^'n,^)^■l{z)^z-c, 

G  désignant  une  constante  qui  est  égale  à 

;«  — I 

^  <(  -t-  O)  v 

(3i)  C  =  —  "^   (— i)''   /  Fs+i{jc -h  S(ù)  \<}j{j:)dj'. 

^    ^^  Ja  O) 

Faisons  m  =  1 ,  il  vient  ('  ) 

(32)        S9(--)^(^^)A. 
■^  (1) 

.»■ 

,</  +  (i> 

=  F,(.r)'i(.:r)     -  ^l '"M- + ''0  A 'M-)  A^  -  -    /  V ,i.v)'l{.r)  dx. 


(I)  <■) 


(')  Quand  co  tend   vers  zéro,   la  formule  (32)  se  réduira  à  la  formule  dinle- 
gration  par  parties. 
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Soit,   par  exemple,   à    calculer   la   somme  ^^(2)-^'    ^^  '^  (z) 

1 
désigne  la  dérivée  de  logr(:;).   En  faisant  '\/(z)  r=W(z'),  o(z-)=  -_ 
et  o)  =  I,  on  trouvera 

I  1  '  ' 

Par  conséquent, 

1  '  ' 

Dans  le  cas  où  'l'(-)  est  un  polynôme  dont  le  degré  est  plus  petit 
que  m,  le  second  terme  au  second  membre  da  l'équation  (3o)  s'annule 
parce  que  A'"'>j>(:;)  =  o.  La  constante  C  sera  aussi  égale  à  zéro;  on  le 
vérifie  aisément  en  tenant  compte  de  l'équation 


m—\ 


V  (^  —  ■^)(^  —  ^-~-'^0---[-  —  •^  —  ^■^  —  0*^]  \ 


s  —  0 

On  aura  donc 

X  1)1  —  1 

KJ  lù  ■*■■  (D 

a  s  =  o 

Transformation  d'Euler. 

9.  L'équation  (28)  peut  s'étendre  au  cas  où  les  w,sont  des  nombres 
positifs  quelconques.  Admettons  que 

lim  (û{x)  6""'-^  =  o, 

quelque  petit  que  soit  le  nombre  positifs.  Euler  a  fait  remarquer  que 
l'on  a  la  relation  suivante  : 

^(-i)^p^9(^  +  ,w^)=r2(-i)^^-£-^,A9(^). 

Journ.  de  Afath.,  tome  II.  —  Fasc.  II,   i()23.  -^^ 
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Cette  équation  est  vraie  pour  toute  valeur  de  p  dans  l'inter- 
valle G  <^  p  <^  I.  Soient  maintenant  p,,  p^,  ...,  p^  des  nombres  positifs 
et  plus  petits  que  i.  En  appliquant  n  fois  de  suite  la  transformation 
d'Euler,  on  trouve 

2  (  —  I  )s,+s,...+s„  p..  p.,  _  .  p.^,  ^  (^  ^  s^  ç^j  _,_  s^  0)2  .  .  .  +  5„  0J„  ) 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières  non  négatives 
de  s^ ,  S'a ,  . . . ,  Sn-  Posons 

et  faisons  tendre  le  nombre  positif  r^  vers  zéro.  Il  vient 


(33)     |^9( 


(ij,...(i>„ 


pourvu  que  la  série  au  second  membre  converge.  I.a  limite 

n 

V  !p  (  J7  )  V  ^ 

existe  donc  toujours  quand  cette  série  converge. 

Soit  en  particulier  o(^x)  =  x^,  v  étant  un  entier  positif.  La  série  se 
réduit  à  un  nombre  fini  de  termes  et  Ton  trouve 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières  non  négatives 
de  s^^  s.,  ...,  s„  qui  vérifient  l'inégalité  .s-,  h-  ^j-l-  ...  -h  SJ^^  v. 

On  peut  trouver  une  expression  bien  simple  du  tiM'me  complémen- 
taire de  la  série  (3  î).  Pour  abréger  l'écriture,  nous  faisons  n  =  i. 
Considérons  donc  la  série 

^      ^  (_,)*,-t-^.pv,p.v,(p(.^_l_5,oj,-+-5îr.)î),     . 


.v,=  0        f|=0 
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OÙ  o-<p,<i  et  o<c,<i.  En  mullipliant  et  divisant  cette  série 
par  (i  -h  p,)^!  H-  pa),  on  voit  qu'elle  est  égale  à  la  somme  des  quatre 
expressions  suivantes  : 

(.  +  P,)(.+P,)-        TT-,        Z    2, (-"'■"'■?.'?.•, fi  <?(-+■'.'..,+.«.=) 

.«,,=  0       Si=0 


-.0       s,=  0 


Soient  p  el  q  deux  entiers  positifs  quelconques.  En  effectuant  cette 
opération  pq  fois,  on  trouve  la  relation  suivante  : 

.«5=0       i,— 0  ^ 

-Z  2é^    '^'  -(,  +  p,)..+.(,_<_p^).s%+i   ^.;^,,^(^) 

i,=  0      .v,=  0  Wl   0)3- 

.«,=  0       ^,  =  0  0)2 

V'tl'V'l-/  PO 

.«0=0      .v,=  0  Wj  Wj 

Posons  maintenant 
et  faisons  tendre  r,  vers  zéro.  Il  vient 

Kj  (i),(i).,  -^^        ■*■■  \  ^   /        \  2    /  t,      .V.,  k^  tOiWj 

i.j=o    .«1=0  Wi  Wg- 
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OÙ 

^  ^  ^  <^': 

-(-K?y'^,.(-)-(-o-(^)'(?)'7/<->- 

On  en  conclut  en  parlicuUer  que  la  limite 

existe  si  la  série 

(34)  2(-iy.-^.--^.A9(^  +  .Q) 

converge  quand  la  valeur  de  p  surpasse  un  certain  nombre. 

Soit  par  exemple  cp(a;)  =  logx.  La   série  (34)  converge  si  /?  >  i 

(B,  §  g).  L'expression 

« 

S\og  X     V     j" 
(I) , . . .  (1)  „ 

a  donc  un  sens  et  l'on  voit  aisément  que  la  série  au  second  membre  de 
l'équation  (33)  converge  dans  le  cas  actuel. 
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Sur  les  principes  fondamentaux  de  la  théorie  des  contacts 
dans  l' Hyper  géométrie  réelle  ou  imaginaire  et  sur  les 
familles  complètes  de  figures  intégrales  d'un  système 
d'éfpiations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ; 

Pau  Ch.  RIQLIER, 

l'rofesseur  à  l'Université  de  Caen. 


INTRODUCTION. 

Le  présent  Travail,  dont  un  bref  résumé  a  été  communiqué  à  TAca- 
démie  des  Sciences  ('),  a  pour  objet  la  généralisation  des  notions 
classiques  relatives  aux  intégrales  complètes  de  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  -^=fix,y^z,-^\'  Il  est  divisé  en  deux  parties 
ayant  respectivement  pour  titres  : 

Première  Pautie.  —  Principes  fondamentaux  de  la  Théorie  hy per- 
gëojnétrique  des  contacts;  figures  enveloppes.  (Voir  ci-dessous  les 
alinéas  I,  II  et  III.) 

Deuxième  Partie.  —  Systèmes  complètement  intégrables  d'' équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre;  figures  intégrales  ; 
familles  complètes  de  figures  intégrales;  réduction  des  systèmes 
quelconques.  (Voir  ci-dessous  les  alinéas  IV,  V,  VI  et  VII.) 

I.  Dans  l'espace  [[ic,  y?  ...]],  nous nommeronsy?^///'c  un  ensemble 

(')  Voir  les  Comptes  rendus  des  ■^.-j  juin  et  2  no\eml)ie  i9'2i. 

Journ.  de  Math.,  tome  II.  —  Fasc.  III,  1953.  '^[) 
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de  points  défini  par  un  système  d'équations  reliant  les  n  coordonnées, 
réelles  ou  imaginaires^,  x^  y,  ...;  point  ordinaire  d'une  figure  un 
point  tel,  que,  dans  un  voisinage  suffisamment  rapproché  du  point, 
la  figure  puisse  être  définie  à  l'aide  d'un  système  réduit  d'équations 
normalement  résolubles.  Nous  bornant  à  la  considération  exclusive  de 
ce  voisinage,  et  supposant  tour  à  tour  que  le  système  réduit  comprenne 
I,  2,  3,  ...  équations,  nous  dirons,  suivant  le  cas,  que  la  figure  est 
k  n  —  i,  n  —  2,  /z  —  3,  ...  dimensions. 

Deux  systèmes  réduits  numériquement  équivalents,  et,  par  suite, 
nécessairement  composés  d'un  m.ême  nombre  d'équalion?,  définissent 
deux  figures  identiques. 

Si,  désignant  par  p  et  p'  deux  entiers  différents,  on  suppose  que 
deux  systèmes  réduits,  S  et  S',  comprennent  respectivement/)  el  p' 
équations,  et  que  le  premier.  S,  soit  une  conséquence  numérique  du 
second,  S',  on  a  nécessairement />  <</)',  d'où  n  —  p^n  —  p',  et  la 
figure  k  n  —  p'  dimensions  que  définit  S'  sera  dite  siUiée  sur  la  figure 
k  n  —  p  dimensions  que  définit  S;  inversement,  la  figure  S  sera  dite 
contenir  la  figure  S'. 

Une  figure  à  n—p  dimensions,  définie  par  un  système  réduit  de 
p  équations,  peut  encore  se  représenter  à  l'aide  d'un  groupe  de  //  for- 
mules égalant  les  n  coordonnées  x,  y,  . . .  k  n  fonctions  analytiques  et 
régulières  de  n  ~  p  arbitraires,  de  telle  façon  que  n  —  p  de  ces  for- 
mules, convenablement  choisies,  soient  résolubles  par  rapport  aux 
arbitraires  :  de  ces  deux  modes  de  représentation,  le  premier  sera 
qualifié  de  réduit,  le  second  àt  paramétrique. 

II.  Considérons  deux  figures  ayant  un  point  commun,  ordinaire 
pour  chacune  d'elles;  désignons  par  n  —  /j,  n  —  r  leurs  nombres  res- 
pectifs de  dimensions,  et  supposons //  —  pn  —  r.  Les  deux  figures 
étant,  dans  le  voisinage  de  ce  point  initial,  représentées,  la  première 
(celle  k  n  —  p  dimensions),  suivant  le  mode  réduit,  par  le  système 
des  /;  équations 

/,(x,  r,  ...)  — o,         /,(,r,  j,  ...)  =  o,  ....         /p{x,y,...)  =  o. 

la  seconde  (celle  à  //  —  /  dimensions),  suivant  le  mode  paramétrique. 
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à  l'aide  des  n  formules 
les  p  fonctions  composées 


f 


ont  évidemment  des  valeurs  initiales  nulles.  Cela  posé,  et  en  désignant 
par  g  un  entier  positif  ou  nul,  si  les  fonctions  (i)  et  toutes  leurs  déri- 
vées (relatives  aux /?- —  r  paramètres  5,  t,  ...)  jusqu'à  l'ordre  »•  inclu- 
sivement ont  des  valeurs  initiales  nulles,  sans  que  toutes  celles  d'ordre 
if  -f-  I  jouissent  à  la  fois  de  cette  propriété,  les  deux  figures  seront 
dites  avoir  au  point  considéré  un  contact  d'ordre  g  {^)' 

III.   Soient  x,y,  ...  et  ii,  c,  ...  deux  groupes  de  variables,  en  con- 
tenant respectivement  h  et  /c  :  si,  dans  l'espace  à  /t  -h  A  dimensions    < 

[[^■,  y,  ...,«,(•,  ..  .]J, 

deux  figures  à  h  dimensions  contiennent  l'une  et  l'autre  une  même 
figure  k  h  —  q  dimensions  (o^^q'^h),  et  si,  en  tout  point  de  cette 
dernière,  elles  ont  l'une  avec  l'autre  un  contact  proprement  dit  (c'est- 
à-dire  d'ordre  supérieur  à  zéro),  elles  seront  dites  avoir  l'une  avec 
l'autre,  suivant  cette  dernière,  un  j'accordement  de  geiwe  h  —  q. 
Supposons  actuellement  qu'une  famille,  ^/,,  de  figures  à  Jl  dimen- 


(*)  Les  deux  figures  peuvent,  d'une  infinité  de  manières,  être  représentées,  la 
première  suivant  le  mode  réduit,  la  deuxième  suivant  le  mode  paramétrique  ; 
on  peut  d'ailleurs,  dans  l'hypothèse  p=z/',  permuter  leurs  rôles  respectifs,  et 
supposer  tour  à  tour  que  la  première  figure,  puis  la  deuxième,  soit  celle  que 
l'on  représente  suivant  le  mode  réduit  :  or,  le  caractère  formulé  dans  la  défi- 
nition est  indépendant  de  ces  diverses  circonstances  variables.  Il  l'est,  en  oulre, 
de  toute  transfornoation  ponctuelle  opérée  sur  les  coordonnées  .r,  y,  .... 
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sions,  dépendant  des  /^  paramètres  <3,,  a^,  ...,  a^,  soit  définie  à  l'aide 
d'un  système  de  k  équations  entre  jc,  y,  . . .,  m,  ^',  . . .,  r/,.  a.,^  . . .,  a^ 
(et  que  ce  système  soit,  comme  de  raison,  résoluble  par  rapport  à 
quelque  groupe  de  k  coordonnées,  m,  p,  ...  par  exemple).  On  peut  se 
proposer  de  rechercher  s'il  existe  quelque  figure  fixe  à  h  dimensions 
avec  laquelle  chacune  des  figures  -7^  présente  un  raccordement  de 
genre  h --  q  :  ce  problème,  qui  dépend  d'un  système  de  k{q-\-i) 
équations  finies  à  k  -\-  q  fonctions  inconnues,  n'est  pas  toujours  pos- 
sible; en  supposant  qu'il  le  soit,  la  figure  fixe  obtenue  se  nommera 
V enveloppe  des  figures  ^f/.. 

IV.  Supposons  qu'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  impliquant  les  A  fonctions  inconnues  u,  c,  ...  des 
h  variables  indépendantes  x,  y,  ...,  soit  résolu  par  rapport  à  un 

groupe  de  dérivées  (premières)  de  u,  ç, Pour  disposer  nettement 

les  équations  d'un  système  de  cette  espèce,  on  peut  les  écrire  dans  les 
cases  d'un  quadrillage  rectangulaire  dont  les  lignes  correspondent  aux 
variables  x,  y,  ...  et  les  colonnes  aux  incoimues  u,  v,  . . . ,  en  mettant 

l'équation  qui  aurait,  par  exemple,  —  pour  premier  membre,  dans  la 

case  qui  appartient  à  la  fois  à  la  colonne  (//)  et  à  la  ligne  (./)  :  on 
obtient  ainsi  une  sorte  de  damier  où  les  cases  pleines  et  vides  peuvent 
offrir  des  dispositions  relatives  variées.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on 
considère  un  système  du  premier  ordre.  S,  impliquant  les  deux  fonc- 
tions inconnues  w,  v  des  quatre  variables  indépendantes  x,y,  ;,  s,  et 

'     1  »  ^     •     j  ,  •    .      au    du    di'    ,     j       .        1,1 

résolu  par  rapport  aux   trois  dérivées  -r— >  -r-»  -t->  le  damier   dont  il 
i  tri  O.v    à  y    ôz 

s'agit  contiendra  trois  cases  pleines,  correspondant  à  ces  trois  déri- 
vées, et  cinq  cases  vides,  correspondant  aux  dérivées  restantes^» 

Ou    Ov    di'    <)v  ,  u         j  .'  -1 

-T-j-T-'-T-'  —\  quant  aux  seconds  membres  du  système,  ils  seront 
os    ox    oy    us      ^  j  ^ 

fonctions  de  ces  dernières  et  de  x,  y,  z,  s,  u,  (\ 
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2  l() 


(")  (O 


(•-)^> 


(y)  -f 


(=: 


{s) 


On 
dx 

du 
ôy 

ùv  _ 

Cela  posé,  nous  dirons  qu'une  figure  à  4  dimensions,  définie,  dans 
l'espace  à  4  4-  2  dimensions  [[-z^,  JK,  -,  s^  w,  c]],  par  un  groupe  réduit 
de  deux  équations  finies,  est  une  figure  intégrale  du  système  S,  si 
ce  groupe  réduit  est  résoluble  par  rapport  aux  deux  coordonnées  w,  c, 
et  que,  après  résolution,  il  fournisse  un  groupe  d'intégrales  particu- 
lières de  S.  La  figure  intégrale  sera  dite  ordinaire^  si  l'on  peut 
assigner  à  (^,  j,  -,  s)  quelque  domaine  de  variation  tel,  que  non  seu- 
lement les  intégrales  dont  il  s'agit  y  soient  analytiques  et  régulières, 
mais  que,  de  plus,  leurs  valeurs,  prises  conjointement  avec  celles  de 
leurs  dérivées  premières  et  des  variables  ^,  y,  -,  a.  restent  toujours 
intérieures  à  quelque  domaine  où  tous  les  seconds  membres  du  sys- 
tème S  soient  eux-mêmes  des  fonctions  analytiques  et  régulières. 

Une  figure  intégrale  non  ordinaire  sera  dite  singulière. 


Y.  Supposons  désormais  que  le  système  S  soit  complètement  inté- 
grable;  que,  d'ailleurs,  il  ne  cesse  pas  de  l'être  lorsqu'on  y  considère 
les  fonctions  inconnues  u,  v  comme  dépendant,  non  seulement  de  a?, 
y,  5,  5,  mais  encore  d'autres  variables,  en  nombre  quelconque,  qui  ne 
figurent  dans  les  équations  du  système,  ni  par  elles-mêmes,  ni  par 
l'intermédiaire  d'aucun  symbole  de  dérivation.  (C'est  ce  qui  a  lieu, 
par  exemple,  pour  un  système  orthonome  passif.)  Ajoutons  alors  au 


220  Cil.     RIQUIER. 

nombre  des  cases  vides  de  son  damier,  ligure  ci-dessus,  celui  des 
fonctions  inconnues  que  le  système  implique,  ce  qui  donne  le  total  7; 
puis,  en  même  temps  que  le  système  S,  considérons  les  deux  relations 

i  F{x,  y,  z,  s,  u,  V,  a,  (3,  y,  ô,  0,  >.,  /a)  =  o, 
(2)  \ 

'  H(x,  7,  s,  s,  u,  r,  a,  ,6,  -/,  0,  5,  /..  p.)  —  o, 

où  figurent,  avec  x,  y,  z-,  s,  11,  r,  les  sept  constantes  arbitraires  a,  3, 
Y,  0,  0,  A,  [j..  Les  relations  (2)  étant  supposées  résolubles  par  rapport 
à  II,  V,  exécutons  sur  elles  les  diverses  différenliations  premières  rela- 
tives à  x,y,  z,  s,  en  traitant  u,  r  comme  des  fonctions  de  x,y,  :,  s, 
a,  [3,  Y,  0,  0,  A,  [ji;  il  vient  ainsi 


(3) 


dF        dF  du        dF  dv 
dx       du  dx       dv  dx  ~ 

=  0, 

dH       dH  du       dH  dv 

dx        du  dx    ,    dv   dx 

dF       dF  du       dF  dv  _ 
dy        du  dy       dv  dy  ~ 

-  0, 

dH       dH  du       dH  dv 

dy        du   dy        dv  dy  ~    ' 

dF       dF  du       dF  dv  _ 
dz         du   dz         dv  dz 

=  0, 

dH       dH  du        dH  dv 

dz        du    dz        dv   dz 

dF       dF  du       dF  dv  _ 
ds        du  ds        dv   ds 

-0, 

dH       dH  du       dH  dv 

ds        du    ds         dv    ds 

Gela  étant,  les  relations  (2)  seront  dites  définir  une  famille  co/;/- 
plèfc  de  figures  intégrales  ordinaires  du  système  S,  si  les  deux  condi- 
tions suivantes  se  trouvent  à  la  fois  satisfaites  : 

i"  En  même  temps  que  les  relations  (2)  sont  résolubles  par  rap- 
port aux  inconnues  w,  p,  le  système  formé  par  les  dix  équations  {'i) 

et  (3)  est  résoluble  par  rapport   aux   dix  quantités  -r— j  -^,  y-' 

a,  [i.  Y,  <^,  0,  X,  [j.  (c'est-à-dire  par  rapport  aux  sept  constantes  arbi- 
traires et  aux  trois  dérivées  premières  qui  correspondent  respective- 
ment aux  trois  cases  pleines  du  damier). 

2'^  Par  l'attribution  à  a,  ^,  y?  ^j  0?  ^1  ^«-  de  toutes  valeuî^s  numé- 
riques, les  relations  (2)  donnent  des  figures  intégrales  ordinaires 
deS. 

VI.  Soit  S  un  système  complètement  intégrable  (V)  du  premier 
ordre,  où  se  trouvent  engagées  des  fonctions  inconnues  en  nombre  A, 
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des  variables  indépendantes  en  nombre  /t,  et  dont  le'  damier  (IV) 
contient  des  cases  vides,  en  nombre  /,  disposées  d'une  façon  (juel- 
conque  :  toute  famille  complète  (Y)  de  figures  intégrales  ordinaires 
du  système  S  dépend  alors  de  A-  -+-  I  constantes  arbitraires  ou  para- 
mètres. Soient  p  le  plus  petit  des  deux  entiers  //,  /  (d'où  résulte 
A -h  /  — /?>/i),  ety  un  entier  auquel  on  attribuera  tour  à  tour  les 
p  -h  I  valeurs  vérifiant  la  double  relation 

k^l  —  p<j<k  +  l. 

Cela  posé,  et  une  famille  complète  de  figures  intégrales  ordi- 
naires du  système  S  étant  supposée  connue,  il  suffit,  pour  avoir 
sans  aucune  figure  étrangère  toutes  les  figures  intégrales  ordi- 
naires de  ce  système,  d'effectuer  de  toutes  les  manières  possibles 
l'opération  consistant  à  remplacer,  dans  les  relations  qui  définis- 
sent la  famille,  j  des  Ah-  /  paramètres  qui  y  figurent  par  autant 
de  fondions  arbitraires  des  k  -\-  l  —  j  paramètres  restants,  et  à 
prendre,  lorsqu' elles  existent,  les  enveloppes  des  sous-familles  ainsi 
obtenues. 

L'entier  j  recevant  tour  à  tour  p  -h  i  valeurs,  on  peut  partager 
en  p  -h  I  groupes  correspondants  les  figures  intégrales  ordinaires  de  S  ; 
ces  groupes  n'ont  deux  à  deux  aucune  figure  commune. 

YII.  Ce  résultat  une  fois  acquis,  il  était  intéressant  d'examiner  si 
un  système  différentiel  (non  impossible)  de  forme  et  d'ordre  quel- 
conques e^X.  toujours  réductible  à  un  système  complètement  intégrable 
d'ordre  1  (les  mots  «  complètement  intégrable  »  étant  pris  dans  le  sens 
élargi  que  nous  avons  indiqué  au  début  de  l'alinéa  V).  De  nos  recher- 
ches antérieures  il  résultait  déjà  qu'on  peut  le  ramener  à  une  forme 
orthonome  passive  ('),  laquelle  est  généralement  d'ordre  supérieur 
à  I  :  or,  on  peut  rigoureusement  établir  que  celle-ci  se  ramène,  à  son 
tour,  à  une  forme  complètement  intégrable  d'ordre  i,  où  se  trouvent 
engagées,  en  même  temps  que  les  inconnues  du  système  primitif, 
quelques-unes  de  leurs  dérivées  à  titte  d'inconnues  adjointes. 

(')   Les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles,  Chap.  XI\  . 
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En  conséquence,  la  ihéorie  des  Jamilles  complètes  de  figures 
intégrales  d'un  système  complètement  intégrahlc  du  premier  ordre 
trouve  son  application  dans  Vétude  la  plus  générale  des  systèmes 
différentiels  quelconques. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

PKIiNCIPES    FONDAMENTAUX    DE    LA    THÉORIE    FIYPEIIGÉOMÉTUIOUE 
DES    contacts;    FlGUlîKS    ENVELOPPES. 

Théorème  général  des  fonctions  implicites  et  propositions 

sy  rattachant. 

1.  Soient 

/,;,(«,  «',  •••.,  J^j7,  ■■■)  =  o 
m  équations  simultanées  entre  les  diverses  variahles 

«,  ç,  . . . , 
x,  y,  ..., 

dont  les  premières f  w,  v,  ...,sonten  nombre  m  comme  les  équations. 
Supposons  que  les  premiers  iJiembres  f\,  /.,,  ...,  f,,^  soient,  à  partir 
des  valeurs  particulières 

(2)  "0,  '^05    •  ■  •)  -f'o»  Joi    •  •  • 

de  M,  (',  ...,  X,  y,  ...,  tous  développai/les  en  séries  entières  par  rap- 
port aux  différences  u  —  u„,  v  —  v^,  ...,  x  —  Xq, y  —y^,  ...,  etquils 
s'annulent  pour  les  î)aleurs  (2);  supposons  en  outre  que  le  détermi- 
nant différentiel  des  premiers  membres  par  rapport  aux  m  ra^ 
riables  w,  p,  ...,  ne  s'annule  pas  pour  ces  mémos  valeurs. 
Cela  étant  : 

i"  Le  système  des  m  équations  proposées  {  \)  est  identiquement 
vérifié  par  la  .sub.siifution  à  u,  r,  ...  d'f/f/  certain  groupe  de  fane- 
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lions  de  x^y^  ... , 

(3)  v  —  o{x,  y;  .  .  .), 


développables ,  à  paitir  des  valeurs  x-^ ,  y^ ,  . . . ,  de  x,  y,  . . . ,  en  séries 
entières  par  rapport  aux  dijjérences  x  —  x^,,y  — y  g.  ...,  et  satisfai- 
sant aux  relations  numériques 


2°  Le  système  (i),  considéré  dans  un  voisinage  suffisamment 
rapproché  des  valeurs  (2),  c'est-à-dire  à  l'intérieur  d'un  domaine 
ayant  pour  centre  le  point 

("0>    '^Oi    •  •  •  )        '^Oj  J'o,     •  •  •  ) 

avec  des  rayons  suffisamment  petits  ('),  équivaut  numériquement  au 
système  (3). 

On  trouvera  la  démonstration  de  ce  principe  aux  numéros  118,  119 
et  120  de  l'Ouvrage  intitulé  Les  systèmes  d'équations  aux  dérivées 
partielles. 

Lorsque  le  système  (i)  satisfait  à  l'ensemble  des  conditions  qui  y 
sont  énoncées,  nous  dirons  qu'il  est  résoluble  par  rapport  aux 
variables  m,  (^,  ...  à  partir  des  valeurs  numériques  (2),  que  nous  qua- 
lifierons de  fondamentales. 

De  la  démonstration  à  laquelle  nous  renvoyons  le  lecteur  il  résulte 
que  les  dérivées  de  tous  ordres  des  fonctions  de  x,  y,  ...  obtenues 
par  cette  résolution  peuvent,  par  l'application  répétée  de  l'algorithme 
de  Cramer,  s'exprimer  à  l'aide  de  x,  y,  ...  et  des  fonctions  elles- 
mêmes. 

2.  Désignant  par  (jl  un  entiej'  moindre  que  n,  supposons  : 

(')  RiQuiER,  Les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles.,  n°  30. 
Journ.  de  Math.,  tome  II.  —  Fasc.  Ht,  igaS.  -J^ 
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i*^  Que  les  u  +  I  fondions 

!  F,  (^,,  (,,  ...,  f„), 

,  ,  .  j    ^'  2  d)    ^2>     •  •   •  )    ^rt)i 

i     ) 

V    ■'^  U.  (  '1  1    '2»     •   •   •  >    ^«  j 

(5)  F(^,,  /„  ....  /„) 

soient  toutes  développables  (dans  le  sens  indiqué  au  numéro  précé- 
dent) à  partir  de  certaines  valeurs  numériques,  considérées  comme 
initiales,  des  n  variables  ^,,  t.,,  ...,  /,j; 

2*^  Que  Vun  au  moins  des  déterminants  dijjérentiels  des  u,  fonc- 
tions (4)  ait  une  valeur  initiale  différente  de  zéro; 

3°  Que  les  déternfiinants  différentiels  des  [7. -h  i  fonctions  (/j) 
e/  (5)  soient  tous  identiquement  nuls. 

Cela  étant,  la  fonction  (5)  est  composée  des  u.  fonctions  (4)  (')• 

5.  L'énoncé  précédent  suppose  [ji  <^  /i;  dans  le  cas  où  a  =  n,  il  doit 
être  remplacé  par  le  suivant  : 

Si  n  fonctions  de  n  variables  sont  déi'eloppables  ci  parti/'  de  cer- 
taines valeurs  numériques,  considérées  comme  initiales,  des 
variables  dont  il  s'agit,  et  que  leur  déterminant  différentiel  ait  une 
valeur  initiale  différente  de  zéro,  toute  autre  fonction  développahle 
à  partir  des  mêmes  valeurs  initiales  est  composée  des  n  premières  (-). 

Systèmes  réduits  d'équations  finies  olotropes. 

4.  Dans  Texposé  du  principe  général,  formulé  plus  haut  (n**  1  ),  des 
fonctians  implicites,  on  fait,  comme  nous  l'avons  vu,  figurer  au 
nombre  des  hypothèses  l'existence  d'une  solution  numérique  à  partir 
de  laquelle  les  premiers  membres  du  système  étudié  (les  seconds 


(')  Loc.  cil  ,  n»  l^ii. 
(2)  Ibcd.,  n°  125. 
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membres  étant  nuls)  soient  développables  en  séries  entières  par  rap- 
port aux  accroissements  de  leurs  variables,  et  les  conclusions  de 
l'énoncé  ne  se  trouvent  établies  que  dans  un  voisinage  suffisamment 
rapproché  de  cette  solution  numéricjue  fondamentale.  Une  observa- 
tion de  ce  genre  sera,  dans  ce  qui  suit,  constamment  applicable  ;  toutes 
les  fois,  par  exemple,  qu'il  s'agira  d'équivalence  numérique  entre  deux 
systèmes  d'équations  finies  olotropes,  il  faudra  entendre  que  cette 
propriété,  soit  qu'on  en  pose  l'existence  à  titre  d'hypothèse,  soit  qu'il 
s'agisse,  au  contraire,  de  l'établir  à  titre  de  conclusion,  a  lieu  dans  le 
voisinage  d'une  solution  numérique  commune  à  partir  de  laquelle  les 
premiers  membres  des  équations  considérées  sont  tous  développables 
de  la  manière  qui  vient  d'être  indiquée. 

Cette  observation  générale  étant  faite  une  fois  pour  toutes,  considé- 
rons, entre  des  indéterminées,  ?/,  v,  ...,  en  nombre  quelconque,  un 
système  d'équations  dont  les  premiers  membres  soient  développa])les 
à  partir  des  valeurs  particulières  w,,,  v^,  ...  de  ces  indéterminées  :  nous 
dirons  que  le  système,  considéré  dans  le  voisinage  des  valeurs  en 
question,  est  réduit^  si  l'on  peut,  conformément  au  principe  général 
des  fonctions  implicites,  le  résoudre  à  partir  de  Mq,  (^o,  ...  par  rapport 
à  un  groupe  d'indéterminées  en  nombre  égal  à  celui  des  équations  du 
système. 

Cette  définition  implique  d'elle-même  :  i°  que  («„,  \\,  ...)estune 
solution  numérique  du  système  (celle  que  nous  qualifions  de  fonda- 
mentale)'^ 1^  que  le  nombre  total  des  indéterminées  est  au  moins  égal 
à  celui  des  équations  du  système;  3"  que  l'un  au  moins  des  détermi- 
nants différentiels  du  système  a  une  valeur  fondamentale  différente  de 
zéro. 

Les  systèmes  réduits  jouissent  d'intéressantes  propriétés,  dont  nous 
rappelons  ci-après  les  principales. 

5.  Tout  système  réduit,  S',  conséquence  numérique  d'un  système 
réduit,  S,  se  compose  d'équations  en  nombre  inférieur  ou  au  plus 
égal{'). 


(')  Loc.  cit.,  n°  129. 
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6.  Lorsque  deux  systèmes  réduits  sont  numériquement  équiva- 
lents : 

1°  Us  comprennent  un  même  nombre,  m,  d'équations  ('); 

2°  Ils  sont  résoluhlrs  par  l'apport  aux  mêmes  groupes  de  m  va- 
riables (^)  ; 

3"  Si  on  les  résout  par  rapport  à  un  même  groupe  de  m  variables, 
les  formules  de  résolution  obtenues  de  part  et  d'autre  ont  leurs 
seconds  niendjres  respectivement  identiques  (''). 

7.  Etant  donné  un  système  réduit  composé  des  m  équations 

Fi  ==:  O ,  Fj  =:  O,  .  .  .  ,  F„,  r=  O, 

l'expression  générale  des  systèmes  réduits  équivalents  est 
1.2,1  l^  +  Ls.s  Fo  +  . .  .-h  Lj.,,,  F„,  =  0. 


l^  1  -t-  y^in.i  l''2  ~t"  •  •  •  +   ^■'m.in  l^  «i  —  O, 


OÙ  les  fonctions  L,  développables  à  partir  des  valeurs  fondamen- 
tales des  variables^  sont  arbitiairement  clioisies  sous  la  seule  res- 
triction de  former  un  déterminant  à  valeur  fondamentale  non 
nulle  (''). 

8.  Si  deux  systèmes  réduits  comprennent  le  même  nombre  d' équa- 
tions, et  que  le  second  soit  conséquence  numérique  du  premier, 
inversement,  le  premier  est  conséquence  numérique  du  second,  et 
les  deux  systèmes  sont  numériquement  équivalents  (  '). 

î).  Etant  donné  un  système  réduit,  S,  composé  des  m  équations 
F,  =  o.         Fî=ro,         F„,  =  o, 


(')  Loc.  eu.,  Il"  i:jo. 

{■')  Ibid.,  n°  133. 

(')  Celle  dernière  partie  de  renoncé  esl  évidenlc, 

(*)  Lnc.  cil.,  n°  Vil. 

(«)  Ihiil..  n"  l;5l. 
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les  syslènws  réduits  de  m  —  p  équations  qui  jouissent  de  la  pro- 
priété d'être  conséquences  numériques  de  S  (  n"  o)  ont  pour  expres- 
sion générale 

1-1,1  i^-+L,,,  F2  +  . .  .-f- L,^,„  F,„=o, 
L,,i  F,  +  L2,2  Fo4-. .  .-f-L.,„,  F,„  =  o, 
» 

OÙ  les  fonctions  L,  développables  à  partir  des  valeurs  fondamen- 
tales des  variables ^  sont  arbitrairement  choisies  sous  la  seule  res- 
triction que  les  déterminants  d'ordre  m  —  p  extraits  de  leur 
Tableau  niaient  pas  tous  des  valeurs  fondamentales  nulles  (  '  ). 

10.  Etant  donné  un  système  réduit  composé  de  m  —  p  équations, 
et  où  se  trouvent  en^aiiées  m  variables  au  moins,  considérons  : 

D'une  part,  les  divers  systèmes  réduits  de  m  équations  qui  ont 
pour  conséquence  numérique  le  proposé; 

D'autre  part,  les  divers  systèmes  réduits  de  m  équations  quil  est 
possible  d'obtenir  par  V adjonction  de  p  équations  convenablement 
choisies  aux  m  — p  équations  du  proposé  (-). 

Cela  étant,  tout  système  du  second  groupe  figure  aussi  dans  le 
premier;  inversement,  tout  système  du  premier  groupe  possède 
dans  le  second  quelque  équivalent  numérique  (^). 

1 1.  Considérons  deux  systèmes  réduits,  S  et  S',  composés  respec- 
tivement de  m  et  de  m  —  p  équations,  et  dont  le  second  soit  consé- 
quence numérique  du  premier  (n'^  5). 


(')  Loc.  cit.,  n"  134, 

(^)  Si  l'on  désigne  par  F|--o,  F.^r:ro,  .  .  .,  F,„_^mo  les  m — p  équations  du 
système  proposé,  et  par  F,„_p+iT::o,  ...,  F,„=ro  les  p  équations  à  leur 
adjoindre,  ces  dernières  peuvent  être  choisies  sous  les  seules  conditions  :  i"^  que 
leurs  premiers  membres,  F,„  ,,+,,  .  .  .  ,  F^,,,  développables  à  partir  des  valeurs 
fondamentales  des  variables,  aient  des  valeurs  fondamentales  nulles;  2"  que  les 
divers  déterminants  différentiels  des /«  fonctions  Fj,  F,,  ...,  F,„_p,  F„,_/,_,_i,  .  .,F„, 
n'aient  pas  tous  des  valeivrs  fondamentales  nulles. 

{'')  Loc.  cit.,  nM36. 
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Si  le  syslètne  S  esl  résoluble  par  rapport  à  un  ij^roupe  déterminé 
de  m  variables^  le  système  S'  l'est  nécessairement  par  rapport  à 
quelque  groupe  de  m  —  p  variables  extrait  du  précédent  (' ). 

Inversement^  si  le  système  S'  est  résoluble  par  rapport  à  un 
groupe  déterminé  de  m  —  p  variables,  il  existe  dans  le  système  S 
quelque  groupe  de  m  —  p  équations  résoluble  par  rapport  aux  va- 
riables dont  il  s'agit,  et  l'on  peut,  par  IJadjonction  à  ces  m  —  p 
variables  de  p  autres  convenablement  cJioisies,  former  un  groupe 
de  m  variables  par  rapport  auquel  le  système  S  soit  résoluble  {'). 

12.  Supposons  qu  un  système  réduit  de  h  -h  k  équations, 

soit  résoluble  par  rapport  à  un  groupe  déterminé  de  h  -h  k  variables, 

supposons  en  même  temps  qu'un  groupe  déterminé  de  //  équations 
extrait  de  (i)  soit  résoluble  par  rapport  à  un  groupe  déterminé  de 
h  variables  extrait  de  (2),  par  exemple,  que  le  groupe  des  h  pre- 
mières équations  (i), 

(3)  Fi=o.         ...,         F/,=  o, 

soit  résoluble  par  rapport  aux  h,  premières  vai'iable.^  (2), 

"1,     ...,    l'h- 

Cela  étant  :  i"  Si  des  h  premières  équations  (i)  on  tire  les  valeurs 
de  Uy,  ...,  //;,  et  qwon  les  porte  dans  les  k  dernières, 

le  systè/ne  des  k  équations  résultantes  est  nécessairement  résoluble 
pur  rappoi't  aux  k  variables 

U/i^l,        ....       Il  h+k- 

(')  Loc.  cit.,  ir  l3o. 

(2)  Ihid..  n"  137.  * 
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2°  Pour  obtenir  les  formules  de  résolution  correspondantes,  il 
sufjit  de  résoudre  le  système  (i)par  rapport  aux  h  +  k  variables  (2), 
et  d<i  retenir  les  k  dernières  des  Ii  -f-  k  formules  de  résolution  ('). 

(^)  Résolvons,  comme  le  dit  Ténoncé  ci-dessus,  les  h  équations  (3)  par  rap- 
port à  ^/j,  .  .  .,  «/,,  et  soient 

i     "1  =  "-'1  («A  +  l!     ■••i«/m-A)    •  •  •  )> 

(4) 

1     "/V^=  U/,  («/i-M)    '  ■  ■-,   Uh+ki    •  •  •  ) 

les  /t  formules  de  résolution:  la  substitution  à  «1,  ...,  «/^  des  fonctions  Ji,  ...,"J/i 
dans  les  k  dernières  équations  (i)  transforme  celles-ci  en  un  groupe  de  le  équa- 
tions, 

!<&A+i  (;//,+!,   .  .  . ,  Ifh+k-,   .  .  .  )  =  O) 
*!>/,+/,  («/,4-i,  •  .  • ,  «/;+/,  .  .  .  )  =  o> 

numériquement  vérifiées  pour  les  valeurs  fondamentales  des  variables  qui  y 
figurent,  et  ayant  leurs  premiers  membres  développables  à  partir  de  ces  valeurs. 
Il  s'agit  de  prouver  tout  d'abord  que  le  système  (5)  possède,  par  rapport  au\ 
A"  variables  «</j^_,,  ...,  un+ky  ""  déterminant  à  valeur  fondamentale  non  nulle. 
Or,  si,  ayant  égard  au  sens  des  notations  <I>/,+i,  .  .  .,  ^h+k-,  ci-dessus  définies, 
on  se  reporte,  dans  l'Ouvrage  déjà  cité,  à  l'alinéa  H  du  n''  120,  on  a  les  identités 

IV,-f-/.-  =  (  «1  —  ■-'1  )  ^-A-t-/.-,!  +...-+-(  W  A  —  -J/,)  lu  +  UJi  -H  <!'/;  +  /.■, 

où  les  fonctions  À  sont  dévelopj^ables  à  partir  des  valeurs  fondamentales  des 
variables  a.  On  a,  d'autre  part,  à  cause  de  l'équivalence  des  systèmes  réduits  (3) 
et(4)(n°l), 

«1  — 'Jl  =  /J-l,l  i'l  +  .  ■  •+  P-l.//  l'/n 


'///  —  '^n ~  JJ-iiA  Fi  + .  .  .  H-  [J-nj, F/,, 
où  les  fjL  jouissent  de  la  même  propriété  que  les  X  (n°  7).  Il  en  résulte,  évidemment, 


0/J+/,  =  uih+kA  Fh-  . .  •  +  ('^/i+k,/,  Fa  +  F, 


où  les  «jouissent  de  la  même  propriété  que  les  1  et  les  ,u..    Par  ces  dernières 
identités,  on  voit  que  le  système  des  A-i-.A  équations  (3)  et  (5)  se  déduit  du 
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15.  L'élimination  d'an  groupe  de  variables  entre  les  équations 
d^un  système  réduit  donne  un  système  également  réduit  ('). 

système  (i)  à  l'aide  de  multiplicateurs  dont  le  déterminant  a  pour  valeur  l'unité  : 
il  est  donc  en  même  temps  que  réduit,  numériquement  équivalent  à  (i)  [n"  7], 
et  peut,  par  suite,  èlre  résolu,  comme  (i),  par  rapport  au  groupe  des  h  -i-  /.  va- 
rialjles  (2)  (n"  6).  Il  a  dès  lors,  par  rapport  aux  variables  (2).  un  déterminant 
différentiel  à  valeur  fondamentale  non  nulle,  d'où  résulte  que  le  système  (5), 
indépendant  de  «1,  .  .  .,  <//,,  a  lui-même  par  rapport  à  ?//i^.),  .  .  .,  H/i+j,,  comme 
nous  l'avions  annoncé,  un  déterminant  différentiel  à  valeur  fondamentale  non 
nulle. 

Ainsi  se  trouve  établie  la  première  partie  (1°)  de  notre  énoncé. 

Passons  à  la  deuxième  partie  (2°). 

Je  dis  que,  pour  opérer  la  résolution  du  système  (i)  par  rapport  aux 
variables  (2),  on  peut  procéder  de  la  manière  suivante:  tirer  des  h  premières 
équations  (i)  les  valeurs  de  //,,  ...,  i//t,  les  porter  dans  les  A  dernières, 
résoudre  les  A  équations  résultantes  (5)  par  rapport  aux  /.  variables  ii/i+\,  .  . ., 
uii+ki  6t  substituer,  finalement,  les  k  expressions  ainsi  obtenues  dans  celles  qui 
l'ont  été  précédemment  pour  «i,  .  .  .  ,    u /,. 

Considérons  en  effet  le  système  des  //  -+-  /.  formules 

(   "1  ='|i, 

(6)  , 

(    "/,  =  '^/n 

(7)  ^ 

auquel  on  parvient  ainsi,  et  qui  exprime  les  h -\- k  variables  (2)  à  l'aide  des 
variables  suivantes  :  il  est  manifeste  que  ce  système  est  réduit  et  qu'il  est  une 
conséquence  numérique  du  système  foimé  par  les  /<-!-/>  équations  (i)  :  il  lui 
équivaut  donc  numériquement  (n"  8),  et  dès  lors  il  est  identique  (n°  6)  au 
système  des  h -\- k  formules  que  fournirait  la  résolution  tle  (i),  elTectuèe  par 
rapport  à  ces  mêmes  variables  (2). 

Ainsi,  le  système  |(6),  (7)],  obtenu  par  le  mécanisme  décrit  plus  haut,  est 
])ien  celui  des  A  4- A  formules  de  résolution  du  système  (i)  par  rapport  aux 
variables  (2)  :  les  formules  (7),  provenant  de  la  résolution  du  système  (5)  par 
rapport  à  M/j+i,  ...,  ///,-)-/,,  peuvent  donc  s'obtenir  en  résolvant  le  s^stème(l) 
par  rapport  aux  variables  (2)  et  retenant  les  /.  dernières  des  formules  de  réso- 
lution. 

(•)Si  Ton  considère  un  système  réduit,  (i),  de  // -i-  />  écjuations,  il  résulte 
immédiatement   de   la  théorie   générale   des   déterminants  que   tout  groupe  de 
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14.  Etant  donnés  deux  systèmes  réduits  numériquement  équiva- 
lents, si,  dans  Vun  de  ces  systèmes,  on  peut  e/Jectuer  l'éUmihation 
d\in  groupe  déterminé  de  i^ari aides,  on  le  peut  également  dans 
Vautre,  et  les  deux  systèmes  réduits  (n"  !.">)  obtenus  de  part  et 
d'autrcsont  numériquement  équivalents  ('). 

h  équations  extrait  de  (i)  forme  un  système  également  réduit;  considérons,  par 
exemple,  le  groupe  des  h  premières,  et  supposons,  [)Our  fixer  les  idées,  qu'il  soit 
résoluble  par  rapport  à  «,,  .  .  .,  <//,  :  je  dis  qu'en  tirant  de  ces  li  équations  les 
valeurs  de  //,,  .  .  .,  U/,  et  les  portant  dans  les  k  dernières,  le  système  des  k  équa- 
tions résultantes  cet  nécessairement  réduit. 

Effectivement,  il  résulte  de  la  propriété  formulée  au  n°  11  que  Ton  peut,  par 
l'adjonction  à  «,,  .  .  .,  u /,  de  /.  autres  variables  convenablement  choisies,  former 
un  groupe  de  h  -H  /.  variables  par  rapport  auquel  le  système  (i)  soit  résoluble: 
puis,  de  la  propriété  formulée  au  n"  12,  que  le  système  des  k  équations  prove- 
nant de  l'opération  ci-dessus  spécifiée  est  nécessairement  réduit. 

On  en  déduit  la  remarque  suivante,  constamment  utilisée  : 

Etant  donné  un  système  réduit  composé  de // 4- /.  équations,  on  peut,  pour 
ainsi  dire,  en  fragmenter  la  résolution.  Si  l'on  prend  en'eflet  li  quelconques  des 
Ah- A"  équations^  et  qu'on  choisisse  convenablement  h  variables,  on  pourra  de 
ces  //  équations  tirer  les  h  variables  dont  il  s'agit  en  fonctions  des  autres,  puis 
porter  les  expressions  ainsi  obtenues  dans  les  k  équations  restantes.  La  résolu- 
tion de  ces  dernières,  ainsi  transformées,  fournira  alors  /,  des  variables  restantes, 
dont  il  ne  restera  plus  qu'à  substituer  les  valeurs  dans  les  expressions  obtenues 
pour  les  /<  premières. 

(')  Soient  S  et  S'  les  deux  systèmes  réduits  donnés,  numériquement  équiva- 
lents, et  m  le  nombre  d'équations  dont  ils  se  composent  l'un  et  l'autre  (  n°  6). 
Supposons  que  du  système  S  on  puisse  éliminer  un  groupe  déterminé,  (]"„,_/,, 
de  m  — p  variables  :  on  pourra  alors  (n°  11),  par  l'adjonction  à  ces  dernièrt  s 
de  p  autres  convenablement  choisies,  dont  nous  désignerons  le  groupe  par  f)'^,, 
former  un  groupe  de  m  variables,  ((j,„_p,  (j',,),  par  rapport  auquel  le  système  S 
soit  résoluble.  Par  rapport  à  ce  groupe  (()',„_^,  ()'/,),  le  système  S',  numérique- 
ment équivalent  à  S,  sera,  lui  aussi,  résoluble  (n°  6),  et  contiendra  dès  lors 
nécessairement  quelque  groupe  de  m  — p  équations  résoluble  par  rapport 
à  ()'„!_/;  :  l'élimination  des  variables   (/,„-/,  est  donc  possible  dans  le  système  S'. 

Je  dis  maintenant  que  si  l'on  effectue  l'élimination  des  variables  Çm-p  lour  à 
tour  dans  le  système  S  et  dans  le  système  S',  les  deux  systèmes  réduits  (n°  13) 
qui  en  résultent  ne  peuvent  manquer  d'être  numériquement  équivalents. 

Effective  m  eut,  partageons  le  système  S  en  deux  groupes,  5„,_p,  s,  dont  le  pre- 
mier soit  résoluble  par  rapport  à  (]',„_,,;  |)uis,  de  même,  le  système  S'  en  deux 
groupes,    s',„  .p^    s',    dont    le    premier  soit    résoluble    par    rapport   à    {\,„-p  ',   et 
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En  particulier  si,  dans  un  système  réduit^  on  ejfe.ctue  de  deux 
manières  différentes  l  élimination  d'un  même  groupe  déterminé  de 
variables ,  les  deux  systèmes  réduits  obtenus  de  part  et  d'autre  sont 
numériquement  équivalents. 

15.  Dans  un  système  réduit  de  m  équations, 
(8)  Fi=o,        Fo=o,         ...,        F„,  —  o, 


soient  a,  a'  les  deux  systèmes  auxquels  conduit  de  part  et  d'autre  l'éliminalion 
des  variables  (//«_ p  :  ces  deux  systèmes  ne  contiennent  l'un  et  l'autre  que  les 
variables  restantes.  En  vertu  de  notre  hypothèse,  les  deux  systèmes  (5,„_p,  s) 
et  (^'/n-/,,  ■«')  sont  équivalents  entre  eux;  ils  sont  d'ailleurs,  conime  nous  allons 
l'établir,  respectivement  équivalents  aux  deux  systèmes  {s,„_i,,  a)  et  (s',,,^^,  g'). 
Considérons,  par  exemple,  le  système  {Sm-p,  5)  :  il  a  nianifeslement  pour  consé- 
quence numérique  le  système  (5„,_p,a);  ces  deux  systèmes,  composés  d'un  même 
nomjjre  d'équations,  sont  d'ailleurs  réduits,  le  premier  par  hypothèse,  le  second 
|)arce  que  s^^p  est  résoluble  par  rapport  aux  variables  <|',„_p,  et  que  a,  où  ne 
figurent  que  les  variables  restantes,  est,  en  vertu  du  n°  13,  un  système  réduit; 
cela  étant,  il  résulte  du  n»  8  que,  inversement,  {s„,^p,  a)  a  pour  conséquence 
numérique  (Vm-^,  •?),  et  que,  dès  lors,  les  deux  systèmes  sont  numériquement 
équivalents.  Semblablement,  il  y  a  équivalence  numérique  entre  les  deux  sys- 
tèmes (.v;„„;„  s')  et  (/„,_,„  a'). 

En  résumé  donc,  si  l'on  considère  les  quatre  systèmes 

V.'^//i  — /J)    •^))        K^m-pi   •''    )i 

(.ç„,_,,,  g),     {s'„,^p,  a'), 
(|ue  nous  représenterons,  pour  simplifier  l'écriture,  par 

A,  A', 

B,  H'. 

l'équivalence  numérique  existe  :  i"  entre  A  et  A' ;  2°  entre  A  et  B;  3"  entre  A' 
et  B'.  Elle  existe  donc  aussi  entre  B  et  B'.  Il  est  facile  d'en  déduire  l'équivalence 
à  démontrer,  savoir  celle  entre  a  et  <j' . 

l*](Tectiven<enl,  toute  solution  numérique  du  système  g  fournira,  si  on  la  com- 
plète à  l'aide  de  s„,_p,  une  solution  numéri(|ue  du  système  (.v,„_p,  a),  et,  jar 
suite,  du  système  équivalent  (.v^„_,,,  a');  la  solution  numérique  considérée  de  g 
vérifie  donc  g'  :  on  en  conclut  (|iie  g'  est  une  conséquence  numérique  de  g.  Sem- 
blablement, G  est  une  conséqutMice  numérique  de  g'.  Les  deux  systèmes  sont 
donc  numéri(|uemenl  équivalents. 


PRINCIPES    FONDAMENTAUX    DE    LA    THEORIE    DES    CONTACTS.  233 

aux  m  -^  q  variables 

la  solution  générale  peut  s'obtenir  à  l'aide  cVun  système  de 
m  -f-  q  formules  exprimant  les  variables  dont  il  s'agit  en  fonctions 
olotropes  de  q  arbitraires.)  et  telles  que  q  de  ces  formules  (^convena- 
blement choisies)  soient  résolubles  par  rapport  aux  arbitraires. 

De  plus,  si,  le  système  réduit  (8)  étant  donné,  on  en  suppose  la 
solution  générale  exprimée  à  l'aide  d'un  système  de  m  -\-  q  for- 
mules satisfaisant  à  cette  condition, 


(9)  {    «/«        =/,„{ti,    •  ■  -,   t,f), 


'^m+y — J  in-\-q\^li    •  •  •>   ^7)) 


/./  faut  et  il  suffit,  pour  que  le  système  (^)  soit  résoluble  par  rap- 
port à  m  variables  u  déterminées ,  les  tu  premières  par  exemple, 
que  les  q  dernières  formules  (9)  soient  résolubles  par  rapport  aux 
q  arbitraires  t. 

Pour  obtenir  un  système  de  m  -\-  q  formules  remplissant  la  condi- 
tion énoncée,  on  peut  d'ailleurs  procéder  comme  il  suit  : 

En  supposant,  pour  fixer  les  idées,  que  le  système  (8)  soit  résoluble 
par  rapport  à  u^,  ...,  w„j,  on  posera 

1     "//H-l   ^^/«l  +  l  (  ^l>     ■   ■  ■  ■>    f-<i)i 

('O)  , 

I      l^ni-i-q J  in  +  q  l  'l  i     •  ■   •  )    ^7  j) 

les  seconds  membres  des  q  formules  (lo)  étant  arbitrairement  choisis 
sous  les  seules  conditions  d'être  développables  à  partir  de  certaines 
valeurs  initiales  des  arbitraires  /,,  ...,  t^,  d'avoir  pour  valeurs  initiales 
celles  que  possèdent,  dans  le  système  (8),  les  variables  w„+,,  ...,  u^^^^, 
et  enfin  d'avoir  un  déterminant  différentiel  dont  la  valeur  initiale  ne 
soit  pas  nulle,  de  telle  façon  que  le  système  (lo)  soit  résoluble  par  rap- 
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porta/,,  ...,  l^.  Les  formules  (lo)  étant  posées,  on  résoudra  le  sys- 
tème (8)  par  rapport  à  m,,  ...,  //,„, 


(•0 

;    "/H  ——  ''m  \  ^^ nt-i-\  7    •  •  •  .    llin-k-f/  )i 

et,  dans  les  seconds  membres  des  formules  de  résolution  (i  i).  on  rem- 
placera M„H  I,  ••-,  u,n+i  V^^  leurs  valeurs  tirées  de  (lo),  ce  qui  donnera 

j     "l    "= '-'l  (.///j-t-li    ■■■•Jm+q)^ 

(•2)  ' 

J     J  1 

\    ^f  m—--^  in\J  m-\-\i    •  •  ■  •<  J  in+q)' 

Finalement,  on  groupera  on  un  seuf  système  les  m -h  ^  relations  (lo) 
et(i2)('). 

La  proposition  formulée  au  début  du  présent  n"  1.^  doit  être  com- 
plétée par  une  double  remarque  : 

1°  iS/,  le  syslèmc  réduit  {%)  étant  donné,  on  en  suppose  la  solution 
générale  exprimée  à  l'aide  des  m  -h  q  formules  (9),  dont  q  sont 
7'ésolubles  par  rapport  aux  q  arbitraires  t,,  ...,  /^,  et*i,  dans  ces 
m  -+-  q  formules,  on  effectué  un  changement  des  arbitraires,  les 
m  -\-  q  formules  résultantes,  dont  q  sont  résolubles  par  rapport 
aux  q  nouvelles  arbitraires,  expriment  encore  la  solution  générale 
du  système  (8)  ("^  ). 

2"  Réciproquement,  si ,  le  système  réduit  (  8  )  étant  donné,  on  en  sup- 
pose la  solution  générale  exprimée,  de  deux  manières  différentes,  à 
l'aide  d^un  système  de  m  -h  q  formules  dont  q  soient  résolubles  par 

(')   l.oc.  cit.,  n°  138. 

('■')  Il  l'aul,  nalurelleinenl,  supposer  que  le-^  y  formule^  (Ifliiiissanl  la  transfor- 
mation sont  résolubles,  conforménienl  au  principe  général  des  fonctions  impli- 
cites (n"  1),  tant  par  rapport  aux  y  arbitraires  anciennes  que  par  rapport  aux 
q  nouvelles  :  en  opérant  leur  résolution  |)ar  rapport  aux  anciennes  et  transfor- 
mant les  m  -\~  <i  formules  (9),  on  déduit  sans  peine  de  la  règle  de  multiplication 
des  déterminants  (jue  si  nn  groupe  de  q  forujules  extrait  de  (9)  est  résoluble  par 
rapport  aux  anciennes  arbitraires,    le  groupe  correspondant  qui  s'en  déduit  par 
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rapport  aux  cj  arbitraires  qui  y  figurent^  on  peAit  toujours,  par  une 
transformation  convenable  des  arbitraires^  passer  de  l'un  de  ces 
deux  groupes  de  formules  à  Vautre  ('). 

la  transformation  le  sera  nécessairement  par  rapport  aux  nouvelles,  D'tiilleurs, 
pour  les  valeurs  correspondantes  des  anciennes  arbitraires  et  des  nouvelles,  les 
m  -t-  q  formules  (g),  d'une  part,  et  leurs  transformées,  d'autre  part,  fournissent 
les  mêmes  valeurs  des  m -\- q  variables  «  :  les  formules  transformées  expriment 
donc  la  solution  générale  de  (8),  puisque,  par  hypothèse,  les  formules  (9) 
jouissent  elles-mêmes  de  cette  propriété. 

(')  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  système  (8)  soit  résoluble  par  rap- 
port aux  m  premières  des  m  -t-  q  variables  u  qui  s'y  trouvent  engagées,  et  soient 


(l3)  ;    U,n        =fn,{ti,    •  ■  -,   t,,), 


\     ^^in-\-q  — J in-^q  (  '  I  )     ■  •  ■  1    '1/  }  ] 


(14)  \     «/«         =^é^m{Sl^     .  ■  -,    -V)' 


\     ^m-hf/  —  am-i-q  \^\  y    •  •  •  1   ^ q  ) 


les  deux  groupes  de  formules  dont  il  s'agit  :  en  vertu  de  la  proposition  énoncée 
au  début  du  n°  15,  les  q  dernières  formules  du  groupe  (i3)  sont  résolubles  par 
rapport  à  /,,  .  .  .,  t^,  et  les  q  dernières  du  groupe  (i4)  le  sont  par  rapport  à 
5),  ...ySq.  Or,  puisque  les  groupes  (i3)  et  (i^)  expriment  l'un  et  l'autre  la 
solution  générale  de  (8),  à  un  même  système  de  valeurs  de  «,,,-,-1,  ...,  «//i+^ 
doit  correspondre  de  part  et  d'autre  un  même  système  de  valeurs  de //,,  ...,  u,„  : 
si  donc  on  pose 

(    //«-+-!  {f'iy    ■  •  •  1    ^7)  =^  om  +  l  {■''Il    ■  •  •  ■)  ^q)i 

(•5)  , 


[    Jm-hq\hf     •   ■  •  1    'q)  nln  +  q\^l^     •••»•'''/)> 

qu'on  résolve  le  svstéme  (i5)  par  rapport  à  ^i,  .  .  .,  /,,  conformément  au  principe 
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16.  Inversement,  considérons  un  système  de  m  -t-  q  formules  éga- 
lant les  m  -\-  q  variables  w, ,  ...,  u„^^^  à  autant  de  fonctions  olotropes 
de  q  arbitraires ^  de  telle  façon  que  q  d^entre  ces  formules  soient 
résolubles  par  rapport  aux  arbitraires.  Cela  étant,  V élimination 
des  q  arbitraires  entre  les  m  -\-  q  formules  fournit  un  système 
réduit  de  m  équations  aux  m  -\-  q  variables  u^,  ...,  w„,^^,  dont  la 
solution  générale  se  trouve  exprimée  par  les  m  -h  q  formules  don- 
nées ('). 

17.  Enfin,  si  les  m  -\-  q  formules  (9),  dont  q  sont  supposées  réso- 
lubles par  rapport  aux  arbitraires  /,,  ...,  /^,  vérifient  constamment 
le  système  réduit  des  m  équations  (8),  aux  m  -t-  q  variables 
Uf,  ...,  u„^+ç^  elles  ne  peuvent  manquer  d'en  fournir  la  solution 
générale  (-).  ' 

18.  Toute  transformation  effectuée  sur  un  système  réduit  donne 
un  système  également  réduit  (^). 

général  des  fonctions  implicites  (n"  1),  et  qu'on  porte  les  valeurs  obtenues  dans 
les  m  premières  formules  (i3),  il  est  manifeste  qu'on  tombera  identiquement 
sur  les  m  premières  formules  (i4)« 

Ainsi,  les  formules  (i4)  se  déduisent  de  (i3)  par  la  simple  substitution 
à/,,  .  .  . ,  ^^  de  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (10).  Pareillement,  les  for- 
mules (i3)  se  déduisent  de  (i4)  par  la  simple  substitution  à  5,,  ,  .  . ,  s,/  de  leurs 
valeurs  tirées  des  mêmes  équations. 

(•)  Ihid.,  n"  139. 

C^)  Ibid.,  n°  l'tO. 

(')  Dans  un  système  réduit  de  in  équations, 

(16)  F,r=0,   F2=:0,    .  .  .,   r,„=:0, 

aux  m -f- <y  variables  //|,  //.,,  ...,  Hm-k-ir  efTecluons  la  transformation 

"1  ='|l(<'l.      «'2 </«+<?)' 


(•7) 


"2  V2(''li     '2'       •••>    ^'m  +  qji 


^ m-\-q  —  V"'+7(''l'    '2'     •••'     ''"14'/^' 


et    supposons,     comme    de     raison,     qu'à    partir    des   valeurs   initiales    de    m,, 
«2,  .  .  . ,  w,„+^,  prises  conjointement  avec  certaines  valeurs  initiales  des  nouvelles 
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19.  Considérons  un  groupe  de  ni  -h  (j  formules  exprimant^  con- 
formément aux  énoncés  des  n"*15et  !(>,  la  solution  générale  d' un 
système  réduit  de  m  équations  à  m  -\-  q  variables  u^,  u^,  ...,  M^+y, 
et  supposons  que  dans  ce  dernier  on  introduise,  aux  lieu  et  place  des 
variables  dont  il  s'agit,  les  m  -+-  q  variables  nouvelles  v^,v.^,  . . . ,  t',„_^y. 
Cela  étant,  il  suffit,  pour  exprimer  semblablement  la  solution  géné- 
rale du  système  résultant,  d'effectuer  la  même  transformation  sur 
les  premiers  membres  des  m  ~+-  q  formules  données,  et  de  résoudre 
le  groupe  ainsi  transformé  par  rapport  à  v  ,  v.,,  ...,  (',„^.^  ('  ) , 

Points  ordinaires  d'une  figure. 

20.  Nous  plaçant,  indifféremment,  soit  dans  le  monde  des  quan- 
tités réelles^  soit  dans  le  monde  des  quantités  imaginaires,  nous 
nommerons  point  de  V espace  \\x,y,  ...]1  l'association  de  n  valeurs 
numériques  respectivement  attribuées  aux  n  coordonnées  x,  y,  ...; 

• 
variables  v^,  l'j»  •••>  ^m-^-q,  'e  système  (17)  soit  résoluble  par  rapport  à  ces 
dernières  conformément  au  principe  général  des  fonctions  implicites.  Le  sys- 
tème (16)  étant  indépendant  des  variables  c,  il  résulte  immédiatement  de  nos 
hypothèses  que  le  système  des  im-^-  q  équations  (16)  et  (17),  où  se  trouvent 
engagées  les  2  /w  -h  2g'  variables  u  et  v^  possède  par  rapport  aux  m  -\-  q  variables  r 
et  à  /n  convenablement  choisies  d'entre  les  variables  «,  un  déterminante  valeur 
fondamentale  non  nulle  :  il  est  dès  lors  réduit.  Si  d  ne  on  remplace,  dans  (16), 
les  variables  u  par  leurs  valeurs  tirées  de  (17),  ou,  en  d'autres  termes,  si  Ton 
effectue  entre  les  équations  (16)  et  (17)  Télimination  des  variables  «,  le  système 
résultant  est  également  réduit  (n"  13). 
(')  Soit,  en  effet. 

(,8)  '"       =■"('..•••.''). 

-^ • 

\     '■^m-k-q •^m+q  l'i'     •   •  •!    ^q)i 

un  groupe  de  m -h  q  formules  exprimant  la  solution  générale  du  système 
réduit  (16),  et  telles  que  q  d'entre  elles  soient  résolubles  par  rapport  aux  arbi- 
traires ti,  ...,  tq.  Si  l'on  applique  au  système  (16)  la  transformation  (17),  il  est 
clair  que,  pour  avoir  un  groupe  de  m  +  ^  formules  exprimant  la  solution  géné- 
rale du  système  résultant,  il  suffit  d'effectuer   d'abord   la  même  transformation 
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figure  un  ensemble  de  points  défini  par  un  système  d'équations  reliant 
ces  coordonnées;  ^omi  ordinaire  d'une  figure  un  point  tel  que,  dans 
un  voisinage  suffîsamnnent  rapproché  du  point  [c'est-à-dire  à  l'inté- 
rieur d'un  domaine  ayant  ce  point  pour  centre  avec  des  rayons  suffi- 
samment petits  (')],  la  figure  puisse  être  définie  à  l'aide  d'un  système 
réduit  (n°  4).  Nous  nous  bornerons  systématiquement  à  la  considé- 
ration exclusive  d' un  pareil  voisinage .  Il  va  sans  dire  d'ailleurs  que 
tout  point  d'une  figure  suffisamment  voisin  d'un  point  ordinaire  de 
cette  figure  en  est  lui-même  un  point  ordinaire. 

Supposant  tour  à  tour  que  le  système  réduit  à  l'aide  duquel  est 
définie  la  figure  comprenne  i,  2,  3,  ...  équations,  nous  dirons,  suivant 
le  cas,  que  la  figure  est  à  /î  -  i,  /^  —  2,  n  —  3,  ...  dimensions  (-). 

sur  les  fonniiles  (i8).  c^  qui  donne 
(•9)  { 

\    'fm-^f/{^'l^    ''21    •••1    ^'/n-K/)  ^=^  ■-'/n-i-y(  ^1  1    •••>    f//), 

puis  de  résoudre  le  système  (19)  |i;n-  rapport  à  c,,  c.,,  .  .  .  ,  *',„+q.  Soient 
(20)  ^ 

I • 

les  formules  de  résolution  :  il  reste  à  établir  (|ue  fj  d'entre  ces  dernières  sont 
résolubles  par  rapport  k  l^,  .  .  . ,  l^. 

Or,  le  système  (19)  contient,  comme  (18),  q  formules  résolubles  par  rapport 
à  ^1,  ...,  /^  ;  il  est  d'ailleurs  réduit,  puisqu'il  est  résoluble  par  rapport  aux 
variables  r,  et,  comme  il  a  évidemment  pour  consé<|uence  numérique  le  groupe 
(réduit)  des  q  formules  dont  nous  venons  de  parler,  il  est  (n°  11)  nécessaire- 
ment résoluble  par  rapport  à  f,,  ...,^^Ht  à  m  convenablement  choisies  des 
variables  r.  Le  système  (20),  numériquement  équivalent  à  (19),  sera  donc  réso- 
luble par  rapport  à  ce  groupe  de  m  -\- q  variables  (n"  6),  ce  qui  exige  manifes- 
tement que  q  des  équations  (9,0)  soient  résolubles  par  rapport  à  /,,   .  .  .,  Ig. 

(')  Les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  parlielles^  n°  30. 

(^)  Si,  comme  cas  extrême,  le  système  réduit  comprend  //  équations,  la  figure 
est  à  zéro  dimension  et  se  compose  d'un  point  uni<|ue. 
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Deux  systèmes  réduits  numériquement  équivalents,  et  par  suite 
nécessairement  composés  d'un  même  nombre  d'équations  (n"  6),  défi- 
nissent deux  figures  identiques. 

Si,  désignant  par  p  et  p'  deux  entiers  inégaux,  on  suppose  que 
deux  systèmes  réduits,  S  et  S',  aux  indéterminées  x,  y,  ...,  com- 
prennent respectivement  p  et  p'  équations,  et  que  le  premier.  S,  soit 
une  conséquence  numérique  du  second,  S',  on  a  nécessairement 
p  <Cp  (n**  o),  d'où  n  —  p^  n  —  p',  ei  \k  figure  k  n  —  p'  dimensions 
que  définit  S'  sera  dite  située  sur  la  figure  k  n  —  p  dimensions  que 
définit  S  ;  inversement,  la  figure  S  sera  dite  contenir  la  figure  S'. 

Dans  ce  dernier  cas,  comme  aussi  dans  celui  de  l'identité,  ci-dessus 
défini,  les  deux  figures  considérées  seront  dites  être  en  symptose. 

De  la  propriété  formulée  au  n**  7  il  résulte  que,  dans  le  voisinage 
d'un  de  ses  points  ordinaires,  une  figure  an — p  dimensions  est 
représentable  d'une  infinité  de  manières  à  l'aide  d'un  système 
réduit  de  p  équations  reliant  les  n  coordonnées  x^y,  ....  Ce  mode 
de  représentation  sera  qualifié  de  réduit,  par  opposition  à  un  autre 
dont  nous  parlerons  plus  loin  (n°  22). 

Il  importe  d'observer  que  le  caractère  spécifié  dans  la  définition 
d'un  point  ordinaire  d'une  figure  est  indépendant  de  toute  trans- 
Jormalion  ponctuelle  opérée  sur  les  coordonnées  x,  y, 

Effectivement,  soient  F  une  figure  contenant  le  point  (iCojJKoî  •••)?  ^^ 


les  formules  de  transformation  qui  relient  les  anciennes  coordonnées 
X,  y,  ...  aux  nouvelles  x' ,  y' ,  ..,  :  on  suppose  que  les  valeurs  x,^,  y^,  ... 
de  x,y,  ...,  prises  conjointement  avec  certaines  valeurs,  x[, y'^,  ..., 
<iex',y',  ...,  vérifient  numériquement  les  formules  de  transformation, 
et  que,  à  partir  de  la  solution  numérique 

ces  dernières,  résolues,  en  fait,  par  rapport  à  x,  y,  ...,  sont,  de  plus, 
résolubles  par  rapport  à  x',y',  ...  conformément  au  principe  général 
des  fonctions  implicites. 

Journ.  de  Math.,  tome  II.  —  Fasc.  III,  1928.  *'2 
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Cela  étant,  il  résulte  de  la  proposition  formulée  au  n*  18  qu'une 
pareille  transformation,  opérée  sur  un  système  réduit,  donne  un  sys- 
tème également  réduit,  et  que,  dès  lors,  silepoint(xo,  Jo^  •••)  ^st  ordi- 
naire pour  la  fio^ure  F,  le  point  correspondant  (^'o,  y'o,  •••)  l'est  aussi 
pour  la  figure,  F',  que  fournit  la  transformation. 

Réciproquement,  à  cause  de  la  réversibilité  des  formules  de  transfor- 
mation, si  le  point (x'g,  y[y  ...)  est  ordinaire  pour  la  figure  F',  le  point 
(^05  JKo'  •••)  l'est  pour  la  figure  F  ('). 

Il  va  sans  dire,  enfin,  que  la  relation  de  symptose  entre  deux 
figures  est  indépendante^  elle  aussi,  de  toute  transformation  ponc- 
tuelle opérée  sur  les  coordonnées  x,  y, 


(')  Dans  l'espace  à  trois  dimensions  réelles  ou  imaginaires  [[>r,y,  c]],  on 
peut  citer,  comme  figures  ne  contenant  que  des  points  ordinaires  : 

1°  La  figure  dt'fînie  par  l'équation  linéaire  A^  H- By  4- Cz  +  D  :=  o,  où  les 
constantes  numériques  A,  B,  C,  D  sont  quelconques,  sous  la  seule  restriction 
que  les  trois  premières,  A,  B,  C,  ne  soient  pas  nulles  à  la  fois. 

2°  La  figure  définie  par  le  couple  linéaire 

A,x  -H  B,y  -+-  Cis  +  D,  =  o, 
A, a:  +  B,  y -4- Cj  s  +  D-j  =:  G, 

où  les  constantes  numériques  A,,  Bj,  C,,  Dj,  A,,  Bj,  Cj,  Dj  sont  quelconques, 
sous  la  seule  restriction  que  les  déterminants  du  second  ordre  extraits  du 
tableau 

A],     B,,     Cl, 

Aj.     Bj,     Ci  1 

ne  soient  pas  tous  nuls. 

3°  La  figure  définie  par  l'équation 

(A,a:  +  B,7  +  G,z  +  D,)^ 
+  (A^^  H-  B,  r  4-  Qs  +  DO' H-  (Ajo:  4-  B, y  h-  C3-  H-  D,)^^  H  =  o, 

où  les  constantes  numériques  A,,  B,,  C,,  D,,  Aj,  Bj,  Cj,  D,,  A3,  B3,  Gs,  D3,  H 
sont  quelconques,  sous  les  seules  restrictions  que 

A,     H,     C, 

A,     Bj     C,  et       II 

A3     B3     C3 
soient  difTérents  de  zéro. 

Opérons  en  effet  sur  cette  figure  la  transformation  (toujours  permise,  d'après 
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21.  Soient  F,,  Fa,  ...  des  figures,  en  nombre  (limité)  quelconque, 
qui  toutes  admettent  un  point  ordinaire  commun  ;  n  —  p^,  n  —  p.^,  ... 
les  nombres  de  dimensions  respectifs  de  ces  figures.  Cela  étant,  on 
peut,  moyennant  une  simple  trajisfojination  linéaire  des  n  coor- 
données X,  y,  ...,  faire  en  sorte  que  les  équations  transformées 
de  F,  soient  indifféremment  i^ésolubles  par  /^apport  à  tout  groupe 
de  pf  coordonnées  ;  qu  en  même  temps  les  équations  transformées 
de  Fg  le  soient,  indifféremment ,  par  rapport  à  tout  groupe  de  p^ 
coordonnées  ;  et  ainsi  de  suite. 

I.  Sur  les  équations  définissant  Tune  des  figures  données,  F, 
k  n—p  dimensions,  opérons  la  transformation   linéaire  (et   homo" 

ce  qui  a  élé  vu) 

A,.r  +  Biy-H  Ci:;  +  D,=:jc', 

A, ^ -t- B2  y  4- C2  -  4- Dj  3r  j', 
AsJ? -(- B3  j  +  C32  +  D3  =  5'. 

Four  qu'un  point  de  la  figure  ainsi  obtenue  ne  fût  pas  ordinaire,  il  faudrait  qu'il 
vérifiât,  en  même  temps  que  l'équation  ^'^ -i-y'"- +  s'^-l- H  =:  o,  les  trois  équa- 
tions dérivées  par  rapport  à  œ',  y',  z'  respectivement,  c'est-à-dire  ^'r=  o,  /'=  o, 
z'=:o;  il  en  résulterait,  contrairement  à  l'hypothèse,  H  =  o, 
4°  La  figure  définie  par  le  couple  d'équations 

(A,a-  +  B,y  +  C,5  +  D,)2 
-+-  (A2a;  +  B2/  +  CîC  +  D^Y-^{kiX  -+-  Baj +  C3::-f-D3)--t-  H  =  o, 

>,  (Ajx  +  B,  y  -+-  Cl  G  +  D,  ) 
+  X2(A2^4-B2  rH-C,^ -H  D,)  +  >i3(A3^  4-B3J  + C3C  +  D3)    =0,    . 

où  Al,  B,,  G,,  D,,  A2,  B2,  Ci,  D2,  A3,  B3,  G3,  D3,  H  ont  les  mêmes  significations 
respectives  que  dans  l'exemple  précédent,  et  où,  de  plus,  les  constantes  numé- 
riques }ij,  ^2>  ^3  yérifient  l'inégalité  Xj  -f-  Xj  -h  ^|  ^  o. 

Les  équations  de  la  figure  deviennent  en  effet,  par  la  même  transformation  que 
ci-dessus, 

Pour  qu'un  point  de  la  figure  ainsi  obtenue  ne  fût  pas  ordinaire,  il  faudrait 
qu'il  vérifiât,  en  même  temps  que  les  équations  de  la  figure,  celles  qu'on  obtient 
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gène) 


où  37,  jy,  ...  désignent  les  anciennes  coordonnées,  x' ,  y\  ...  les  nou- 
velles, et  les  lettres  «,  b,  ...  affectées  d'indices  des  coefficients  provi- 
soirement indéterminés  dont  nous  désignerons  le  déterminant  par  D  ; 
ce  déterminant  est  une  certaine  fonction  entière,  non  identiquement 
nulle,  de  ses  divers  éléments,  assimilés  à  autant  de  variables  indépen- 
dantes. 

Cela  étant,  si  Von  considère  les  équations  transformées  de  la 
figure  F,  la  valeur  prise,  au  point  ordinaire  commun  dont  parle 
l'énoncé,  par  le  déterminant  différentiel  de  leurs  premiers  membres 
relatif  à  p  quelconques  des  coordonnées  nouvelles  est  un  polynôme 

en  égalant  à  zéro  les  trois  délerminants  du  second  ordre  extraits  du  tableau 

^',     j',     z', 

Al,         /j,        /.3, 

c'est-à-dire 

Les  constantes  A,,  Xj,  Xj  ne  pouvant  être  nulles  à  la  fois  à  cause  de 

supposons,  pour  fixer  les  idées,  A,  ^  o  :  des  deux  dernières  relations  on  tire 

|)uis,  par  combinaison  avec  l'équation  \^x'  +  X^y'-i-  ^3^'=  o, 

a:YA,+  ^  +  ^)  =0         ou         ^'(Xî-+->.*+X^)  =  o; 

on  a  donc,  de  toute  nécessité,  a:'=r  o,  par  suite  y' ^=  o,  z' =z  o,  et  finalement,  en 
portant  dans  l'équation  x'^-\- y'^ -h  z'^-h  II  =  o, 

H  =  o, 
ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
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entier  par  rapport  aux  éléments  de  D  et  dont  les  coefficients  numé- 
riques ne  sont  pas  tous  nuls. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ait  cinq  coordonnées,  et 
qu'il  s'agisse  d'une  figure  à  trois  dimensions  définie  par  le  système 
réduit 

(  f\{^>  y^  s.  ^.  0  =  0, 
(  Ai^^yy  -.  •y.  t)  =  0. 

Si  l'on  opère  sur  ce  dernier  la  transformation 


X  =^  a^x' -^  a^_y' -k-  a^z 

'+  UiS'  -h  a^t', 

y  —  bix'+  bif-h  b-iZ 

-+-  b,,s'-\-  b-j'. 

Z    =  C,  J?'  -+-  C,  j'  -1-  Cj  z 

+  C4^'+C5  t', 

s  z=zd^x' -\-  d^y'  4-  d-i  z' 

+  d.^s'  +  d^l\ 

t  z=zei  x'  -\-  e^y'-h  e^z' 

4-^45'  +  er^t\ 

le  déterminant  différentiel  du  système  transformé  par  rapport  à  deux 
quelconques  des  coordonnées  nouvelles,  par  exemple  x'  et  y',  a  pour 
valeur 


dA 


àU 


ox  ay  az  os 


df.       ,   df. 


dz 


àf. 


"  dt 


OX  a  y 


""'  dz  ^"^^  as  ^^'Tt 


OA 


-+-  ^.  ^  +  ^1 


àj. 


""'dx  ^^'dy  ^"^^  dz  -^"^'lï^^'-àï 


âx    '"'  dy    '   "'  dz    '  "'  ds     '   ''  dt 
d'après  la   règle  de  multiplication  des  déterminants  généralisée  (') 


(')  Considérons  les  deux  tableaux  rectangulaires 


«2,      *2,       .-.,      A, 


et 


«1,     pi,       .  .  . ,     Al , 

«21        Pî7  •  •   •  j        ^2, 

.  .  ,         .  ■  ,  •  .  •  )        •  j  , 


qui  contiennent  chacun  q  lignes  et  ^  -+-  r  colonnes  (^>>o,  r,^o).  Si  l'on  pose 

R/,y  =  «.- «/■-+-  6,|3y-h.  .  .+  li^j  (i=I,   2,    .  .  .,  <7    et  y  =  I,   2,    .  ..,  ^), 
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appliquée  aux  deux  tableaux  , 

a,,     bi,     Cj,     <:/,,     e,, 


et 


^2>         ^2i         ^2'         "2î        ^2) 
I 

il  a  donc  pour  valeur 

a,     t/, 

a2     fi^2 
6,     c, 


dfr     df, 
<Jx      dy 

a,     c, 

àA      àf, 
dx      d  y 

«2     c, 

dA      dA 
dx      ds 

dA      àA 
dx      ds 

-+- 

a,      e, 

«2        ^2 

à  A      àA 
dy       dz 

dA      àA 
dy       dz 

+ 

b,      d, 
b^     d^ 

àA    àA 

dy       dt 

dA     àA 
dy       dl 

-+- 

c,     d. 

àA      à  A 
dz       dl 

dA     àA 
dz       dt 

-+- 

d.^     e^ 

à_A^  dA^  d_A^  d_A^  d_A 

dx  '  dy  '  dz  '  ds  '  dt 

d_A^  ^,  à_A^  d_A^  dA 

dx  dy  dz  ds  dt  ' 


à_A  àf^ 

dx  dz 

à_A  àj, 

dx  dz 

à_A  àA 

dx  dt 

à_A  àj, 

dx  dt 

àA  àA 

dy  ds 

àA  àA 

dy  ds 

àA  à  A 

dz  ds 

dj,  d_h 

dz  ds 


àj^  àA 

ds  dt 

àA  àA 

ds  dl 


Or,  lorsqu'il  s'agit  du  point  ordinaire  commun  dont  parle  l'énoncé, 


le  déterminant  d'ordre  // 


n,,,    H2,,    ...    R,,, 

.     H 


Ml,2         «2,2 


Hl„        R2.V 


7,1 


H. 


est  égal  à  la  somme  des  produits  que  l'on  obtient  en  multipliant  les  détermi- 
nants d'ordre  q  extraits  du  premier  tableau  par  les  déterminants  homologues 
extraits  du  second. 
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les  divers  déterminants  différentiels  de  /,  et  f^  qui  figurent  dans  cette 
dernière  expression  doivent  être  remplacés  par  des  valeurs  numériques 
non  à  la  fois  nulles. 

II.  Revenons  aux  conditions  imposées  par  notre  énoncé  général. 
Pour  qu'elles  se  trouvent  satisfaites,  il  faut  et  il  suffit  : 

Que,  dans  les  équations  transformées  de  E,,  les  divers  déterminants 
différentiels  (d'ordre  p,)  relatifs  aux  coordonnées  nouvelles  soient 
tous  différents  de  zéro  au  point  considéré; 

Que,  dans  les  équations  transformées  de  Fo,  les  divers  déterminants 
différentiels  (d'ordre  yOo)  relatifs  aux  coordonnées  nouvelles  jouissent 
de  cette  même  propriété; 

Etc.; 

Et  enfin,  que  le  déterminant  D  de  la  transformation  soit  lui-même 
différent  de  zéro. 

Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant,  si  l'on  se  reporte  à  l'alinéa  I, 
que  certains  polynômes,  entiers  par  rapport  aux  coefficients  indéter- 
minés de  la  transformation,  et  dont  aucun  n'est  identiquement  nul, 
puissent  prendre  des  valeurs  numériques  à  la  fois  différentes  de  zéro  : 
or,  il  est  toujours  possible  de  disposer  des  coefficients  indéterminés  de 
la  transformation  de  manière  que  cette  condition  soit  satisfaite. 

Représentations  diverses  d'une  figure  dans  le  voisinage 
d'un  point  ordinaire. 

22.  Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  constater,  comme  consé- 
quence de  la  propriété  formulée  au  n°  7,  que,  dans  le  voisinage  d'un 
de  ses  points  ordinaires,  une  figure  peut,  d'une  infinité  de  manières, 
être  représentée  dans  le  mode  réduit^  c'est-à-dire  à  l'aide  d'un  sys- 
tème réduit  d'équations  reliant  les  n  coordonnées.  En  vertu  de  cette 
propriété,  si  une  figure  à  n  —  p  dimensions,  admettant  comme  point 
ordinaire  le  point  (x^,  y^,  ...),  est  définie,  dans  le  voisinage  de  ce 
point,  à  l'aide  du  système  réduit 

/,(^,  7,  ...)  =:o,        /^(x,  j,  ...)  =  o,         ...,         /p(.r,7,  H..)  =  o, 

l'expression  générale  de  tous  les  systèmes  réduits  pouvant  représenter 
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cette  même  figure  dans  le  voisinage  de  ce  même  point  est 

K.i/\+  ^'1,2/2+-  •  •  ■+■  h,p/p=0, 


^'P,lf\-^-  r.p^ifi-\-  ...-+-  '^p,pfp —  O, 


OÙ  les  fonctions  X,  développables  à  partir  des  valeurs  x^,  y^,  ...,  sont 
arbitrairement  choisies  sous  la  seule  restriction  de  former  un  déter- 
minant à  valeur  initiale  non  nulle. 

Si,  sur  l'expression  générale  des  systèmes  réduits  représentant  une 
figure  donnée,  F,  on  opère  une  transformation  ponctuelle  des  n  coor- 
données 07,  y,  ...,  on  tombe  sur  fexpression  générale  des  systèmes 
réduits  représentant  une  nouvelle  figure,  F'  (').  Cette  dernière  sera 
dite  transformée  de  F. 

Les  propriétés  formulées  aux  n°*  15,  16  et  19  entraînent,  d'autre 
part,  les  conséquences  suivantes  : 

I**  Dans  le  voisinage  (Tun  de  ses  points  ordinaires^  une  figure 
à  n  —  p  dimensions  peut,  d'une  infinité  de  manières,  se  représenter 
à  r aide  d'un  groupe  de  n  formules  exprimant  les  n  coordonnées 
x,y,  ...  en  fonctions  olotropes  de  n  —  p  arbitraires,  et  telles  que 
n  —  p  de  ces  formules,  convenablement  choisies,  soient  résolubles 
par  rapport  aux  arbitraires . 

Réciproquement,  un  pareil  groupe  de  n  formules  étant  donné,  le 
système  réduit  en  x,  y,  ...  que  fournit  V  élimination  des  n  —  p  arbi- 
traires définit  une  figure  à  n  —  p  dimensions,  représentable  à 
raide  des  n  formules  données. 

Ce  nouveau  mode  de  représentation  sera  qualifié  de  paramétrique. 

2.°  Considérons,  sur  une  figure  donnée  h  n  —  p  dimensions,  le  voisi- 
nage d'un  point  ordinaire  donné.  Pour  qu'un  groupe  déterminé  de  p 
coordonnées,  celui  des  p  premières  par  exemple,  soit  exprimable  en 
fonctions  olotropes  des  n  —  p  coordonnées  restantes,  il  faut  et  il  suffit 
qu'en  représentant  la  figure  suivant  le  mode  paramétrique  à  l'aide 
de  n  —  p  arbitraires,  le  groupe  des  n  —  p  dernières  formules  de 
cette  représentation  soit  résoluble  par  rapport  aux  arbitraires. 

(')  On  le  voit  sans  peine,  en  se  reportant,  notamment,  au  n°  18.  ' 
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3*^  Si,  dans  une  représentation  paramétrique  cVune  figure  an  —  p 
dimensions,  on  opère  une  transformation  des  n  —  p  arbitraires , 
on  obtient  une  nouvelle  représentation  paramétrique  de  la  Jigure. 

Inversement,  deux  représentations  paramétriques  d'une  même 
figure  peuvent  toujours  se  déduire  V une  de  Vautre  par  une  trans- 
formation convenable  des  arbitraires. 

4**  Considérons,  en  même  temps  qu'une  il g^ure,  F,  la  figure,  F',  qui 

s'en  déduit  par  une  transformation  opérée  sur  les  n  coordonnéesx",  y, 

Si,  sur  une  représentation  paramétrique  de  F,  on  opère  la  trans- 
formation dont  il  s'agit,  les  n  formules  résultantes,  nécessairement 
résolubles  par  rapport  aux  coordonnées  nouvelles  x' ,  y',  ...,  four- 
nissent une  représentation  paramétrique  de  F'. 

25.  D'une  propriété  formulée  au  n°  (>  il  résulte  que  les  divers 
systèmes  réduits  à  l'aide  desquels  on  peut  représenter  une  même 
figure  k  n  —  p  dimensions  fournissent  tous,  si  on  les  résout  par 
rapport  à  un  même  groupe  de  p  coordonnées,  un  même  système  de 
formules  de  résolution.  Ce  dernier  système  fournit  un  mode  de  repré- 
sentation éminemment  simple,  que  nous  qualifierons  à^explicite,  et 
qui,  aux  avantages  du  mode  réduit,  auquel  il  appartient,  joint  ceux  du 
mode  paramétrique,  auquel  on  le  ramène  immédiatement  :  si  l'on 
désigne  en  effet  par  x,  ...  un  groupe  de  p  coordonnées,  et  par  y,  ...  le 
groupe  des  n  —  p  coordonnées  restantes,  le  système  des  p  équations 


peut  se  remplacer  par  l'ensemble  des  n  formules 

œ  =  X{-n.  ...), 


7  =r;, 
où  Y],  ...  désignent  n  —  p  variables  arbitraires  ('). 

(')  Une  figure  à  zéro  dimension,  formée,  comme  nous  l'avons  observé,  d'un 
point  unique,  (xq,  y^,  .  .  .),  se  trouve  représentée,  avec  le  maximum  de  simpli- 
cité, à  l'aide  des  n  formules  jo  ^=:  Xq,  y  =z  y^,  .  .  . ,  qui  consli tuent  un  cas  extrême 
du  mode  paramétrique  et  du  mode  explicite. 

'  JoLirn.  de  Ma'h.,  tome  II.  —  Fasc.  III,  igaS.  ^-' 
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Contacts  d'ordres  divers  entre  deux  figures. 

2i.  Pour  définir  un  contact  d'orJ  ce  (juelconque  entre  deux  figures, 
il  convient  de  distinguer  deux  cas,  suivant  que  ces  figures  ont  ou  non 
le  mètne  nombre  de  dimensions. 

Considérons  d'abord,  dans  l'espace  à  n  dimensions  [  [^,  j^,  . . .]  | ,  deux 
figures  à  un  même  nombre,  n^p,  de  dimensions,  ayant  un  point 
commun,  (x„,yo,  ...),  ordinaire  (n°  20)  pour  chacune  d'elles  :  les 
deux  figures  étant,  dans  le  voisinage  de  ce  point  initial,  représentées, 
l'une,  suivant  le  mode  réduit,  par  le  système  des /j  équations 

l'autre,  suivant  le  mode  paramétrique,  à  l'aide  des  n  formules 

(2)  J7  — |(w,  i-,  .  .  .),  v  =  ri(«,  t',  .  .  .),  •••. 

les  p  fonctions  composées 

I  /i  [;("-  <•-  ••  •).  ■o("-  <',  •  •  •).  •  •  -b 

ont  évidemment  des  valeurs  initiales  nulles.  Cela  posé,  el  en  désignant 
par  k  un  entier  positif  ou  nul,  si  les  fonctions  (3)  et  toutes  leurs 
dérivées  (relatives  aux  n~p  paramètres  a,  r,  ...)  jusqu'à  l'ordre  k 
inclusivement  ont  des  valeurs  initiales  nulles,  sans  que  toutes  celles 
d'ordre  /r  -h  i  jouissent  à  la  fois  de  cette  propriété,  les  deux  figures 
seront  dites  avoir  au  point  considéré  un  contact  d'ordre  (exactement) 
égal  à  k. 

Cette  définition  nécessite  diverses  observations  dont  l'importance 
est  essentielle.  I^IVectivemenl,  les  deux  figures  données  peuvent,  de 
bien  des  manières,  être  représentées,  la  première  suivant  le  mode 
réduit,  la  deuxième  suivant  le  mode  paramétrique;  comme  elles  ont, 
d'autre  part,  le  même  nombre  de  dimensions,  une  permutation  de 
leurs  rôles  respectifs  est  à  envisager  où  Ton  supposera,  à  l'inverse  de 
ce  (|ui  précède,  que  la  deuxième  figure  est  représentée  suivant  le  mode 
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réduit,  la  première  suivant  le  mode  paramétrique  :  or,  nous  allons 
établir  que  la  propT'iété  spécipée  dans  la  définition  est  indépendante 
de  ces  circonstances  variables.  Nous  établirons,  de  plus,  quelle 
l'est  de  toute  transformation  ponctuelle  opérée  sur  les  coor- 
données X,  y 

1.  Supposons  que  les  deux  systèmes 

(4)  /i(-3?, /,  -..)=o,       /2(^,  j,  ...)==  o,        ...,       /^(.r,  r,  ...)=- o 

et 

(5)  ^,(J7,  j,  ...)=o,        ^,(^,  j,  ...)  =  o,        ...,         -p(^,  j,   .  ..)  =  o 

constituent,  dans  le  voisinage  du  point  considéré^  (^ojJKo?  •••)'  deux 
représentations  de  la  première  figure  suivant  le  mode  réduit^  et  les 
formules  (2)  une  représentation  de  la  deuxième  figure  suivant  le 
mode  paramétrique  ;  en  appliquant  le  mécanisme  indiqué  dans  la 
définition  ci-dessus,  d'abord  à  (4)  et  (2),  puis  à  (5  )  et  (2),  on  forme 
successivement  le  groupe  des  fonctions  composées  (3),  puis  le  groupe 
des  fonctions  composées 

l  gp{l{ih  <',  .  •  •).  -nC".  <'.  •••)>  •  •  •]• 

Gela  étant,  si  les  fondions  composées  (3),  avec  toutes  leurs 
dérivées  jusqu  à  V ordre  A  inclusivement^  s^ annulent  au  point  consi- 
déré, sans  que  toutes  leurs  dérivées  d^ ordre  k  -h  i  s^y  annulent 
à  la  fois,  les  fondions  composées  (Jj)  jouissent  de  la  même  pro- 
priété. 

A.  Les  fonctions  composées  (G)  et  leurs  dérivées  jusqu'à  Tordre  k 
inclusivement  s'annulent  au  point  considéré. 

Effectivement,  les  systèmes  réduits  (4)  et  (5)  représentant  la  même 
figure,  leurs  premiers  membres  (n"  22)  satisfont,  quels  que  soient 
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X, y,  ...,  à  des  identités  de  la  forme 

S^-2  —  >M  /i  +  /o.î /2 -H •  •  •  +  >-2. ^ //., 

ë'p  =  ''P,i/i  +  ^•/'.^.A  +  •  •  •  +  >■/'./. /p, 

où  les  fonctions  X,  développables  à  partir  des  valeurs  x^,  y^,  ..., 
forment  un  déterminant  à  valeur  initiale  non  nulle.  Si  donc  on  désigne 
à  l'aide  des  notations  /',  g\  V  ce  que  deviennent  les  fonctions  /",  g,  X 
lorsqu'on  y  remplace  x^y,  ...  par  leurs  valeurs  en  //,  c,  ...  tirées  des 
formules  (2),  on  aura,  quels  que  soient  u,  p,  ..., 

^     0/>  ^^   '/M./!    +   ^'/'.2/-2   +  •   •   •  +  'l'.pjpf 

en  sorte  que,  pour  avoir  les  dérivées  successives  (relatives  à  w,  p,  ...) 
des  fonctions  composées  (6),  il  suffit  de  prendre  les  dérivées  succes- 
sives des  divers  produits  de  deux  facteurs  figurant  dans  les  seconds 
membres  de  (7).  Considérons,  par  exemple,  une  dérivée  d'ordre  h  du 
produit  )^',.,/^  :  il  résulte  immédiatement  des  règles  élémentaires  de  la 
dérivation  que  cette  dérivée  est  une  somme  de  termes  dont  chacun 
contient  en  facteur  quelque  dérivée  des  ordres  o,  i,  2,  — ,  //  dey,, 
c'est-à-dire  de  la  première  des  fonctions  (3).  Cette  simple  remarque, 
rapprochée  de  nos  hypothèses  sur  les  fonctions  (3),  prouve  que  le 
produite,  ,yj  el,  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  A' inclusivement  s'annulent 
au  point  considéré.  Il  en  est  de  même  pour  les  divers  produits  de 
deux  facteurs  figurant  dans  les  seconds  membres  de  (7),  par  suite 
aussi  pour  les  premiers  membres,  c'est-à-dire  pour  les  fonctions  com- 
posées (6). 

B.  Les  dérivées  d'ordre  k -h  i  des  fonctions  composées  (G)  ne 
s'annulent  pas  toutes  au  point  considéré. 

KffectivemenL,  si  la  nullité  initiale  établie  pour  les  fonctions  (6)  et 
leurs  dérivées  jiis({u'à  Tordre  A"  inclusivement  s'étendait  à  toutes  leurs 
dérivées  de  l'ordre  A  H-  i,  elle  s'étendrait,  par  le  même  raisonnement 
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fait  en  sens  inverse,  à  toutes  les  dérivées  d'ordre  A  +  i  des  fonctions  (3), 
ce  qui  est  contraire  à  Thypothèse. 

II.   Supposons  que  les  formules 

(8)  xr^^iuri',  ...),        y  —  r]{a,i>,...), 
et  les  formules 

(9)  ^.-=r^(U,  V,    ...),  J=rp(U,V.    ...), 

constituent  (dans  le  voisinage  du  point  considéré)  deux  représenta- 
tions de  la  deuxième  figurée  suivant  le  mode  paramétrique^  et  le 
système  (r)  une  représentation  de  la  première  figure  suivant  le 
mode  réduit;  en  appliquant  le  mécanisme  indiqué  dans  la  définition, 
d'abord  à  (i)  et  (8),  puis  à  (i)  et  (9),  on  forme  successivement  le 
groupe  des  fonctions  composées  (3),  puis  le  groupe  des  fonctions 

composées 

j/,[r^(U,  V,  ...),p(U,  V,  ...),  ...], 

^^^^  /.[nT(U,V,  ...),p(U,  V,  ...),  ...], 

(/,[nT(U,A-,  ...),  p(U,  V,  ...),  ...]. 

Gela  étant,  si  les  fonctions  composées  {'i)^  avec  toutes  leurs  dérivées 
jusquà  r  ordre  k  inclusivement^  s\innulent  au  point  considéré  ^  sans 
que  toutes  leurs  dérivées  d^ordre  k  -+-  i  s'y  annulent  à  la  fois, 
les  fonctions  composées  (10)  Jouissent  de  la  même  propriété. 

A.  [jCS  fonctions  composées  (10)  et  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  k 
inclusivement  s'annulent  au  point  considéré. 

Désignons  en  effet  les  fonctions  (3)  et  (10)  respectivement  par  les 
notations  abrégées 

(il)  9,(m,  (',  . .  .),     92(«,  f^,  •••).     •••.     ?/>(«,  <^,  ••  •) 

el 

(12)  o.(U,v,  ...),   o,(u,  V,  ...),    -..,   a)p(u,v,  ...). 

En  vertu  d'une  propriété  énoncée  au  n"  22  (S**),  il  suffit,  pour  passer 
des  formules  (8)  aux  formules  (9),  d'effectuer  dans  les  formules  (8), 
sur  les  n — p  arbitraires  u,  v,  ...,  une  certaine  transformation  :  cette 
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même  transformation  permettra  donc,  évidemment,  de  passer  des 
fonctions  (3)  aux  fonctions  (lo),  c'est-à-dire  des  fonctions  (ii)  aux 
fonctions  (12).  Nous  pouvons  dès  lors,  pour  calculer  les  dérivées 
successives  de  ces  dernières,  (12),  opérer  sur  les  premières,  (11),  à 
condition  d'y  considérer  w,  p,  ...  comme  fonctions  de  U,  V,  —  Or,  il 
résulte  de  la  règle  des  fonctions  composées  qu'une  dérivée  d'ordie  // 
de  $,(0,  V,  ...),  ainsi  calculée,  est  une  somme  de  termes  dont  chacun 
contient  en  facteur  quelque  dérivée  des  ordres  o,  i,  2,  ...,//  de  la  com- 
posante cp,(w,  p,  .,.).  Cette  simple  remarque,  rapprochée  de  nos  hypo- 
thèses sur  les  fonctions  (3),  c'esi-à-dire  sur  les  fonctions  (i  i),  prouve 
que  $,(U,  V,  ...)  et  ses  dérivées  jusqu'à  Tordre  k  inclus'ivement 
s'annulent  au  point  considéré.  Il  en  est  de  même  pour 

a>,(U,  V,  ...),    ...,   a>^(U,v,  ...). 

Ainsi,  les  fonctions  (12),  c'est-à-dire  les  fonctions  (10),  ainsi  que  leurs 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  k  inclusivement,  s'annulent  bien  au  point 
considéré. 

B.  Les  dérivées  d'ordre  k  -+- 1  des  fonctions  composées  (10)  ne 
s'annulent  pas  toutes  au  point  considéré. 

Effectivement,  si  la  nullité  initiale  établie  pour  les  fonctions  (10)  et 
leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  J:  inclusivement  s'étendait  à  toutes  leurs 
dérivées  de  l'ordre  A*  4-  i,  elle  s'étendrait,  par  le  même  raisonnement 
fait  en  sens  inverse,  à  toutes  les  dérivées  d'ordre  k  -+- 1  des  fonclions(3), 
ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

[II.   Il  nous  faut,  avant  de  poursuivre,  établir  un  lemme. 

Considérons,  comme  dans  notre  énoncé  général,  deux  figures 
k  II  —  p  dimensions  admettant  le  point  commun  (xo,yo5  •  •  -.X  ordinaire 
pour  chacune  d'elles,  et  représentées,  l'une,  suivant  le  mode  réduit, 
par  le  système  (i),  l'autre,  suivant  le  mode  paramétrique,  par  les 
formules  (2);  supposons,  en  outre,  que  les  dérirees  premières  des 
fonctions  composées  (3)  s'annulent,  comme  ces  fonctions,  au  point 
considéré.  Cela  étant,  si,  pour  la  figure  (i),  u//  certain  <j;roupe  de 
p  coordonnées  est  exprimable  par  des  fonctions  olotropes  des 
n  —  p  coordonnées  restantes,  ce  mênw  groupe  l'est  aussi  pour  la 
Jigure  (2),  et  réciproquement. 


PRINCIPES     FONDAMENTAUX    DE    LA    THÉORIE     DES    CONTACTS.  253 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ait  cinq  coordonnées, 
ic,  y,  z,  s,  t,  que  les  figures  considérées  soient  à  trois  dimensions, 
et  soient 

(i3)  f^{x,  V.  z,  s,  t)  =o,         /.{x,  y,  z,  s,  t)  =  o 

le  système  réduit  qui  définit  la  première, 

(i4)  (  -  —  s(«,  ^^  tï'). 

\  s    =  g{  (I ,  (',  w), 
1     /     ;zi   T  («,(',    U') 

les  formules  paramétriques  qui  définissent  la  seconde.  Supposons,  en 
outre,  que  les  deux  fonctions  composées 


(i5) 


ainsi  que  leurs  diverses  dérivées  premières,  s'annulent  au  point  consi- 
déré. Cela  étant,  il  s'agit  de  prouver  que  si  le  couple  de  coor- 
données (.r,  j"),  par  exemple,  est  exprimable,  pour  la  première  figure, 
par  des  fonctions  olotropes  de  ^,  .s,  ^,  il  l'est  aussi  pour  la  seconde 
figure,  et  réciproquement;  ou,  en  d'autres  termes,  que  les  deux  déter- 
minants différentiels 

dor      dy 

dx      dy 

àK     ôK      d£ 
du     dv     dw 

da  dcr  da 

du  dv  div 

dz  dz  dz 

du  dv  d^'v 


(.6) 


(17) 


ont  leurs  valeurs  initiales  respectives  à  la  fois  nulles  ou  à  la  fois  difié- 
rentes  de  zéro. 

EflPectivement,  supposons^ que  le  déterminant  (i6)  ait  une  valeur 
initiale  différente  de  zéro.  En  vertu  de  notre  hypothèse  sur  les  fonc- 
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lions 

(i8) 

(19) 
(20) 
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(r5),  on  a,  au  point  considéré, 


dx  du 
dx  du 
dx  dv 

dx  d^ 

dj\dl 
dx  dir 

àj^dl 
dx  dw 


dfi  ç^n 
dy  du 

dA  ^ 
dy  du 

dj,  djr^ 
dv  dv 

d_U  ^ 
dy  dv 

d_r^  djn_ 
dy  dw 

dfi  dr^ 
dy  dit' 


dj^d^ 
dz  du 

df,  d^ 
dz   du 

dA  dX 

dz   dv 

dAà: 
dz   dv 

dz    dw 
df.    dK 


+ 


àf,  d^ 

ds  du 

dAda_ 

ds  du 

df  d^ 

ds  dv 

df,  da 

ds  dv 

dA  ^ 

ds  div 

dA  0<J 


dt   du 


dA(h 

dt    du 
df,  d- 


o; 


—  ^=0, 
dt   dv 

dfo  ar  _ 

dt   dv  -""' 


dj,   d^ 
dt    dw 

dA    àz 


=  0, 


dz   dw        ds    dw        dt    dw 


3—  =0, 


d'où  Ton  tire 


,'  d^  ^A'^ 
du  du 


B' 


(h 
du 


C 


du  du 


dv  dv 


B 


)u 

,d^ 
dv 

de 


dv  dv  di 


àl 


C 


C" 


dz 

drr 

du' 

dr 

Tv' 

dr 

dv'' 

dx 


,     _  A'--  -H  B'  y-  -f-C' 
dw  ow  oiv  dn 


dn 
d^' 


A"- 


B" 


da 


G" 


dw 


Si  donc  le  déterminant  (17)  avait  une  valeur  initiale  nulle,  les  divers 
déterminants  du  troisième  ordre  extraits  du  tableau 


à^ 

01 

01 

du' 

dv' 

dw 

dn 

d-n 

dr, 

du' 

dv' 

dw 

d^. 

d: 

a; 

du' 

dv' 

dw' 

da 

d'y 

de 

du' 

dv' 

^' 

dz 

dz 

dz 

du' 

dv' 

dw 
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auraient  tous  aussi  des  valeurs  initiales  nulles,  ce  qui  est  contraire 
à  l'hypothèse. 

Inversement,  supposons  que  le  déterminant  (17)  ait  une  valeur 
initiale  différente  de  zéro.  Des  formules  (18),  (19)  et  (20),  groupées 
comme  il  suit, 

dx  du        dy  du        dz  au         ds   du         dt    du 

^Ji^  ^^Ii^  .,Jli^  ^'^A^  ^^  È^  =0, 

dx  dv         dy  dv     '    dz    dv         Js   dv         dt    dv 
\  dx  dw       dy  dw        dz   dw        ds   dw        dt   dw 

iàAdl^dAd^_^dAài^df,d^^dAd^^^^ 

1  dx  du        dy  du        dz  du         ds   du         dt    du 

I  dx  dv         dy  dv         dz  dv         ds   dv         dt    dv 

\àf,  dl^dj,dr^^dj_,  dK_^dl,  da_^dj,   dz^^^^ 
\   dx  dw        dy  dw        dz   dw        ds   dw        dt   dw 

on  tire 

dz  dx  dy 

ds  dx  dy 

dt  ~        dx  ^        dy' 

\   dz  dx  dy 

Jà^'^W^-fi  +  N"^, 
\   ds  dx  dy 

\    dt  dx  dy 

Si  donc  le  déterminant  (16)  avait  une  valeur  initiale  nulle,  les  divers 
déterminants  du  second  ordre  extraits  du  tableau 

^,     ^,     A,     ^,     ^', 
dx        dy        dz        ds         dt 

^A,   A,   A,   A,   A 

dx        dy        dz        ds        dt 

Journ.  de  Afath.,  tome  II.  —  Fasc.  III,  1923.  "-'4 
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auraient  tous  aussi  des  valeurs  initiales  nulles,  ce  qui  est  contraire 
à  rhypothèse. 

IV.   Supposons  que,  dans  le  voisinage  du  point  considéré,  le  sys- 
tème 

(21)  /"iC^,  j,  .  .  .)  =  0,         f^{x,y,  .  .  .\  =  o,         fp{x,  y,  ..  .)  =  o 

et  les  formules 

(22)  ^znE(U,  V,  ...).  v-  =  H(U,  V.   .  ..), 

constituent  deux  représentations  de  la  première  Jigure,  Vune  sui- 
vant le  mode  réduit^  Vautre  suivant  le  mode  paramétrique;  suppo- 
sons, pareillement,  que  le  système 

(23)  Fi(.c,j,  ...)  =  (),         ¥^{x,y,...),         ...,         Vp{x,Y.  ...)  =  o 

et  les  formules 

(24)  x  —  l{u,v,...),         y  =  ri{i/,v,...), 

constituent  deux  représentations  de  la  deuxième  fi giire^  Vune  sui- 
vant le  mode  réduit^  Vautre  suivant  le  mode  paramétrique.  En 
appliquant  le  mécanisme  indiqué  dans  la  définition,  d'abord  à  (21) 
et  (24),  puis  à  (22)  et  (23),  on  forme  successivement  les  fonctions 
composées  (3),  puis  les  fonctions  composées 

/  F,|Z(l),V,  ...),   U(L\V,  ...),  •••]. 

,   ,,  \  K.[Z(U,V.  ...),  11(1!,  V,  ...),  ...], 

(25)  l  

(  F,[Z(U,V,  ...),   I1(U,V,  ...),  ...]. 

Cela  étant,  .9/  les  fonctions  composées  (3),  avec  toutes  leurs 
dérivées  jusqiC à  V ordre  k  inclusivement ^  s'annulent  au  point  consi- 
déré, sans  que  toutes  leurs  dérivées  d'ordre  k  -1-  i  s'y  annulent  à  la 
fois,  les  fonctions  composées  (2.5)  jouissent  de  la  même  propriété. 

Supposons  ici  encore,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ail  cinq  coor- 
données, X,  y,  z,  s,  t,  et  (jue  les  figures  considérées,  admettant  le 
point  ordinaire  commun  (x'n,,!',,,  -01  -^05  U)i  soient  à  trois  dimensions: 
les  formules  (21),  (22),  (23),  {'2]),  (3),  (2j)  deviennent  respecti- 
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vemenl 

{21  bis)  fi{x,  y,  z,s,  t)  =  o,         /^{j-,  y,  z,  s,  t)  =  o; 

l    a:=zE{\],  V,  W), 

y  =  H(U,  V,  .W), 
{-22  bis)  l  z  =  Z{1],  w,  W), 

.V  =2l{V,  V,  W), 

t  =T(U,  V,  W); 
{^3  bis)  Fi{x,  y,  z,  s,  t)  =  0^         F.2{x,  y,  z,  s,  l)  ^  o; 

a:  =  ^{u,  c,  w), 

y  =  r,(//,  r,  w), 
(24  bis)  I   z  =z^{u,  r,  (v), 

,V    =  (j{tf,    t',   il'), 

F,[Z(U,  V,  W),  H(U,  V,  W),  Z(q,  V,  W),  2(U,  V,  \V),T(U,  V,W)], 
F,[Z(U,  V,  W),  11(U,  V,  W),  Z(U,  V,  W),  2(U,  V,W),T(U,V,  W)]. 


{3  bis) 
{2b  bis) 


Il  s'agit  de  prouver  que,  si  les  fonctions  composées  (3  his),  avec  toutes 
leurs  déiivées  jusqu'à  Tordre  k  inclusiveiiienl,  s'annulent  au  point 
considéré,  sans  que  toutes  leurs  dérivées  d'ordre /i  +  i  s'y.annulent 
à  la  fois,  les  fonctions  composées  (25  bis)  jouissent  de  la  même  pro- 
priété. 

A.  Les  fonctions  composées  (2$  bis)  et  leurs  dérivées  jusqu'à 
Tordre  A"  inclusivement  s'annulent  au  point  considéré. 

Si  l'entier  k  est  nul,  le  point  (^o,  y^^,  ^0,  s^,  /„)  étant,  par  liypo- 
thèse,  commun  aux  deux  figures,  les  fonctions  composées  (25  bis)  ont, 
comme  les  fonctions  composées  (3  bis),  des  valeurs  initiales  nulles. 

Supposons  maintenant  que  l'entier 7i  soit  supérieur  à  zéro,  par  suite 
au  moins  égal  à  i.  En  rapprochant  de  l'alinéa  précédent  III  nos 
hypothèses  sur  les  fonctions  composées  {3 bis),  on  voit  que,  pour  les 
deux  figures  considérées,  les  mêmes  couples  de  coordonnées  sont 
exprimables  en  fonctions  olotropes  des  trois  coordonnées  restantes,  et 
que  dès  lors  les  deux  figures  seront  représentables,  suivant  le  mode 
explicite  (n"  ^5),  parr  des  couples  de  formules  ayant  respectivement 
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les  mêmes  premiers  membres,  par  exemple 

x  =  gx{z,  s,  t),         y  —  g^{z,  s,  t) 

pour  la  première  figure, 

œ  =  Gi{z,  s,  t),         y  =  G^{z,  s,  l) 

pour  la  deuxième  figure.  Cela  étant,  nous  allons,  dans  ce  qui  suit, 
associer  de  diverses  manières  une  représentation,  réduite  ou  paramé- 
trique, de  la  première  figure,  avec  une  représentation,  paramétrique 
ou  réduite,  de  la  deuxième. 

Première  association  : 

fi{^,y,  -,  s,  0  =  0, 
M^,y.  -,  s,  0  =  0. 

y  =n{u,  V,  w), 

'  z  —K,{ii,  «',  w), 

s   =:(j{u,  P-,  tv), 

Deuxième  association  : 

I  j:  —  gtiz,  s,  t)T=o, 

'  J  —  ^îC-,  -S  0  =  0, 

/  z  =Ç(m,  ^^  w), 
\    t   =7(11,^,  w)- 

Troisième  association  : 

\  •^  — é'i(->  *•  0  =  0, 
'  y  —  gii^^.  s,  t)  =  0, 

a:  =  G,{z',s',  t'), 

y  =  G,{z',s',t'), 

^  _/ 

*  —  -, 

s  =s\ 

t   =t'; 
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Quatrième  association  : 


Sixième  association 


Cinquième  association  : 

I     ^z=:E(U,  V,  W), 
i    y   r.:H(U,  V,  W), 

z  =Z{V,  V,  W), 

s  =1{U,V,  W), 

!  t.  =T(U,  V,  W), 

I  ^  —  Gi{z,  s,  t)=zo, 
i  y  —  Gj(2,  s,  t)  =  o: 

I  x  =  Z{l],  V,  W), 
»y^H(U,  V,  W), 

^=Z(U,  V,  W), 

s  =1{V,  V,  W), 
\   t   =T(U,  V,  W), 
\  F,(,r,  7,  5,  ^,  0  =  0, 
I   F2(^,  y,  z,  ^,  ^)  =  o, 

A  ces  six  associations  correspondent  respectivement,  par  l'appli- 
cation du  mécanisme  indiqué  dans  la  définition  du  contact,  six  couples 
de  fonctions  composées,  savoir  : 

(20)    ] 
(  27  )  s 
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et 

I  ^,(=',  .^', /')-G,(:;',  .9', /'), 

j  S(U,  V,  W)-Gi[Z(U,  V,  W),  :S(U,  V,  W),  T(U,  V,  W)], 
""^  \  H(U,  Y,  W)-G,[Z(U,  V,  W),  i(U,  V,  W),  T(U,  V,  W)]; 


(3i) 


F,[S(U,  V,W),  H(U,V,W),  Z(U,V,W),  2(U,  V,W),  T(U,V,W)], 
F,[S(U,V,W),  II(U,V,W),  Z(U,V,  VV),  V(U,V,W),  T(U,V,W)]. 


De  ces  six  couples  de  fonctions  composées,  le  premier,  (2G),  est  iden- 
tique à  (3  bis)^  et  le  dernier,  (3:),  identique  à  (2$  bis).    ■ 

Or,  la  propriété  que  possèdent,. par  liypollièse,  les  fonctions  Çdbis)^ 
ou  (26),  d'avoir  des  valeurs  initiales  nulles  ainsi  que  toutes  leurs 
dérivées  jusqu'à  Tordre  k  inclusivement,  s'étend  tout  d'abord  de  (26) 
à  (27),  en  vertu  de  l'alinéa  I;  puis  de  (27)  à  (28),  en  vertu  de 
l'alinéa  II;  puis,  évidemment,  de  (28)  à  (29),  qui  se  compose  de  fonc- 
tions respectivement  identiques  au  signe  près;  puis  de  (29)  à  (3o),  en 
vertu  de  l'alinéa  II;  puis  enfin  de  (3o)  à  (3i),  c'est-à-dire  à  (25  bis)^ 
en  vertu  de  l'alinéa  I. 

B.  Les  dérivées  d'ordre  A"  -+-  i  des  fonctions  composées  (23  bis)  ne 
s'annulent  pas  toutes  au  point  considéré. 

Eiïectivement,  si  la  nullité  initiale  établie  pour  les  fonctions  (206/5) 
et  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  A  inclusivement  s'étendait  à  toutes 
leurs  dérivées  de  l'ordre  A  h-  i,  elle  s'étendrait,  par  le  même  raisonne- 
ment fait  en  sens  inverse,  à  toutes  les  dérivées  d'ordre  A  -+-  i  des  fonc- 
tions (3  bis),  ce  qui  est  contraire  à  l'Iiypothèse. 

V.  De  l'exposé  qui  précède  (alinéas  I,  Il  et  IV)  il  résulte  que  la 
propriété  spécifiée  dans  notre  définition  du  contact  d'ordre  A  est  indé- 
pendante des  diverses  circonstances  variables  mentionnées  au  début 
du  présent  n°  S'i  :  établissons  maintenant  (\nclie  est  indépendanlc 
de  toute  transforination  ponctuelle  opérée  sur  les  coordonnées 
x,y,.... 

Soient  donc 

i  .f  =  a{^',  /.  .  .  .). 
(32)  <y=^{x\y,  .... 
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les  formules  de  transformation  qui  lient  les  anciennes  coordonnées 
x^  y,  ...  aux  nouvelles  x',^',  ...  :  les  anciennes  coordonnées,  x^,  j-^,  ..., 
du  point  ordinaire  commun  aux  deux  figures,  prises  conjointement 
avec  ses  coordonnées  nouvelles,  x[,  y'^,  ...,  vérifient  numériquement 
les  formules  (32),  et,  à  partir  de  la  solution  numérique 

les  formules  dont  il  s'agit,  résolues,  en  fait,  par  rapport  à  x,y,  ..., 
sont,  de  plus,  résolubles  par  rapport  à  oc',  y',  ...  conformément  au 
principe  général  des  fondions  implicites. 

Par  cette  transformation,  le  système  (i)  et  les  formules  (2)   de- 
viennent respectivement 


.),  ...]=o 


/.[«' 

[x', 

y 

,),  (3(x', 

/. 

a  (a' 

■y': 

•  )  = 

-^(",  ^ 

5      •    • 

•), 

^i-r' 

,/ 

•)  = 

=  ■r]{u,  (', 

•  ), 

(33) 

et 

(34) 


Le  système  (33)  fournit  d'ailleurs  une  représentation,  dans  le  mode 
réduit,  de  la  première  figure  transformée  (n^  lî^),  et  les  formules 
déduites  de  (34)  a  l'aide  d'une  résolution  par  rapport  à  x',  y',  ...  une 
représentation,  dans  le  mode  paramétrique,  de  la  deuxième  figure 
transformée  (n"  22).  Or,  si  l'on  porte  dans  les  premiers  membres 
de  (33)  les  valeurs  de  x',y',  ...  obtenues  par  cette  résolution^  les 
fonctions  composées  qui  en  résultent  sont  respectivement  identiques 

à  (3). 

Ainsi  se  trouve  établi  le  point  que  nous  avions  en  vue. 

2i5.  Définissons  maintenant  un  contact  d'ordre  quelconque  entre 
deux  figures  dont  les  nombres  respectifs  de  dimensions,  n  —  p,  n  —  /•, 
soient  inégaux,  et  supposons  n—p'^n  —  r.  Les  deux  figures  étant, 
dans  le  voisinage  d'un  point  ordinaire  commun,  représentées,  la  pre- 
mière (celle   à   II  —  p  dimensions),   suivant   le   mode    réduit,  par   le 
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système  des  p  équations 

(35)  ft{x,  y,  ...)  =  o,        f^{x,  y.  ...)  =  o,  ....         fp{x,  y,  .  . .)  —  o, 

la  seconde  (celle  à  //  —  r  dimensions),  suivant  le  mode  paramétrique, 
à  l'aide  des  n  formules 

(36)  x  =  l{u,  V,  ..  .),         y  =  -n{u,  V,  .  .  .),         

les  p  fonctions  composées 

i/t[^(«,  '^  •••),  •o(",  V,  .. .),  ...], 
JiiliU,    V,    ...),     T0(</,    (',     ...).     ...], 
1 
/p['E{u,  i>,  .  ..),  •r/(«,  c,   .  ..),  ..  .] 

ont  évidemment  des  valeurs  initiales  nulles.  Cela  posé,  et  en  désignant 
par  A"  un  entier  positif  ou  nul,  si  les  fonctions  (37)  et  toutes  leurs 
dérivées  (relatives  aux  n  —  /-paramètres  u,  <',  ...)  jusqu'à  Tordre  k 
inclusivement  ont  des  valeurs  initiales  nulles,  sans  que  toutes  celles 
d'ordre  k  -+-  i  jouissent  à  la  fois  de  celte  propriété,  les  deux  figures 
seront  dites  avoir,  au  point  considéré,  un  contact  d'ordre  (exaclemenl) 
égal  à  k. 

Cette  définition,  comme  celle  du  numéro  précédent,  nécessite 
diverses  observations  essentielles.  On  n'a  pas,  il  est  vrai,  dans  le  cas 
actuel  où  les  deux  figures  n'ont  pas  le  même  nombre  de  dimensions, 
à  envisager  une  permutation  entre  leurs  rôles  respeclifs;  mais,  ici 
encore,  elles  peuvent,  de  bien  des  manières,  être  représentées,  la  pre- 
mière suivant  le  mode  réduit,  la  deuxième  suivant  le  mode  paramé- 
trique :  or,  la  propriété  spécifiée  dans  la  définition  est  indépendante  de 
ces  circonstances  variables.  Elle  l'est,  en  outre,  de  toute  transformation 

ponctuelle  opérée  sur  les  coordonnées  x,  y, C'est  ce  que  mettent 

en  évidence  des  raisonnements  tout  semblables  à  ceux  que  nous  venons 
d'exposer  dans  les  alinéas  I,  II  et  V  du  numéro  précédent. 

2().  Il  convient,  enfin,  de  dire  un  mot  du  contact  d'ordre  infini 
entre  deux  figures. 

Deux  figures  à  /i  — ^dimensions,  ayant  un  point  commun,  ordinaire 
pour  chacune  d'elles,  seront  dites  avoir  en  ce  point  un  contact d' ordre 
infini,  si,  l'une  d'elles  étant  représentée  dans  le  mode  réduit  par  le 
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système  des  p  équations  (i),  et  Tautre  dans  le  mode  paramétrique 
à  l'aide  des  //  formules  (2),  les  p  fonctions  composées  (3)  et  leurs 
dérivées  de  tous  ordres  ont  des  valeurs  initiales  nulles. 

Considérons  maintenant  deux  figures  dont  les  nombres  respectifs  de 
dimensions,  n~  p,  n  —  /•,  soient  inégaux,  et  supposons  n—  p^ii-—r: 
en  un  point  commun,  ordinaire  pour  chacune  d'elles,  ces  ligures  seront 
dites  avoir  un  contact  (Tordre  infini  y  si,  la  première  (celle  à  //  —  p 
dimensions)  étant  représentée  dans  le  mode  réduit  par  le  système  des 
p  équations  (35),  et  la  seconde  (celle  à  /^  —  r  dimensions)  étant  repré- 
sentée dans  le  mode  paramétrique  à  l'aide  des  n  formules  (36),  les 
/?  fonctions  composées  (37)  et  leurs  dérivées  de  tous  ordres  ont  des 
valeurs  initiales  nulles. 

De  l'exposé  qui  précède  il  résulte  que  les  caractères  pris  pour  bases 
respectives  de  ces  deux  définitions  sont  indépendants  des  diverses  cir- 
constances mentionnées  au  début  des  n°^  24  et  2d. 

Pour  que  deux  figures^  ayant.,  ou  non,  le  même  nombre  de 
dimensions,  et  admettant  le  point  commun  (:ro,yo-  •••)'  ordinaire 
pour  chacune  d'elles,  soient  en  symptose  (n*'  20),  il  faut  et  il  suffit 
qu  elles  aient  en  ce  point  un  contact  d'ordre  infini. 

Effectivement,  si  les  deux  figures  sont  en  symptose,  les  p  fonctions 
composées  que  donne  l'application  du  mécanisme  indiqué  ci-dessus  ne 
peuvent  manquer  d'être  identiquement  nulles;  elles  s'annulent  donc 
numériquement  avec  leurs  dérivées  de  tous  ordres  au  point 
(xo,  yo,  "•)  {*),  c'est-à-dire  que  les  deux  figures  ont  en  ce  point  un 
contact  d'ordre  infini. 

Réciproquement,  si  les  deux  figures  ont  au  point  (Xo,y(,,  ...)  un 
contact  d'ordre  infini,  les  p  fonctions  composées  dont  il  s'agit  s'an- 
nulent numériquement  en  ce  point  avec  leurs  dérivées  de  tous  ordres  ; 
elles  sont  donc  identiquement  nulles  (-),  d'où  résulte  que  les  deux 
figures  sont  en  symptose. 

27.  Si  deux  figures  à  n  —  p  dimensions  y  F'"-^\  G'"~^\  ont  entre 
elles  un  contact  d'ordre  au  moins  égal  à  k,  toute  figure  à  n  —  q  di- 

(*)  Les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles,  n°  5G. 
(2)  Ibid.,  n°  57. 

JoiN^n,  de  Math. y  tome  II.  —  Fasc.  III,  1923.  *5^ 
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mensions,  Jf""^>,  ayant  avec  la  première,  Y'^'^-p\  un  contdtt  d'ordre 
au  moins  égal  à  k,  a  aussi  avec  la  seconde,  G"~p\  un  contact 
d'ordre  au  moins  égal  à  k. 

(On.  suppose,  indifféremiiieni,  11  —  p  supérieur,  égal  ou  inférieur 
à//  -  q.) 

I.   Considérons    d'abord    les    deux   figures   à    n—p  dimensions, 
\j"-p)_^  M'"~''\  définies  par  les  systèmes  respectifs 

(  •^•  =  Xl(c.  5,  . . .).         {  ^  =  \m{z,  .V,  . . .), 


qui,  pour  l'une  et  pour  l'autre,  expriment  un  même  groupe,  (x,y^  ...), 
de  p  coordonnées  en  fonctions  olotropes  des  //  —  p  coordonnées  res- 
tantes Zy  S,  ...  :  pour  que,  en  un  point  ordinaire, 

commun  à  ces  deux  figures,  il  y  ait  entre  celles-ci  un  contact  d'ordre  g, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  développements  de  x,y,  ...,  construits,  pour 
Tune  et  pour  l'autre,  à  partir  de  z^,,  .s^,  ••.,  et  qui  sont  entiers  par  rap- 
port aux  différences  z  —  iî„,  s  —  s^,  .  .  .,  soient  respectivement  iden- 
tiques de  part  et  d'autre  jusqu'aux  termes  de  degré  g  inclusivement, 
sans  que  l'identité  dont  il  s'agit  s'étende  à  l'ensemble  des  termes  de 
degré  «•  -h  i . 

Pour  s'en  convaincre,  on  mettra  les  écjuations  de  la  première  ligure 
sous  la  foime 

X,.  (j,  s,  ..  .)  — .r  r=o, 


on  représentera  la  deuxième,  suivant  le  mode  paramétrique,  à  l'aide 
des  formules 

^  =  Xm(Ç,  (7,    ..  .), 

7=rYM(r,  a.  ...). 


s  =a, 


(n"  2.">),  et  l'on  applupnra  notre  délinilion  du  n'*  2^. 
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II.  Revenons  à  notre  énoncé. 

La  définition  rrim  contact  d'ordre  quelconque  entre  deux  figures 
étant,  comme  nous  l'avons  vu,  indépendante  de  toute  transformation 
ponctuelle  opérée  sur  les  coordonnées,  il  est  toujours  permis,  si  Ton  y 
trouve  quelque  avantage,  de  recourir  à  une  pareille  transformation. 
Or,  en  vertu  d'une  remarque  exposée  au  n°  21,  on  peut,  au  besoin, 
opérer  sur  les  coordonnées  une  transformation  linéaire  telle,  ([u'un 
même  groupe  de  p  coordonnées  devienne,  pour  les  deux  figures 
pc'-/')^  Q(«-/')^  exprimable  en  fonctions  olotropes  des  /<—/?  coordonnées 
restantes.  Supposant,  dès  lors,  les  équations  de  ces  deux  figures  mises 
respectivement  sous  les  formes 

(     X  =  Xy:{z,    .V,    .   .  .),  (     X  =  X,;(.-,    .V,     .  .  .), 


nous  distinguerons  dans  la  démonstration  deux  cas,  suivant  que  Ton  a 

n  —  p  -H  —  7  ou  n  —  p  <i  n  —  r/. 

Premier  cas.  —  On  suppose  ji  —  p^n  —  q. 

La  figure  J^"-^'  étant  représentée,  suivant  le  mode  paramétrique, 
à  l'aide  des  n  formules 

J?  =:  i  (m,  i',    .  .  .  ), 


=  =  Z(w,  (',  .  .  .), 


on  formera  les  deux  groupes  de  fonctions  composées 

(38)  Yp[Z(»,  c^,  ...),  v(„^  ,,^  ...)^  ...]_H(,/,  r,  ...), 


et 


rXG[Z(«,  r,  ...),  :S(«,  <•,  ...).  ...]-S(/^i^  ...), 

(39)  Yg[Z(«,  r,   ...).  l{a,  r,  ...),   .  .  .]  -  H  ( //,  r,  ...)> 
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Du  contact  supposé  entre  F"^^''  et  J"  'S'^  il  résulte  que  les  fonctions 
composées  (38)  ont  des  valeurs  initiales  nulles,  ainsi  que  toutes  leurs 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  /r  inclusivement.  Si  Ton  compare  alors  (38) 
à  (39),  il  résulte  du  contact  supposé  entre  F'"~^^  et  G^""^^  et  de 
l'alinéa  I,  combinés  avec  la  règle  des  fonctions  composées,  que  les 
fonctions  composées  (39)  jouissent  de  cette  même  propriété  :  les 
figures  G'"^^'',  S'"-^'  présentent  donc,  elles  aussi,  un  contact  d'ordre  au 
moins  égal  à  k. 

Deuxième  cas.  —  On  suppose  n  —  p  <^  n  —  q. 
La  figure  J'"^^  étant  représentée,  suivant  le  mode  réduit,  par  le  sys- 
tème des  q  équations 

[  fi{^-  J»',  ...,-,  i-,  ..  .)  =o- 
f.{x,  y,  ...,  z,s,  ...)=zo. 


on  formera  les  deux  groupes  de  fonctions  composées 


(4o: 


et 


('.') 


/,  [X|.-  (:;,  ,v,  .  .  .  ),  Yk  (5,  s,  .  .  .),  ...,-,  .V,  .  .  .  ] , 
/,[X,(=,.v,  ...)    Y,{z,s,  ...),  ...,  =;S,  ...], 


/vL^i  (-.  s.  ■ 

..),  V,(-,  .S  . 

..),   •• 

.,  .-,  s,  . 

■■] 

..),Yi;{z,s,. 

.,  :■,  s,  . 

...]. 
••], 

[1,[X,,{Z,S,     ...),    V,;(,.,   .,     ...), 


Du  contact  supposé  entre  F^"  '''  et  J'"  •?'  il  résulte  que  les  fonctions 
composées  (4^)  ont  des  valeurs  initiales  nulles,  ainsi  que  toutes  leurs 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  k  inclusivement.  Si  l'on  compare  alors  (4o) 
à  (40?  ^^  résulte  du  contact  supposé  entre  F*"  /''  et  G'"  /*  et  de 
l'alinéa  I,  combinés  avec  la  règle  des  fonctions  composées,  que  les 
fonctions  composées  (4i)  jouissent  de  celte  même  propriété  :  les 
figures  G'!'~'' ,  J("-'/'  présentent  donc,  elles  aussi,  un  contact  d'ordre  au 
moins  égal  à  k. 


à 
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28.  Considérons  les  quatre  figures 

F("-/'),     G''*~/'\ 

dont  les  deux  premières  sont  à  n  —  p  dimensions,  les  deux  dernières 
k  n  —  q  dimensions.  (On  suppose,  indifféremment,  n  —  p  supérieur, 
égal,  ou  inférieur  à  n  —  ^.) 

Cela  étant,  s'il  existe  un  contact  d'ordre  au  moins  ésai  à  k  : 

I"  entre  ^^''-P^  et  G^"-P\ 
2"  entre  ¥^"~'i^  et  Ct^"-^\ 
3°  entre  F'"  '"  et  F^"-i\ 

il  y  a  certainement  au^si  un  contact  d'ordre  au  moins  égal  à  k 
entre  G^""^^  cl  G^"  <?). 

Il  résulte  en  effet  du  théorème  précédent  (n°  27)  ({ue  le  contact 
supposé  de  F'"  "^^  avec  G'"''^  et  avec  F<"-''^  entraîne,  entre  G'"  ''^  et  Y^''-f\ 
un  contact  d'ordre  au  moins  égal  à  A;  puis,  que  le  contact  ainsi  établi 
de  F'""''^  avec  G'"~^-  et  son  contact  supposé  avec  G'"-'/'  entraînent, 
entre  G^"-'''  et  G'"~^^,  un  contact  d'ordre  au  moins  égal  à  k. 

29.  Lorsqu'il  existe  entre  deux  figures  un  contact  proprement  dit, 
c'est-ù-dire  d'ordre  supérieur  à  zéro,  une  dernière  remarque  est  à 
noter  :  nous  distinguerons,  dans  l'énoncé,  deux  cas,  suivant  que  les 
figures  offrent  ou  non  le  même  nombre  de  dimensions. 

I.  Si  deux  figures  à  n  —  p  dimensions  ont  entre  elles  un  contact 
proprement  dit,  et  si,  pour  l'une  d'elles,  un  certain  groupe  de 
p  coordonnées  est,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  expri- 
mable par  p  fonctions  olotropes  des  n  ~  p  coordonnées  restantes,  ce 
même  groupe  l'est  aussi  pour  l'autre  figure. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  y  ait  cinq  coordonnées,  x,  y,  z,  s,  t, 
que  les  figures  considérées,  dont  le  contact  est  d'ordre  supérieur 
à  zéro,  soient  à  trois  dimensions,  et  que,'  pour  l'une  d'elles,  le 
couple  {x,y)  soit  exprimable  par  des  fonctions  olotropes  de  ^,  s,  I  : 
je  dis  que  ce  même  couple  (x,  y)  ne  pourra  manquer  de  l'être  aussi 
pour  l'autre  figure. 

Pour  l'établir,  il  suffit  de  supposer  la  première  figure  définie  par  le 
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système  (i3),  la  deuxième  par  les  formules  (i4)j  d'observer  que  les 
fonctions  composées  (iS),  ainsi  que  leurs  diverses  dérivées  premières, 
s'annulent  au  point  considéré,  et  de  raisonner  comme  nous  l'avons  fait 
à  l'alinéa  III  du  n°  24. 

II,  Considérons  maintenant  deux  figures,  F'"  ''^  F*"  '" ,  dont  les 
nombres  respectifs  de  dimensions,  n  —  p,  n  —  /•,  soient  inégaux,  tels 
que  l'on  ait,  par  exemple,  n  —  p~^  n  —  r,  d'où  p  <[  /•,  et  supposons 
que  ces  deux  figures  aient  entre  elles  un  contact  proprement  dit. 
Gela  étant  : 

i"  Si,  pour  la  figure  Y'^"-''\  un  certain  groupe,  (Jj„  de  p  coor- 
données est,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  exprimable 
par  p  fonctions  olotropes  des  n—p  restantes,  l'un  au  moins  des 
divers  groupes  de  r  coordonnées  obtenus  par  l'adjonction  à-  Qp 
de  r  —  p  coordonnées  est,  pour  la  figure  F^"~'" ,  exprimable  par 
r  fondions  olotropes  des  n  —  /•  restantes. 

2°  Inversement,  si,  pour  la  figure  F''*~^*,  un  certain  groupe,  Ç^, 
de  r  coordonnées  est  exprimable  par  r  fonctions  olotropes  des 
n  —  /•  restantes,  Vun  au  inoins  des  divers  groupes  de  p  coordonnées 
extraits  de  f?,.  est.,  pour  la  figure  F^"~^\  exprimable  par  p  fonctions 
olotropes  des  n  —  p  restantes. 

Supposons,  par  exemple,  (ju'il  y  ait  cinq  coordonnées,  x,y,  z,  s,  t  ; 
que  les  deux  figures  considérées  soient,  Tune  à  trois  dimensions, 
l'autre  à  deux  dimensions  ;  et  que  ces  deux  figures  soient  respecti- 
vement définies,   la  première,   F'",   suivant  le   mode  réduit,   par  le 

système 

/i(-^',  J,  -,  S  0  =  o,        f.{x.  y,  z,  s,  l)=o. 

la  deuxième,  F",  suivant  le  mode  paramétrique,  à  l'aide  des  formules 


Leur  contact  étant,  par  hypothèse,  d'ordre  supérieur  à  zéro,  les  deux 
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(42) 


I  /2[H(«,  ''),  nia,  ç),  Ç(«,  ('),  ff(?/,  ('),  t(m,  «0 


ont  des  valeurs  initiales  nulles,  ainsi  (|ue  leurs  diverses  dérivées  pre- 
mières. Cela  étant  : 

i"  Si,  pour  la  figure  F'",  le  groupe  (x^y)  est  exprimable  en  fonc- 
tions olotropes  des  trois  coordonnées  restantes,  l'un  au  moins  des 
divers  groupes  {x,y,  z),  (ji',y,  s),  (oc,  y,  l)  sera,  pour  la  ligure  F", 
exprimable  en  fonctions  olotropes  des  deux  coordonnées  restantes.  En 
d'autres  termes,  si  le  déterminant 


(43) 


da-      dy 

dx      ôy 


a  une  valeur  initiale  différente  de  zéro,  l'un  au  moins  des  trois  déter- 
minants du  second  ordre  extraits  du  tableau 


(44) 


du 

du' 
du 


dv 

()V 


aura  une  valeur  initiale  différente  de  zéro. 

2**  Inversement,  si,  pour  la  figyre  F",  le  groupe  {oc^y,  z)  est  expri- 
mable en  fonctions  olotropes  des  deux  coordonnées  restantes,  l'un  au 
moins  des  divers  groupes  {x,y),  (x,  z),  (y,  z)  sera,  pour  la  figure  F", 
exprimable  en  fonctions  olotropes  des  trois  coordonnées  restantes.  En 
d'autres  termes,  si  le  déterminant 


(45) 


du 

da 
dr 

dr 
du 

dr 

dv 
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a  une  valeur  initiale  différente  de  zéro,  l'un  au  moins  des  trois  déter- 
minants du  second  ordre  extraits  du  tableau 

\   doc        dy        dz 

\  dx        dy        dz 

aura  une  valeur  initiale  différente  de  zéro. 
Effectivement  : 

1°  Supposons  que  le  déterminant  différentiel  (4^)  ait  une  valeur 
initiale  différente  de  zéro.  En  vertu  de  l'observation  faite  plus  haut  sur 
les  fonctions  (4^),  on  a,  au  point  de  contact, 


(  àf,  dl  ^  df,  d-n  ^  df,  âK  ^  df,  da  _^  âf^  àz  __  ^ 
\  dx  du        dy  du        dz   du         ds   du    '     dt    du         ' 

(47) 

df^  dl        df.  dn       df,  d:  ^  df.  de;  ^  df,  ^-  _^. 
l   dx  du        d^■  du        dz   du        ds    du         dt   du 

(48) 

(  dA  01    ,  OA  d-n      df,  dt      df,  d^      df,  d- 

\  dx  dv  ^  dy  ai-         dz   dv        ds    àv  ^  dt   dv         ' 

df,  di        df.  On       df,  dX        df,  ôc       df,  d-  _ 
dx  di'        dy  di'        âz   di-    '     ds   di'    '     dt   di' 

d'où! 

l'on  tire 

y  du            du            du            du 

du  du  du  du' 

di'  di'  di'  di' 

di'  di'  di'  di' 

Si  donc  les  déterminants  du  second  ordre  extraits  de  (44)*ivaient  tous 

des  valeurs  initiales  nulles,  les  divers  déterminants  du  second  ordre 

s 


à 
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du' 

ai 
T.' 

dn 

dn 

du' 

Tv' 

dl 

d^ 

du 

d^'' 

da 

da 

du 

Tv' 

dT 

dz 

du' 

dv 

auraient  tous  aussi  des  valeurs  initiales  nulles,  ce  qui  est  contraire 
à  rhypothèse. 

2**  Supposons  que  le  déterminant  différentiel  (45)  ait  une  valeur 
initiale  difîérente  de  zéro.  Des  formules  (47)  6t  (48),  groupées  comme 
il  suit, 


on  tire 


x:  =0' 


àf,  di 
dx  du 

^  df,  dn  ^  dA  dK  _^  df,  da  ^  dA  dz 
dy  du    '    dz  du    '     ds  du        dt  du 

dx  dv 

^  dA  dn  _^  d/,  dK  _^  àf,  da  _^  df,  dz 
dy   dv    '    dz   dv         ds   dv    '     dt    dv 

OU  dl 
dx  du 

^  df,  d-n  ^  df,  d^  ^  df,  da  ^  df,  dz 
dy  du        dz  du        ds   du        dt   du 

dx  dv 

dfi  dn        d/2  àX        dfi  da        df-,  dz 
dy   dv    '    dz    dv         ds    dv         dt    dv 

[  àfx  _  j^j,  df,  ^  ^,  df,  ^  p,  df,  ^ 
\    ds             dx            dy            dz 

(    dt  -        dx   ^       dy  '^       dz' 

[  àf,  _  i^^/  àf,  ^  [vj,  àf,  ^  p,  df,  ^ 
\  ds             dx            dy            dz 

1  àf,  _  ^„  df,  ^  ^„  df,  ^  ^„df,  ^ 
[   dt             dx    '         dy            dz 

Si  donc  les  déterminants  du  second  ordre  extraits  de  (46)  avaient 
tous  des  valeurs  initiales  nulles,  les  divers  déterminants  du  second 
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au 

• 

dx 

ôz  '      ds  ' 

dt 

dx 

âz        Os  ' 

àA 
dl 

auraient  tous  aussi  des  valeurs  initiales  nulles,  ce  qui  est  contraire  à 
l'hypothèse. 

Figures  enveloppes. 
30.   Désignons  actuellement  par 

«,     p,     ... 

deux  groupes  d'indéterminées,  en  contenant  respectivement  h  et  h,  et 
plaçons-nous  dans  l'espace 

\[x,y,  ...,  u,  V,  ...]], 

dont  les  //  -h  k  dimensions  sont  supposées,  indiiïéremment,  soit  réelles, 
soit  imaginaires.  Si,  dans  cet  espace,  deux  figures  à  li  dimensions 
sont  l'une  et  l'autre  en  symplose  (n®  20)  avec  une  même  figure 
k  h  —  q  dimensions  (o'^q'^/i),  et  si,  en  tout  point  de  cette  dernière, 
elles  ont  l'une  avec  l'autre  un  contact  proprement  dit  (n°29),  elles 
seront  dites  avoir  l'une  avec  l'autre,  suivant  celte  dernière,  un 
raccordement  de  genre  h  —  q. 

Les  deux  cas  extrêmes  d'un  raccordement  ainsi  défini  correspondent 
respectivement  aux  deux  hypothèses  q  z^  h,  q  ^  o.  Dans  le  premier, 
fourni  par  l'hypothèse  q  —  h,  la  figure  de  raccordement  est  à 
zéro  dimension  et  se  réduit  à  un  simple  point  :  on  a  alors  un  raccor- 
dement de  genre  zéro.  L'autre  cas  extrême,  fourni  par  l'hypo- 
thèse <jr  =  o,  est  celui  d'une  figure  à  h  dimensions,  que  l'on  peut 
considérer  comme  étant  en  symplose  avec  elle-même;  en  vertu  d'une 
proposition  formulée  au  n"  2(>,  elle  présente  avec  elle-même  en 
chacun  de  ses  points  un  contact  d'ordre  infini,  et  se  raccorde  avec 
elle-même  dans  toute  son  étendue  :  on  a  alors  un  raccordement  de 
genre  h. 


/l(«,  f^,  • 

..,  X,  y,  .. 

..,«,, 

,  a.2,  . . 

.,  a,^)  =  o, 

/a(",  <^  •• 

.  .,  ^,  j,  .. 

.,  a,. 

,  «2,    .  . 

•  ,  «f,/)  =  o, 
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Cela  posé,  considérons  une  famille,  ^^,  de  figures  à  h  dimensions 
dépendant  des  q  paramètres  arbitraires  a,,  a.>,  ...,  c/ç,  et  définie 
à  l'aide  d'un  système  de  k  équations  entre  les  h  -+-  k  coordonnées 
X, y,  ...,  M,  p,  ...  et  les  q  paramètres  a,,  «^,  ...,  a^;  ce  système, 


(0 


est,  comme  de  raison,  supposé  résoluble  par  rapport  à  quelque 
groupe  de  k  coordonnées,  m,  p,  ...  par  exemple.  On  peut  se  proposer 
de  rechercher  s'il  existe  quelque  figure  fixe  à  h  dimensions  a\ec 
laquelle  chacune  des  figures  de  la  famille  S?/,  présente  un  raccordement 
de  genre  h  —  q  :  une  pareille  figure,  si  elle  existe,  se  nommera 
V enveloppe  des  figures  de  la  famille  #^,  chacune  de  ces  dernières  se 
nommera  elle-même  une  enveloppée,  et  la  figure  de  raccordement  de 
l'enveloppe  avec  une  enveloppée  se  nommera  la  caractéristique  de 
cette  enveloppée. 

Dans  le  cas  très  particulier  où  l'on  suppose  q  =  o,  la  figure  (i), 
définie  par  un  système  d'équations  où  ne  figurent  que  u,  p,  ..., 
X,  y,  ...  à  l'exclusion  de  tout  paramètre,  est  une  figure  fixe;  l'enve- 
loppe cherchée  existe  manifestement  et  se  confond  avec  cette  figufe 
fixe,  ainsi  que  les  enveloppées  et  les  caractéristiques. 

Dans  le  cas  général  q  ^  o,  nous  raisonnerons  comme  il  suit. 

A  chaque  figure  particulière  de  la  famille  ^^,  c'est-à-dire  à  chaque 
système  de  valeurs  particulières  des  paramètres  «,,  a,?  •••>  ^^>  faisons 
correspondre,  suivant  une  loi  provisoirement  indéterminée,  une  figure 
k  h  —  q  dimensions,  ï,^^^,  que  nous  représenterons,  dans  le  mode  para- 
métrique, à  l'aide  des  formules 


(2) 


puis,    cherchons   à   déterminer   cette  loi,    c'est-à-dire   les    fonctions 


1   U=  A(«„ 

,    «2,     . 

•  -,   «7, 

^l: 

,    t,,    . 

■  -5    Oi-r/), 

y  =  ij.{a;. 

,    «2>     • 

•  •  1    ^qf 

^1. 

,    ^2,     . 

•   ••>    hl-q), 

\x=^{a„ 

,  a,,  . 

•  -,    «7, 

t,. 

,    ^2.     • 

■  -,    ^/t-^), 

1  y  ^=  w(ai. 

,   «2,    • 

.  -,   «7, 

tf 

,    t.,     . 

•  •  )    i/i-q  )  , 
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X,  {X,  ...,  -j/,  CD,  ...,  OU  U,  V,  ....  X,  Y,  ...,  de  telle  sorte  que  le  lieu 
de  {/,_ç  soit  une  figure  à  h  dimensions  se  raccordant  suivant  f^  .^  avec 
la  détermination  particulière  correspondante  de  la  figure  (i). 

Observons  à  cet  effet  que  la  figure  cherchée,  si  elle  existe,  est  repré- 
sentée par  les  formules  (2),  où  les  a  et  les  /  sont  variables;  et  que, 
d'autre  part,  une  détermination  particulière  de  la  figure  variable  ^^ 
s'obtient  en  attribuant  aux  a,  dans  les  relations  (i),  des  valeurs 
constantes.  Il  faudra  donc,  pour  exprimer  le  contact  que  l'on  a  en 
vue,  former  (n°  24)  les  fonctions  composées 

/,  (U,  V, X,  V, a,,  Oj a^), 

f   /,(U,  V X,  Y,  ...,a„a,,  ...,a,,), 

y  considérer  comme  des  constantes  les  a  qui  y  figurent  explicitement 
en  dehors  de  U,  V,  ...,  X,  Y,  ...,  comme  des  variables  les  a  et  les  / 
qui  y  figurent  implicitement  par  l'intermédiaire  de  U,  V,  ...,  X,  Y,  ..., 
puis  écrire  que,  dans  cette  hypothèse,  les  fonctions  dont  il  s'agit  et 
leurs  dérivées  premières  sont  nulles.  Les  relations  résultantes. 


(3) 


(4) 


(•'"') 


i  //(U,  V,  .  . .,  X,  Y,  . .  .,  rt,,  «2,  .  .  .,  a^)  =  0 

)  {i  =  1,  2,  .  . .,  k); 

àj)d}l        âjj  ây_  à/i  àX        (^  o»Y              _ 

OU  àa,'^  àW  day'^'    ''^  d\  ()at~^  OY  da^  ~^ ^' 

àJiàV        d/id\^  ^  àj^  à\        <)/^  dY_             _ 

âU  àa,  "^  ^V  d«2  âX  âa,  ^  dY  da,        °' 

I  ou  duq       d\  ÔQq  dX  da,,       dY  da^      •  •  •  —  o 

1  (/  =  !,  2,  . .  .,  A-); 

dfj^d^  dj)d\  dfi  dX  ^  à^  _ 

dV     dty  ^     d\     dty  "^  •••"*"    dX      d/,  '^     dY     dty  '^ ^^ 

^^      ^^  ^  '      àftdX  djj  dY  _ 

dU  dt^       ^  d\  d(,       +  •  •  •  -^  dX  di,       ^  dY  dt,       "^ ^' 

m     '^^         ']Jj    ^V  à/i  _dX^       <)J)     dY  _ 

dU  dtn-,,  '^  d\'  dln-,  ■^•■•■^  (>X  dt,,-,,  ^  d\  dt,^.,  "^ ° 

{i—i,  2,  .  .  .,  A), 
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2-^5 


devront  être  vérifiées  quels  que  soient  les  a  et  les  /.  Au  système 
[(3),  (4),  (5)]  ainsi  obtenu  on  peut  d'ailleurs  en  substituer  un  plus 
simple,  qui  lui  équivaut  au  point  de  vue  de  la  recherche  des  k-\-  h  fonc- 
tions U,  V,  ...,  X,  Y,  ...  :  car,  les  relations  dont  il  se  compose  devant 
être  vérifiées  quels  que  soient  les  a  et  les  /,  on  tire  de  (3),  par  diffé- 
rentiation, 


et 


dU  da„ 


dU  du 


dV  ôtti 


dX  dui        <?Y  dui       '  '  '       dax 
âX  àa,        dY  da^       '  '         da-i 


df^dy_ 

dY  da., 


-+-■ 


dji  dX 

dX  dUa 


df^dY_ 
dY  da,. 


dj^d\ 
à\  dt, 

^^ 
dS  du 


(f  —  I,  2,  .  .  .,  A) 

dX  dti  dY  dti 

dfi  dX  dfi  dY 

-t- .    .-t-  -^  —      -f-  -^  — 
^■•'^  dX\du  dY  du 


o, 


=  o, 


da„ 


4- 


=  o, 


dfi    d\]         dfi    dY 


dfi    dX     ,    dfi    dY 


z=  o 


dV  dtn-.,       d\  dtn-q      '  "      dX  dt^-ç       dY  dt,,-,, 
{i=\,  2,  .. .,  k). 

Au  point  de  vue  de  la  recherche  des  k -\- h  fonctions  U,  V,  ..., 
X,  Y,  ...,  les  équations  (5)  sont  donc  de  simples  conséquences  des 
équations  (3),  et  les  équations  (4)  peuvent  être  remplacées  par 


da^  ' 


o, 


àf 
da^ 

{i  =  i,  2,  .  . .,  A). 


Éli 
da,, 


L'application  de  notre  théorie  des  contacts  nous  donne  donc  comme 
conditions  les  k(^q  -h  i)  équations  finies 

/,(U,  V,  . .  .,  X,  Y, «,,  «2,  . .  .,  aq)  =  o, 

^/'•_.  àfi_^  dfi  _^ 


dai 


da,-""'  ••■' 


da. 


276  CH.     RIQUIER. 

OU,  en  remplaçant  les  notations  majuscules  U,  V,  ..,,  X,  Y,  ...,  intro- 
duites pour  la  commodité  du  raisonnement,  par  les  notations  minus- 
cules u,  i^,  ...,  X,  y,  ..., 


(6) 


/,(«,  r,  .  .  .,  ^,  j-,  .  .  .,  rt,,  «2,  .  .  .,  a,;; 


o, 


^=0  ^  = 

da^         '  *  '  '  '  da,, 

(ir=I,   2,    .  .  .,  A-). 


31.  Le  nombre  q  des  paramètres  «,,  a^,  ...,  «^  étant  supérieur 
à  zéro,  et  les  k  équations  (1)  étant  résolubles  par  rapport  aux  A-  coor- 
données a,  p,  ...,  ainsi  que  nous  l'avons  supposé  dans  ce  qui  précède, 
si,  dans  le  système  (6),  on  considère  w,  v^  ...,  «,,  a^,  ...,  «^  comme 
des  fonctions  inconnues  des  h  variables  x-,  y,  ...,  on  peut  formuler 
l'énoncé  suivant  : 

La  recherche  d'une  enveloppe  des  Jigares  de  la  famille  i^  se 
ramène  à  celle  d''un  groupe  de  k  -\-  q  fonctions  des  h  variables 

X,  y,  ..., 

NI  II  =    u(^,j-,  ...), 

(7)  »'  =  <?i-^,yy  -..)i  • 


(8) 


a,  =  «,  (a:,  j,  ..  .) 
«2  =  «2  (-a?, 7,  •  ••) 


a,,=:oc,j{a;,y,  ...) 


assujetties  à  la  double  condition  :  1°  que  les  q  fondions  (S)  aient, 
par  rapport  à  quelque  groupe  de  q  variables  extrait  du  groupe 
(x,  j)/",  ...),  un  déterminant  différentiel  non  identiquement  nul; 
1^  que  les  k  -h  q  fonctions  (7)  et  [S),  prises  conjointement,  vérifient 
identiquement  les  k{q  -h  i)  équations  (6). 

De  la  démonstration  ci-après  il  résultera  d'ailleurs  que,  lorsqu'un 
pareil  groupe  de  fonctions  existe,  l'enveloppe  et  la  caractéristique, 
représentées,  dans  le  mode  réduit.  Tune  par  le  système  (7),  l'autre 
par  le  système  1(7),  (8)],  peuvent  également  .ve  représenter,  la  pre- 
mière par  le  système  (i),  où  a^,  a^,  ...,  Og  ont  été  remplacés  par  les 
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valeurs  (8),  la  seconde  par  le  système  [(i),  (8)]  (où  et,,  a^?  ---y  <^g 
sont  considérés  comme  des  constantes). 

I.  A  toute  enveloppe  des  figures  §h  correspond  un  groupe 
de  k -h  q  fonctions^  (7),  (8),  remplissant  la  double  condition 
énoncée. 

Si  l'on  se  reporte  en  effet  à  notre  raisonnement  du  n**  50,  l'enve- 
loppe d^existence  supposée  et  la  caractéristique  se  trouveront  définies 
à  Taide  d'un  seul  et  même  système  de  k  -^  h  équations, 

(   «  =  /(«i,  a.,,  . . . ,  a,,  ^,,  ^21  •  •  •  5  ti,_,j), 

(9)  i    ^'   —  P(«l5    «2,    ■  ■  -,   «7'   ^H    ^2.    ••-,    th-q). 


l  x-=z<\){ai,  «2,  .  .  .,  a,,,  ti,  t..,  . .  .,  ti,-q), 
(10)  <    V  =  w(ai,  «2,  •  .  -,  o,,n  ^1)  ^î)   •  •  •  >  tu-q), 


pour  avoir  la  caractéristique,  il  suffira,  dans  les  relations  (9)  et  (10), 
de  considérer  les  a  comme  des  constantes  en  laissant  les  /variables; 
pour  avoir  l'enveloppe,  on  laissera  variables  à  la  fois  les  a  et  les  t. 
Comme  l'enveloppe  se  raccorde  avec  chacune  des  enveloppées,  et  que, 
pour  chacune  des  enveloppées,,  les  k  coordonnées  w,  p,  ...  sont  expri- 
mables en  fonctions  olotropes  de  ar,  /,  ...,  la  même  chose  aura  lieu 
pour  l'enveloppe  (n''29,  T),etil  enrésulte(n"io)  que  les  formules  (10) 
sont  résolubles  par  rapport  aux  h  quantités 

^    «1,         ^2,         .  .  .  ,        Clq, 

^"^  )     /  /  /  • 

f     'lï  '•2)  •   •  '  1        f-li—q  1 

après  celte  résolution,  les  h  quantités  (11)  se  trouveront  exprimées 
à  l'aide  des  li  variables  j;, y,  ...,  et  elles  auront,  par  rapport  à  celles-ci, 
un  déterminant  différentiel  non  identiquement  nul  :  on  en  déduit,  par 
l'application  des  propriétés  générales  des  déterminants,  que  les  q  pre- 
mières, a,,  «25  •••;  ^^1  auront  elles-mêmes,  par  rapport  à  quelque 
groupe  de  «^r  variables  extrait  de (x, y,  ...),  un  déterminant  difîérentiel 
non  identiquement  nul. 

Observons  maintenant  que  les  k  -\-  h  fonctions  (9)  et  (10)  vérifient 
identiquement  les  équations  (6),  quels  que  soient  les  a  et  les  /  :  si  donc 


(i2  bis) 


ai  =0Ci{x-,y,  ...), 

a^  —  v.._{x,y,  ...), 

aqrzza^ix,  y,  . . .). 

ti      =Xi      {^,y,  .  ■ 

•), 

ti     =T2     (^,y,  . . 

.), 
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on  opère  sur  (6)  la  transforrnalion  définie  par  (10),  ce  qui  change  les 
h  quantités  (11),  et,  du  même  coup,  les  k  quantités  u,  p,  ...  définies 
par  (9),  en  autant  de  fonctions  x,  y,  ...,  savoir  ^ 

i   a   =u   {x,  y,  ..  .), 
(7')  \  ''   =9  (-^^J.  •••). 


(8') 


(12) 

les  relations  résultantes  sont  identiquement  vérifiées,  quels  que 
soient  x^  7,  ....  Les  k -^  h  fonctions  (7'),  (8'),  (12)  vérifient  donc 
identiquement  les  équations  (6),  et,  comme  ces  dernières  ne  con- 
tiennent pas  les  t,  on  peut  dire  que  les  k  -^  q  fonctions  (7'),  (8')  les 
vérifient  identiquement. 

Finalement,  observons  que  les  k  équations  (i),  étant,  d'après  cela, 
des  conséquences  numériques  du  système  [{~')i  (8')],  peuvent  se 
mettre  sous  la  forme 

>M,i(«  — ^)  +  ^i,2(<'  —  9)  +•  •  •+  f^i,i(«i  —  «1)  -+-/^i,-2(«2—  oi-i)-^.  .  .-^  [i.x,g{a^  —  y.^)  =  o, 

Âj,,(«  —  u)   +>.5  ,(('—  9)    M-.   .  .+  /Jt2,,(«,—  a,)+/Z2.2(«2—  «2)  +••  •-^[^i.q{a,j  —  0Lq)  =  O, 

1 

>^;t,l(«  —    '>)-+->^/l-,2  (''—?)  +  ■   •   •  +  l^/.,l(fl'l—  «l)-l-f^/.-.2(«'2—  «2)+-       --^P-k.qiaq  —  Ct.r,)  =  0, 

où  les  \  et  les  \t.  désignent  des  fonctions  convenalement  choisies  de 

observons  en  outre  que  les  X,  en  nombre  A',  forment  certainement  un 
déterminant  différent  de  zéro,  puisque  les  k  équations  (i)  sont 
supposées  résolubles  par  rapport  aux  A  quantités  w,  p,  —  Cela  posé, 
l'enveloppe,  représentée,  dans  le  mode  paramétrique,  par  le  système 
[(9),  (10)],  où  les  a  et  les  /  sont  variables,  le  sera  tout  aussi  bien  par 
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le  système  numériquement  équivalent  [(7'),  (8'),  (12)]  (après  résolu- 
tion convenable  de  celui-ci)  :  clic  le  sera  donc,  dans  le  mode  réduit, 
par  les /r  formules  ('j' ),ou,  ce  (|ui  revient  au  même  en  vertu  de  l'obser- 
vation précédente,  par  les  /î  formules  (i),  où  l'on  aura  tenu  compte 
de  (8').  De  même,  la  caractéristi(|ue,  représentée,  dans  le  mode  para- 
métrique, par  le  système  [(9),  (10)],  où  les  a  sont  considérés  comme 
des  constantes  et  les  t  comme  des  variables,  le  sera  tout  aussi  bien  par 
le  système  [(7'),  (8'),  (12)]  :  elle  le  sera  donc,  dans  le  mode  réduit, 
par  les  k  -h  q  formules  (7')  et  (8'),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les 
k  +  q  formules  (1)  et  (8'). 

II.  Réciproquenicnt,  à  ioul  groupe  de  k  -\-  q  fonctions^  (7),  (8), 
reniplissanl  la  double  condition,  énoncée,  correspond  une  enveloppe 
des  figures  §/^. 

Supposons  en  elTet  que  les  A-  -h  q  fonctions  (7)  et  (8),  prises  con- 
jointement, vérifient  identiquement  le  système  (6),  quels  que  soient 
x,y,...,  et  que  les  ^  fonctions  (8)  aient,  par  rapport  à  quelque  groupe 
de  q  variables  extrait  de  (^,  y,  .-.),  un  déterminant  difTére-ntiel  non 
identiquement  nul. 

Les  k  équations  (1),  qui  font  partie  du  système  (6),  étant  identi- 
quement vérifiées  par  les  fonctions  (7)  et  (8),  peuvent,  en  vertu  du 
raisonnement  fait  plus  liaut,  se  mettre  sous  la  forme  (12  bis),  où  les  X 
forment  un  déterminant  différent  de  zéro,  et,  dès  lors,  le  système 
[(i),  (8)]  équivaut  numériquement  au  système  [(7),  (8)]. 

Les  équations  (8)  étant,  d'autre  part,  supposées  résolubles  par 
rapport  à  quelque  groupe  de  q  variables  extrait  de  (.^■, /,  ...),  consi- 
dérons les  A  —  q  variables  restantes  du  groupe  (x,  y,  ...),  et  aux  q  équa- 
tions (8)  adjoignons  les  Ji  —  q  formules 

(j3)  /,  =  ...,  t,^=. ,  ^/,_.,/j:r  .  .  ., 

égalant  aux  Ir  —  q  variables  dont  il  s'agit  autant  de  nouvelles  indéter- 
minées, /,,  t.y,  ...,  li,_,j  :  du  système  (i3)  on  peut  alors  tirer  ces 
h  —  q  vai-iables  en  fonctions  des  /,  et,  du  système  [(8),  (i3)],  les 
//,  variables  r,  /,  ...  en  fonctions  des  a  et  des  l\  les  li  formules  de 
résolution  de  ce  dernier  système  ont  d'ailleurs,  par  rapport  aux  a  et 
aux  /,  un  déterminant  dilTérentiel  non  identiquement  nul. 
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En  conséquence,  si,  dans  les  k -h //  formules  (7),  (8),  (i3),  on 
attribue  aux  a  des  valeurs  particulières  déterminées  en  laissant 
les  /  variables,  on  aura,  après  résolution  par  rapport  à  u,  ^\  ..., 
X,  y,  ...,  une  représentation,  dans  le  mode  paramétrique,  d'une 
certaine  ligure  k  h  —  q  dimensions,  laquelle  se  trouvera  représentée, 
dans  le  mode  réduit,  par  les  k  -{-  q  équations  (7),  (8)  (telles  qu'elles 
sont  écrites),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  k  -h  q  équa- 
tions (i),  (8). 

Et  si,  dans  ces  mômes  formules  (7),  (8),  (i3).  on  laisse  variables 
à  la  fois  les  a  et  les  /,  on  aura,  après  résolution  par  rapport  à  //,  r,  ..., 
x^  y^  ...,  une  représentation,  dans  le  mode  paramétrique,  d'une 
certaine  figure  à  Ji  dimensions,  laquelle  se  trouvera  représentée,  dans 
le  mode  réduit,  par  les  k  équations  (7)  (telles  (|u'elles  sont  écrites), 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  A  équations  (i),  où  l'on  aura  rem- 
placé a^,  «2,  •'■)  ciq  par  les  valeurs  (8). 

Cela  posé,  il  résulte  de  notre  hypothèse  que  les  équations  (6),  où  ne 
figurent  pas  les  /,  sont  identiquement  vérifiées,  quels  que  soient 
.7;,  jK,  ...,  par  les  k  -\-  h  fonctions  (7),  (8),  (i3)  :  si  donc  on  opère  sur 
ces  équations  la  transformation  définie  par  [(8),  (i3)],  qui  change 
les  h  quantités  ■/•,)',  ...,  et,  du  même  coup,  les  k  quantités  m,  v^  ... 
définies  par  (7),  en  autant  de  fonctions  des  a  et  des  /,  les  relations 
résultantes  sont  identi(juement  vérifiées  quels  que  soient  les  a  et  les  l. 
Cette  conséquence,  rapprochée  des  remarques  précédentes  et  du  rai- 
sonnement exposé  au  n"  50,  acliève  notre  démonstration. 

52.  11  convient  de  noter  que,  loisqa  on  suppose  k  =  1,  le  nombre 
des  fonctions  (7),  (8)  est  précisément  égal  au  nombre  des  équa- 
tions du  système  (6),  car  tous  deux  ont  pour  valeur  i  -\-  q  -.  la  possi- 
bilité du  problème  de  l'enveloppe  est  alors  le  cas  général,  et  son  impos- 
sibilité le  cas  exceptionnel.  C'est  le  contraire  qui  a  lieu  lorsqu'on 
suppose  A  > I . 

(/l  suivi^e.) 
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A   New  Simple   Tlieory  of  Hyper  compter  Integers  ; 
By  L.-E.  DICKSON. 


1.  Inlroduction.  —  Since  this  Mcmoir  présents  itleas  of  rnorc 
gênerai  interest  than  ils  title  would  indicatc,  il  lias  been  so  writlen 
that  it  may  be  rcad  by  tliose  having  no  previous  acquaintance  with 
hypercomplex  nurabers.  It  opens  up  a  broad  subject  \Ybicb  is  deslincd 
lo  furnisb  a  ^Yide  gcneralization  of  tlie  theory  of  algebraic  numbers. 

A  clearidea  of  tlie  nature  of  our  conclusions  is  furuished  by  §§  i-O. 
Thèse  and  thc  earlier  sections  arc  strictly  elementary  and  self-con- 
tained,  and  make  use  only  of  facts  proved  herc. 

The  immédiate  purpose  of  the  Memoir  is  to  présent  a  new  concep- 
tion of  hypercomplex  integers  \vhich  is  entircly  free  from  the  fatal 
objections  valid  against  llie  earlier  conceptions  of  Hurwilz  and 
Du  Pasquicr  (§  4).  If  tlieir  définitions  aretaken  literally,  theredo  not 
exlst  hypercomplex  integersnn  the  majority  of  algebras  of  hypercom- 
plex numbers.  If  we  discard  a  certain  one  of  their  assumptions,  ayc 
obtain  integers  but  are  faced  with  the  insunnountable  difficulty  that 
factorization  into  primes  is  not  only  not  unique,  but  cannot  be  made 
unique  by  the  introduction  of  ideals  of  any  kind,  a  fact  proved  in  ihis 
Memoir.  Thèse  essential  difficulties  ail  disappear  under  the  ne\v  défi- 
nition proposed  hère. 

In  his  varions  papers  cited  below,  Du  Pasquier  merely  dctermincd 
the  integers  in  each  algcbra  in  the  classic  lists,  without  investigating 
the  properties  of  the  integers.  This  investigation  is  made  hère  for  the 
algebras  in  2  and  3  units,  to  obtain  material  for  an  adéquate  compa- 
rison  of  the  old  and  new  définitions,  and  sucha  contparison  is  always 
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decidedly  in  favor  of  the  new.  Incidenlally,  the  new  définition  tells  us 
automatically  j  ust  wliat  enlargement  we  need  to  make  of  a  Du  Pasquier 
System  of  integers  in  order  to  oblain  a  system  having  unique  factori- 
zation  into  primes. 

The  new  définition  has  been  t^sted  by  ail  the  classic  algehras  in  2, 
3  and  4  unils,  and  fouud  in  every  case  to  give  wholly  satisfactory 
results,  as  well  as  to  explain  serions  difficulties  arising  undcr  the  ear- 
lier  définitions.  Morcover,  the  newlheory  is  far  simpler  to  apply  than 
the  old,  and  more  readiiy  lends  itself  to  the  proof  of  gênerai  theo- 
rems,  which  are  wholly  lacking  in  tlie  writings  bascd  on  the  old  défi- 
nitions. 

2.  Hypercomplex  iiumbcrs.  —  The  oldest  example  is  that  of  ordi- 
nary  complex  numbers  a  -h  bi^  where  a  and  h  are  real  and  / 
dénotes  \J ~  i.  Next  we  hâve  algebraic  numbers,  like 

X  ■=1  a  +  b  \j —  3,  y  =  a  +  6  y/a  -+-  c  y/4, 

where  no^^  «,  A,  c  are  rational  numbers  (integers  or  fractions).  Thèse 
are  examples  of  hypercomplex  numbers 

^  =  a  +  b  e\e  -=^  \  —  3),  /  r:^  a  +  Z/  e,  +  c  6'2(t',  =  '\J •?. .  <';,  -=.  \  4  ), 

tlie  first  liaving  two  basais  u/ti/s.  r„=i,  e,  and  liic  second  lliree 
basai  units  <"(.  =  1 ,  <?,,  ^2-  Ahe  numbers  a,  b  or  a,  A,  c,  uhich  are  mul- 
tiplied  into  the  units,  are  called  coordiiiales.  The  units  satisfy  the 
relations 

I      (?-  =  — 3;  e"f=r6'2,  6,^2^  ^'2^1  =r  2,  e':,=z2ex. 

W  e  may  and  shail  ignore  the  values  of  the  units  as  radicals,  and 
employ  thèse  relations  to  express  any  product  (or  S(piare)  of  the  units 
as  a  linear  function  of  the  units.  The  same  is  thcrefore  true  as  to  the 
product  of  any  two  numbers  x  or  any  two  numbers  y.  A\'e  call  such  a 
set  of  relations  ihe  mulliplication  fable  oï  liic  units. 

We  givc  another  important  examplc  nceded  later.  Let 


(0 


C  :)•  "■=(:  :)■  -=1:  :,)•  --=(:  :) 


A     NIiW    SIMPI.l':    TIIKOUV    OF    11  VPE  KCOM  PL  liX     INTKGKHS.  2«S3 

Thcn  any  iwo-i ovved  square  matrix  x  may  be  expressed  in  tenus  of 
thèse  four  as  follows 

(  2  )  jr  3=  (  '^^ °     '^  -  )  =  ^0  ^0  +  ^^1  e,  +  J72 e.  +  x^  e.-t, 

since  llie  product  of  matrix  c^  by  ./;„  is  a  similar  malrix  having  tlie 
élément  X(^  in  place  of  i.  The  gênerai  matrix  x  is  thus  expressed  as  a 
hypercomple.v  nuniber  with  tlie  four  basai  units  Cq,  e,,  c%,  c^y  whose 
multiplication  table  is  (  '  ) 

(3)  cl  =  e^,         el  =  Ci,         c^^e,=  6.26^  =  6,,         e^^c^—e^e^^  Ci, 

togetlier  with  the  relations  which  state  that  ail  further  squares  and 
products  are  zéro. 

Instead  of  adding  or  multiplying  thèse  hypcrcomplex  niimbers,  we 
may  (more  quickly)  add  or  multiply  the  corresponding  matrices  x.To 
fînd  the  élément  in  the  rûi  row  and  cth  column  of  the  product  of  x 
by  a  similar  matrix  x\  we  mulliply  the  éléments  of  the  rth  row  of  x 
by  the  corresponding  éléments  of  the  cth  column  of  x'  and  add  the 
Ivvo  products.  For  example, 

/    x^        — -i-iX  ■       f^oJ^'i — x^x.,  o 

X   zz:   \  \  X  X  ^:=   y 

\ X  ^  Xq      J  \  o  X(^  X-^  —  X  \  X  2 

Hence  x  and  x'  are  roots  of 

(4)  X- {Xy^-{-  X-i)  X  +  {x,-,Xi XiXo]l=-0,  '=(  )• 

Hère  £  =  e„  +  t'^  plays  the  rôle  of  unity  in  multiplication.  Thus  every 
two-rovved  square  matrix  x  is  a  root  of  a  quadratic  équation.  Matrices 
are  known  to  obey  the  associative  law  of  multiplication  xy.z  =  x.yz. 
In  the  same  manner,  we  can  express  ail  /i-rowed  square  matrices  as 
hypercomplex  numbers  in  ir  basai  units.   Such  a  matrix  x  is  the 


(')   If  we  Write  e,,  for  e„,  e.,i  for  t'i,  6',.j  for  c'2,  and  e.22  for  e.,  we  may  express 
llie  tnultiplicalion  table  (of  16  products)  in  tlie  compact  form 
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root  (')  of  an  équation  of  dcgree  u  whose  constant  term  is  tlie  déter- 
minant oi  X  and  is  call-ed  the  norm  oi  x.  Hence  tlie  norm  of  a  product 
is  the  products  of  the  norms  of  tlie  factors. 

In  gênerai,  we  shall  consider  only  hypercomplex  numhcrs  (-) 

(^  O  }  je  :^:  ti'o  Cy  -\-  ./■]  C  y  -T-  •  .  .  -;—  ^,i  c,i 

with  rational  coordinates  .r„,  ...,  x„  and  a  multiplication  table 

n 

(6)  ■    c',ejz=^  y,y/,  c,,  (<■,  /  —  o,  I ,  .  .  . ,  «), 

where  tiie  constants  y^y/^  are  rational  numbers.  The  product  of  r  by 

v=  y„eo  +  .  .  .-h  y„e„ 

is  defined  lo  be  the  number  obtained  from  Sr/jyt^t'y by  replacing  ^',r'y 
by  its  expression  (6).  \\  e  agrée  tJial  ./;  and  y  are  equal  if  and  only 
lî x„^ yo,  ...,  Xn  =  y,i.  We  assume  the  associative  law  and  the  exis- 
tence of  a  (unique)  principal  unit  i  such  that  ix  =  xt  =  x  for  every 
hypercomplex  number  x;  we  sliall  often  write  i  for  i.  If  r  is  a  rational 
number,  f  x  dénotes  2  (/•£>?,)  e^.  We  defme  x  -{-y  to  l)e 

( -^'o  +  J'o )  t'„  +  .  .  .  -h  (  j:„  +  j-„  )  e„. 

Hence  llie  set  of  ail  numbers  (5)  with  rational  coordinates  is  closed 
under  addition,  subtraction,  and  multiplication.  It  is  called  a  rational 


(')    l'or  a  ver\  biniplo  proof,  sec  llie  second  lool-iiole  in  vi  15. 

(-)  We  may  idenlify  ej  wllli  ihe  malrix  liaving  llie  eleinenl  y,-^/.  in  llie  {i  -+-  1) 
lli  row  and  (/.-l-i)  th  coluinn;  llien  relalions  ((>)  liold  in  inalrices.  Foi- 
example,  if 

Cq  -■=  6qi  C'j  C„  =  <?,)C'i  =  f|,  Cf  =  C(i,  > 

ihen 


(:  :)•  ^-(-.  :) 


Hence  ordinary  complex.  numUers  .r^-t-'i^  may  be  evpressod  as  nialiiccs 


r,,       .r, 
-  ,r,     .r,i 
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llnear  associative  algebra  witli  a  principal  unit  (briofly  a  rational 
algehra)^  or  a  rational  liypercomplex  numher  syslem. 

Since  £,  x",  ./•-,  ...,  x""+'  are  linear  homogeneous  functions  of  e^,  .,., 
e„  witli  rational  coefficients,  some  linear  combination  of  tbem  uilli 
rational  coel'ficients  is  zéro.  Hencc  ./;  salislies  an  unique  équation  of 
lowest  degreé  witli  rational  coefficients  and  leading  coefiicient  unilv. 
This  is  called  thé  rank  équation  when  tlie  coordinates  of  x  are  arbi- 
trary  rational  numbers.  Its  constant  term  is  called  the  uorm  of  ./;  and 
designated  N(x-). 

5.  PreUminary  siuvcy  of  liypercomplex  inlegeis.  —  Gauss 
called  a  +  bi  a  complex  integer  lia  and  h  are  rational  integers;  everv 
complex  integer  décomposes  into  complex  primes  uniquely  apart 
from  unit  factors,  ±  i,  d=  /. 

For  6  =  \j —  3,  we  miglit  call  «  H-  />0  a  quadratic  integer  if  and  only 
if  a  and  b  are  rational  inlegers.  But  4  would  thèn  liave  two  essentially 
différent  factorizations 

into  indécomposable  integers  2,  r  H-  6,  i  —  6,  no  one  of  ayIucIi  is  the 
product  of  another  by  a  unit,  necessarily  ±1.  By  a  unit  is  meant  a 
(quadratic)  integer  u  =  a  -+-  />0  ^^  hich  divides  i,  so  that  there  exists 
another  integer  v  such  that  m^=^i.  Then  N(w)N((^)  =  i,  ^Yhere 
N(w)  =  cr- +  3/>-  is  a  rational  integer.  Hence  N(w)  =  i,  a  ==:  ±:  i , 
b  =  0,  and  u  =±  i. 

We  may  avoid  ail  such  double  factorizations  by  including  among 
our  (algebraic)  integers  not  only  the  numbers  a-\-b^  in  ^Yllich  a 
and  b  are  rational  integers,  but  also  those  in  AAhicli  a  and  b  are  both 
halves  of  odd  integers.  Then 

u=^ — 1 — 0,         11==- y  I 

22  22-^» 

are  units  since  they  are  algebraic  integers  ^Yhose  product  is  i.  The 
only  units  are  liere  dz  i,  ±  m,  ±  a  .  Tlius  tlie  second  of  the  aboYC  fac- 
torizations of  4  maynowbe  \Yritten  in  the  form  4=  (2w)(2w'),\\hich 
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is  not  regarded  as  essentially  différent  from  4  =  2  X  2,  just  as  ihe 
lalter  is  not  dislinguished  IVoni  4  =  (—  2)  (  —  2). 

A  still  simpler  exaniple  \\  ill  sliow  tlie  wisdom  of  enlarging  certain 
proposed  Systems  of  integers.  Let  tlie  System  S  l)e  composed  of  unity 
and  ail  positive  eiv^/i  integers,  Tliis  System  is  avidently  closed  under 
multiplication.  Then  60  has  two  (and  only  two)  décompositions  into 
indécomposables  of  S  : 

60  :=:  2  X  3o,  60  :=  6  X  1  O, 

wherc  no  one  of  2,  6,  10,  3o  is  a  product  of  two  numbers,  eacli  not 
tlie  unique  unit  1 ,  of  S,  so  that  ail  four  are  indécomposable.  ^^  e  evi- 
dently  restore  unique  factorization  into  mdecomposables  by  annexing 
to  S  ail  positive  odd  inlegers. 

An  algebraic  number  is  called  intégral  if  and  only  if  it  is  a  root  of 
an  équation  baving  rational  intégral  coefficients  and  baving  unity  as 
tbe  coefficient  of  tlie  bigbest  power  of  tbe  unknoun.  For  example, 
X  :=  a  -{-  b  \/m  is  a  root  of 

X- —  2a  X  -h  {a-  —  m  b-)  =  o, 

wbicb,  for  m=  —  i,  has  rational  intégral  coefficients  only  wben  a 
and  b  are  both  rational  integers,  so  tbat  we  bave  Gauss's  complex 
integers  a  -v-  bi.  For  m  =  —  3,  tlie  coefficients  are  rational  integers 
only  vvlien  a  and  b  are  eitlier  botli  rational  integers  or  botli  lialves  of 
odd  integers  (see  above).  For  /;/  =  —  3/i-,  wbere  /.  is  a  rational 
integer,  a  and  kb  bave  llie  values  just  mentioned,  so  tliat  tlie  coordi- 
nate  b  of  tbe  algebraic  integer  x  may  liave  tbe  dcnominator  2/.. 

Tberc  is  no  point  in  studying  factorization  in  tbe  set  A  of  ail  inté- 
gral algebraic  numbers.  For,  if  «  is  any  rational  integer, 

(t  -^^  0]-=  a\-=i  a\  ^= . .  . , 

Avbcre   «,,  a.,,  a.j,  ...,    ai'<'    roots  of  ,r^=:a,  ./*=«,  ,/•'*=  a and 

heiice  belong  loA,  so  tbat  tlic  factorizaliou  oUi  wilbin  A  would  ncvcr 
terminale.  Hence  in  tbe  ibeory  of  algebraic  numbers  we  confine  our 
attention  to  tbe  rational  fniictions  wilb  rational  coefficients  of  aparli- 
eiilar  algebraic  number.  J'ben  miiqueness  of  factorization  into  primes 
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cillicr  holds  Iriie  or  eau  ahvays  Ijc  secured  by  Llic  introduction  of 
Dedekind's  idcals.  The  ahovc  delinition  of  algel)raic  intcgers  led  lo 
tliis  wliolly  satisfactory  conclusion  aiid  is  thorcfore  a  tlioroughly  salis- 
lac  tory  définition. 

Howcver,  tbis  définition  ("ails  in  gênerai  forbypercomplex  numbers. 
For  example,  let  us  call  a  two-rowed  square  matrix  (2)  intégral  if  and 
only  if  its  four  éléments  are  rational  and  tbe  coefficients  of  thc  qua- 
dratic  équation  (4)  satisfied  by  it  arc  rational  integcrs.  Tlien,  if  k  is 
an  arbitrary  rational  integer  ^  o, 

-'.=(:  '■: 

is  an  intégral  matrix,  sincc  it  is  a  root  oï  x-  —  1  =  0  by  M-  =  z.  But 

Sr=iM,-HM2=i  (    °      2 

\3     o 

are  neithcr  intégral   matrices,    since    tbe  middle  coefficient  of  (4) 

is  -  for  P,  and  tbe  constant  lerm  is  —  -  for  S.  Hence  tbis  set  of  inte- 

2  '  2 

gral  matrices  is  closed  ncither  under  multiplication  nor  under 
addition. 

Historically  tbe  first  définition  of  bypercomplex  integers  was  ibat 
made  for  tbe  case  of  quaternions 

gz=a  +  bi-\~cj-h  dk 

by  Pv.  Lipscbilz  (').  Tiic  multiplication  table  of  tbe  basai  units  (-)  is 
(7)     i'^=/-^k'^  =  -i,      ij  =  -ii=k,      jk=-kj  =  i,      ki  =  -ik=J. 

(•)  Journal  de  Math.,  série  4,  t-  Ib  1886,  p.  393-489. 

(-)  They  may  be  defined  in  ternis  of  tfie  matrix  unils  (i)  as  follows  : 

Or  we  may  deline  i,  /,  /,  /.  as  4-ro\ved  S([uare  matrices  willi  rational  intégral 
éléments  by  means  of  llie  last  note  in  §  2. 

Journ.  de  Math,  tome  II.  —  l'asc.  III,  1923.  ^" 
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lie  called  q  an  intégral  quaternion  if  and  only  if  a,  A,  c,  d  arc  ralional 
intcgers.  But  we  then  liave  threc  essentially  différent  factorizations  of 
■.\  into  prime  quatcrnions  i  4-  /,  i  -+-7\  i  +  ^^  '• 

(8)  2  =-«(!-+-  OS  2=z— ./(H-y)^  2  =:-/r(l^  /.)■-, 

while  î  +  /  is  not  tlic  prodiict  of  i  -f-  y  or  i  -h  A'  by  a  unit,  hcro  =b  i , 
±  /,  ±y,  or  ±  k. 

A.  Hurvvitz  (')  avoided  ail  such  difficulties  by  including  among  tlie 
intégral  quaternions  not  only  those  of  Lipschitz,  but  also  ail  quatcr- 
nions whose  coordinates  are  ail  halves  of  odd  numbers.  Xow  tlie  threc 
lactorizations  (8)  are  no  longer  essentially  différent;  for  cxample, 

•+,/  =  ('  +  '•) "..       "  =  ^ ('  - 0 (i  +y)  =  ^ (J  —  i  +./ -  />•), 
and  the  intégral  quaternion  u  is  a  unit  since  //  //'  =  i,  wiiere 

«'= -(iH- /■  — /  + /,) 

is  an  intégral  quaternion.  Hurwitz's  System  of  intégral  quaternions  is 
closed  under  addition,  subtraction,  and  mullipliration,  and  lliey  hâve 
unique  factorization  into  prime  quaternions  whcn  the  ariangoment  of 
ihe  norms  of  those  primes  is  prescribed. 

We  do  not  obtaiu  satisfactory  rcsults  by  fôllowing  the  définition  of 
intégral  algebraic  numbers  and  calling  a  quaternion  y  intégral  if  and 
only  if  its  coordinates  arc  rational  and  tlie  coefficients  of  Hie  (juadratic 
équation  satisfied  by  q  and  its  conjugate 

q'  z=.a  —  hi  —  cj  —  di 
are  ralionai  integers.  For, 

would  he  intégral  since   Q-  =  — i.  and  O  —  /  not  intégral  being  a 

(')   GoUingcr  Nachrichlcn .  ''^9^'>  P-  3ii-34it;  ainpliluHl  iii  liis  Vovlesungvn 
iihcr  (lie  Zalilcii théorie  der  ()imlei  nionen  (  l'iorlin,  ii)iy). 
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root  of ./;-  -h  -  =  ().  Thus  tlic  difFerence  of  tlie  iiit(><2ial  quaternions  O 
and  t  is  iiot  intégral. 

4.  Hypej^complex  irUegers  as  defnicd  hy  Hurwitz  and  Du  Pas- 

quier.  —  Our  aim  is  to  sélect  the  integors  from  the  set  of  ail  hyper- 

coniplex  nuinbers  (5)  with  rational  coordiiiates,  liaving  a  multipli- 

*    cation  table  (6)  in  whicli  the  y/yA  àrc.  given  rational  nuinbers.  In  brief 

we  seek  tlie  arithmetic  of  a  s^iven  rational  alsebra. 

Although  the  définition  by  Hiirvvilz  was  stated  only  for  quater- 
nions, it  may  be  expressed  in  gênerai  l'orin  as  follows. 

Within  a  rational  hypercomplex  number  system  [cf.  (5),  (6)J  a 
System  of  intégral  hypercomplex  numbers  shall  liavc  the  foUowing 
properties  : 

B  (basis)  :  The  system  lias  a  finite  basis  (i.  e.,  it  contains  nunibcrs 
y,,  ...,  q^  such  that  every  num])er  of  the  System  is  expressible  in  the 
form  ^CiÇi,  where  cach  c,-  is  a  rational  integer); 

C  (closure)  :  The  system  is  closcd  uiider  addition,  sublraction,  and 
multiplication; 

U  (nnils)  :  The  system  contains  the  basai  units  (\,  ...,  ('„; 

M  (maximal)  :  The  system  is  a  maximal  (  i.  e.,  it  is  not  contained 
in  a  larger  system  having  properties  B,  (],  U). 

The  only  modification  made  by  Du  Pasquicr(')  was  to  replace  U 
by  the  weaker  assumption  U,  : 

U,  (unit  i)  :  The  Systems  contains  the  principal  unit  i. 

We  proceed  to  show  that  each  of  thèse  définitions  fails  completely 
for  the  algebra  with  two  basai  units  i  and  e,  where  e-  — o.  Any 
System  has  a  basis  i,  ^  =  /'-f-.se,  where  r  and  s  are  lîxed  rational 
numbers,  s^o.  Since  q-  is  in  the  system  by  C,  w^e  must  bave 
q-  z=  a  -\-  bq,  where  a  and  b  are  rational  integers.  Hence 

r-^=:a-\~hr,         2  r  s  :zz:  0  s  ;         2r=6,  /-  =  —  a. 

Thus  r  is  a  rational  integer,  so  that  any  system  has  the  basis   i,  se, 

(')  Vierteljahrsschrifl  Naturf.  Gesell.  Ziirich,  t.  54-,  1909,  p.  ii6-i48; 
L'enseignement  math.,  t.  17,  igiS,  p.  34o-343  ;  t.  18,  i9i(),  p.  i20i-'26o. 
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where  s  is  rational.  This  syslein  is  contained  in  that  having  the  basis, 
I,  /^  if  and  only  if- is  a  rational  integer.  Since  iherefore  the  System 
(i,  se)\s  contained  in  the  lar<j;er  System  f  i,  -se))  and  ihe  latter  is 

contained  in  tlie  still  larger  System  (  i ,  jse\,  etc.,  there  exists  no  ma- 

ximal  System.  In  otiier  ^vo^ds,  there  exist  no  hypercomplex  inte- 
gers  in  this  algebra. 

The  same  conclusion  holds  true  also  for  Hurwilz's  définition,  \vhich  • 
adds  the  requirement  U  that  e  shall  occur  in  the  System  (^1,  se)  and 
hence  that  s  be  the  reciprocal  of  a  rational  integer. 

Suppose  we  omit  the  requirement  M  that  the  System  be  a  maximal. 
It  is  to  be  anticipated  (§  5)  that  the  laws  of  divisibility  in  a  chosen 
System  will  not  be  as  simple  as  in  u  larger  (existing  )  System,  nor  the 
laws  in  the  latter  as  simple  as  in  a  still  larger  (existing)  System,  and 
so  on  to  infînity,  and  hence  that  the  laws  in  the  chosen  System  will  be 
extremely  complicated.  This  conjecture  is  confirmed  in  §  o. 

o.  Insurmountable  difficulties  in  any  Hiuwitz  or  Du  Pasquier 
binary  arithmetic  with  e-  =  o.  —  We  shall  examine  the  laws  of  divi- 
sibility in  the  System  having  the  l)asis  i,  se,  where  5  is  a  chosen 
rational  number  --^  o.  Withoutdisturbing  the  relation  e- =  o,  we  may 
take  se  as  a  new  basai  unit  e.  Hence  wc  may  take  s  =  i. 

Thcn  the  integers  arc  x  -\-ye,  where  x  and^  are  rational  intcgers. 
Since  ./;  +ye  is  a  root  of  (co  —  x)-  =  o,  its  nprm  is  x'-.  Hence  .r  =  ±  i 
for  a  unit.  Converscly,  ±  1  +  ke  is  a  unit  when  k  is  any  rational 
integer,  since  its  product  by±  t  —  ke  is  i.  W  rite 

Co  =z  3,         c,  ^=  l\  -h  (\         (.'2  =  3  -H  :i  e. 
Then 

where  u  =  i  -h  e,  and  v  =  i  —  r  are  unils.  No  onc  of  r„,  r,,  r.^  can  be 
obtained  from  another  one  of  them  by  multiplication  by  units  hoth  on 
the  lelï  and  right.  For  if  ///,  dénotes  =b  i  -t-  ke, 

u,,Cjit/~c„,  // —  /  ±  3(/-h /.  )  r^/      (iiu)J3). 
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Finally,  since  no  integer  lias  tlie  norm  3,  Cj  is  not  tlic  prodiict  of 
two  integers  neither  of  wliicli  is  a  unit,  and  lience  is  a  prime.  Tlius. 
by  (()),  \\e  havc  twoesscnlially  dilTcrent  décompositions  CyC^  and  c^  of 
the  same  integer  into  primes. 

Norisitpossible  to  restore  unique  factorization  into  primes  by  the  in- 
troduction of  ideals,  hovever  defîned.  ÏL  is  understood  tliat  in  introdu- 
cingideals,  eachintegor  A\lioscnorm  is  not  zéro,  and  its  associâtes  (i.  e., 
ail  products  of  it  on  both  sides  by  arbitrary  units),  shall  correspond 
to  the  same  unique  idéal,  and  that  the  product  of  iwo  integers  corres- 
ponds to  the  idéal  which  is  the  product  of  the  two  ideals  conesponding 
to  the  two  integers,  and  tinally  that  the  idéal  I  corresponding  to  tlie 
units  plays  the  rôle  of  unity  in  the  multiplication  of  ideals  and  has  no 
idéal  factor  other  than  I.  Hence  the  totality  of  ideals  contains  a  set  of 
ideals  simply  isomorphic  with  the  set  of  classes  of  associated  integers. 

Then  c„,  c,,  c,  correspond  to  distinct  ideals  Cq,  C,,  C^,  no  one  the 
unit  idéal  I,  such  that,  by  (9), 

(10)  CiCj^C^,         CoCo^C^,         C||C,:=C5. 

By  the  last  two  équations,  any  prime  idéal  factor  D  of  C,,  divides 
bolh  G,  and  Co.  Hence  C,=  DQ,(t  =  1,2,  3),  where  Q,,,  Q,,  Qo  are 
distincts  ideals.  Thus 

No  Q,  is  I.  For,  if  Q^  =  I,  the  ihird  équation  would  give  Q^  =  Q,  =1. 
Hence  the  Q,  hâve  the  same  properties  as  the  C,,  and  it  is  impossible 
to  express  the  equal  ideals  C,  Co  and  G;,  as  the  same  product  of  prime 
ideals. 

TiiKOREM  I.  —  For  the  algcbiri  <vil// ihe  basai  units  i  and  e, 
where  er  =  o,  the  définitions  of  integers  by  both  Hurwitz  and  Du 
Pasquier  f ail  since  th ère  is  no  maximal  System.  They  fail  also  if 
ire  omit  their  requirement  that  a  maximal  System  exists,  since,  if 
the  integers  are  defined  to  be  numbers  of  any  chosen  one  of  the  infi- 
nitude  of  non- maximal  Systems,  factorisation  mto  indécomposable 
numbers  is  not  unuiuc  and  cannot  be  made  unique  by  the  introduc- 
tion of  ideals  JiOKvever  defined. 
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Similar  insurniountaKle  difficulties  aaIII  be  shown  (v^j^  il,  12)  to 

arise  for  tlie  majority  of  algchras  in  threc  units.  Tliis  is  doùbtless  Une 
also  of  algel)ras  in  four  units,  for  llie  majority  of  uhich  lliere  is  cer- 
tainly  no  maximal  System  (i^  14)  and  lience,  properly  speaking.  no 
integers  undcr  the  dcfinilion  of  Hurvvitz  or  Du  Pasquicr. 

6.  New  définition  of  liypci-roniplex  lnte<^ej's.  —  We  shali  employ 
llie  assumptions  C  (closure),  U,(unit  i),  M  (maximal)  and  R  : 

R  (rank  équation)  :  Forevery  number  of  ihc  systom,  tbe  coefficients 
of  tbe  rank  équation  are  ail  rational  integers. 

We  sball  often  obtain  tbe  same  System  of  integers  if  we  replace  R 
bv  tbe  weakcr  assumption  N: 

N  (norm)  :  Tbe  norm  of  every  number  of  the  system  is  a  ralional 
iii  léger. 

(  ]onsider  the  algebra  with  tbe  units  i ,  c^  wbere  e'-  =  o,  for  \\  bicb  Ave 
saw  ibat  tbe  définitions  by  Hurvvitz  and  Du  Pasquier  botb.fail.  We 
make  tlje  assumptions  C,  U,,  M,  N.  Since  ./■  =  «  +  ^r' is  a  root  of 
(w  —  a)- =  0,  \\cbave  N  (x)^^  «'-.  Hence  if  x  is  in  a  System  salis- 
ting  our  assumptions,  a  is  a  rational  integer.  Tbe  unique  maximal 
System  (of  integers)  is  evidently  composed  of  ail  the  x  =  «H-  Ae,  in 
wbich  a  is  a  rational  intoger  and  />  is  rational.  Tbe  product  of  00  by 
tbe  unit  i  H-  A"*^^'  is  a  -f-  (//-{-  o/i)e,  wbicb,  for  (t  f^o,  becomes  a  by 

taking  k  =  —  -•  Hence  every  integer  wliose  norm  is  not  zéro  is  asso- 

cialed  with  a  rational  integer  a,  and  hence  is  factorable  into  primes 
uniquely  apart  from  unit  factors, 

Our  unique  system  of  integers  is  tbe  aggregate  of  the  integers  in 
tbe  infinitude  of  Systems  obtained  in  §  4by  the  définition  ofeither 
Hurwilz  or  Du  Pasquier.  Tbe  insurmounlablc  difficulties,  which 
arose  uben  tliey  chose  as  their  integers  tbe  numbers  of  any  one  of 
their  Systems,  bave  now  been  shown  lo  disappear  for  our  properly 
chosen  enlargement  of  their  loo  restricted  system.  This  enlargement 
was  accomplisbed  by  the  abandonmenl  of  iheir  strong  assumption  B 
of  a  finite  basis  and  the  replacement  of  it  by  ihe  a\  eaker  assumption  IS 
about  tbe  norm  ((f.  ^  8). 

TiiEOKK.M    11.    —      ///  nf  tlir  cH fficulties  incntioiicd  i It   Theorem  I 
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df.sappear  iindcr  tkc  new  (Ic/inilion  of  iiUe^eis,  wliick  now  décom- 
pose into  primes  uniquely. 

7.   Characleristic  équations,  propcrly  of  N(.x).  —  To  define  the 
cliaracteristic  équations,  note  that,  by(6), 

/.=0  i=:0 

Writing  the  first  équation  in  full  fory  =  o,  i,  ...,  zi,  vve  get 


Wlien  j:  is  replaeed  by  an  ordinary  variable  w,  the  déterminant  of  the 
coefficients  ofc'o,  ...,  p„is 


Ô(0))  — 


2'/'V/^-^'- 


wliere  Oy^  =  i ,  o^^,.  =  o  if  /  ^  A .  W  e  call  o(w  )  ihe  right-hand  charac- 
leristic déterminant  of  x.  Let  C„(oj),  ...,  C„(w)  dénote  tlie  adjoint 
niinors  of  the  éléments  of  /  th  column.  Let  £  =  --y''/  be  tlie  principal 
unit.  Multiply  the  above  liuear  équations  by  C„(.x')-?  ...,  C„(.x)£  on 
llie  left  and  add.^Yeevidently  get  o(x)("y  =  o.  Multiply  tliis  by  ij  and 
su  m  for  /  =  Q,  I,... ,  w;  ^^eg•eto(.r)  s  =  o.  Hencex-isa  root  of  theright- 
hand  characleristic  équation  o(oj)  =  o.  It  is  understood  that,  bcsides 
substituting.//  for  oj*,  we  multiply  the  constant  term  o(o)E^\{.r)h\  i. 

Similarly,  every  iiypercomplex  number  x  is  a  root  of  its  left-hand 
cliaracteristic  équation  o'  (co)  =  o,  obtained  by  starting  from  e jX  ins- 
tead  of  the  above  xej.  Dénote  o'(o)  by  A'(-t).  Thèse  cliaracteristic 
déterminants  o(to)  and  o'(co)  remain  unaltered  (')  under  any  linear 
tiansformation  on  the  basai  units  ^/. 

\i y  is  a  fixed  and   r  a  variable  hypercouiplex  number,  the  rcla- 

(')  DicksOM,  Linear  Algebras,  (jambricl<;o  l  niversilv  Tracl,  n"  10,  1914,  p.  19- 
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lion  a:^^' =  J7y  defines  a  linear  transformation  on  x^,  ...,  x„  with  the 
déterminant  ^'(y).  Similarly,  to  y'  corresponds  a  second  transfor- 
mation x"  =  x'y'.  Tlien  to  y"  =  yy'  corresponds  x"  =  xy'\  which  is 
the  product  of  the  former  transformations.  Hence 

Similarly,  the  déterminant  of  the  linear  transformation  defined  by 

x'  =  yx  is  A  (y),  and  we  get 

A(.x)A(j')  =  A(vj'). 

If  the  coordinates  of  x  are  arbitrary  rational  integers,  ils  rank 
équation  R(w)  =  o  is  the  unique  équation  of  lowest  degree  having 
the  root  x  and  coefficients  which  are  polynomials  in  the  coordinates 
of  X,  the  leading  coefficient  being  unity.  Evidently  R(w)  dividcs 
both  o(co)  and  o'(co).  Hence  N(.'r)^  l{(o)  divides  both  A(.r)  and  à'(x). 
By  the  above  définitions,  either  characteristic  équation  for  x  =  c, 
wliere  £  is  the  principal  unit,  is  (i  —  co)""^'  =  o,  and  R(w)  is  then  a 
power  of  I  —  w,  whence  N(£)  =  i .  It  now  follows  ('  )  that 

N(j')^^(y)-Noy). 

Thkorem  m.  —  Tltenoj^ni  of  a  product  of  any  tao  hypercompicx 
numbers  is  equal  to  the  product  of  iheir  norms. 

8.  General  remarks  on  the  définitions  of  liypercomplex  integers. 
—  In  the  nevv  définition,  we  may  replace  assumption  R  by  the 
assumption  that,  for  every  number  of  the  System,  the  coefficients  of 
the  right-hand  characteristic  équation  are  rational  integers,  or  by  the 
similar  property  for  the  left-hand  characteristic  équation.  The  advan- 
tage  in  démonstrations  is  that  we  know  the  explicit  form  of  the  charac- 
teristic équations  for  a  gênerai  algebra,  but  not  that  of  the  rank  ecpia- 
tion.  Furthermore,  we  shall  prove  that  the  assumplions  1>  and  C.  of 
Hurwilz  and  Du  Pasquier  imply  the  property  K  of  ihe  rank  équation. 

Thkorem   IV.  —  If  ail  t lie  coefficients  of  the  rank  équation   are 

(')  Dickson,  Co////^^e5  rendus  du  Congres  inlernalional  des  Matliématiciens, 
(Strasbourj^,  1920),  Toulouse,  1921.  §  5. 
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ralionalinlcgers,  tJiose  ofeillier  cliaracicrislic  équation,  are  raliottal 
integers,  and  conversely . 

The  converse  follows  from  Gauss's  lernma;  if 

(5(0))  =  ç.)"'+a,w"'->+.  .  .  +  «,„ 

has  rational  intégral  coefficients  and  is  divisible  by 

.  R  (co)  =  (.)'•+  A,  ro'--'  +  .  .  .  +  A,., 

with  rational  coefficients,  tliese  coefficients  A,  are  ail  rational  integers. 
NextletR(co)  hâve  rational  intégral  coefficients.  Then  the  roots 
(5f  R(w)  =  G  are  intégral  algebraicniimbers.  But  (')  thèse  roots  include 
ail  the  distinct  roots  of  o(oj)  =  o.  Hence  the  coefficients  of  the  latter 
are  intégral  algebraic  numbers  and  also  rational  (since  the  coordi- 
nates  x\  and  Y/y/,,  are  assumcd  to  be  rational).  and  hence  are  rational 
integers. 

Theorem  V.  —  For  every  systemhaving  the  closure pooperty  Cand 
a  jinite  basis  composed  {-)  of  as  many  linearly  independent  num- 
bers as  the  algebra  has  basai  unils,  the  cliaracteristic  équations 
of  each  number  of  the  system  hâve  rational  intégral  coefficients. 

Such  a  System  has  a  basis  Eq  =  i,  E,,  ...,  E,^.  We  may  take  the  E/ 
as  new  basai  nnits  of  the  algebra.  By  the  closure  property  C,  E/E, 
belongs  to  the  system.  By  the  property  B  of  the  basis,  E/Ey  is  equal  to 
a  linear  function  of  Eo,  ...,  E„  with  rational  intégral  coefficients. 
Hence  the  new  constants  of  multiplication  Tijj,  are  rational  integers. 
The  same  is  true  of  the  coordinates  X/  of  every  number  X  =  SX/E/  of 
the  System  (property  B).  Hence  eitlier  cliaracteristic  équation  ofX  lias 
rational  intégral  coefficients.  But  the  coefficients  of  that  équation  are 
invariant  undcr  every  linear  transformation  of  the  basai  units  (§  7). 

Hence  any  system  according  to  the  définition  of  Du  Pasquier  is 

(')G.  ScHEFFERS,  Matli.  Annalen^  t.  39,  1891,  p.  3o2.  —  Dickson,  Linear 
Algebras,  p.  22. 

(2)  Assumed  bv  Du  Pasquier  (reP.  in  §  k)  in  finding  his  Systems  of  2-ro\ved 
square  inalrices,  llie  oiilv  algebra  for  wliicli  lie  has  i;i\en  détails  of  tlie  work  of 
finding  maximal  svslems. 

Journ.  de  Math.,  tome  U.  —  Fasc.  lit,  igaS.  «JQ 
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a  System  according  to  tlic  ne^v  definitioii^  but  not  conversely,  so 
ihat  the  new  maximal  Systems  are  usually  not  Systems  of  Du  Pasquier, 
After  tlie  introduction  of  the  new  basai  unils  E,,  the  particular 
Du  Pasquier  System  becomes  the  set  of  linear  combinations  of  the  E; 
with  rational  intégral  coordinates  and  hcnce  h  is  properly  U;  ])ut  this 
need  not  be  true  simultaneonsly  of  tiie  remaining  Du  Pasquier  Systems 
of  the  same  algebra  (cf.  §  16).  Hence  after  making  a  suitably  chosen 
transformation  of  the  basai  units  with  rational  coefficients,  we  obtain 
an  algebra  in  which  at  least  one  Du  Pasquier  syslem  is  a  Hurwilz 
System. 

^.General  theory  of  integèrs  of  reducible  algehras.  —  A  linear 
associative  algebra  S  of  hypercomplex  numbers  with  .9  basai  units 
whose  coordinates  range  independently  over  ail  rational  numbers,  and 
having  a  principal  unit  s,  is  called  ralionally  reducible  if  it  contains 
a  -h  [i  =.s  numbers  e^,  ..-,  ^a,  E,,  ...,  Ep,  not  satisiiing  a  linear  homo- 
gcneous  équation  with  rational  coefficients,  such  that 

(m)  c'iMj  —  o,         Eyt',=  0        (<~i,  .. .,  a;,/=i,  . ..,  ;3). 

In  the  contrary  case,  S  is  called  rationally  irreducible. 

Let  S  be  rationally  reducible.  It  is  readily  proved  (')  that  ail 
squares  and  products  of  ^,,  ...,  ^^  arc  linear  functions  of  ??,,  ...,  c^, 
with  rational  coeflicients,  so  that  e^^  ...,  t'a  are  the  basai  units  of  an 
algebra  a  with  rational  coordinates.  Likewise,  E,,  ...,  Ep  are  the  basai 
units  of  an  algebra  A.  Also,  a  and  A  hâve  principal  units  e  and  E  res- 
pectively,  whose  sum  is  c. 

Conversely,  from  any  two  linear  associative  algebras  a  and  A  with 
basai  units  e^  and  Ey,  principal  units  e  and  E,  and  rational  coordinates, 
we  evidently  obtain  a  linear  associative  algebra  S  with  the  basai 
units  c,,  ...,  <?„,  J'],,  ...,  Ep,  principal  unit  e  -^  E,  and  rational  coordi- 
nates, by  postulating  relations  (11)  and  regarding  e^,  ...,  E^  as  salis- 
fyng  no  linear  homogeneous  équation  with  rationial  coefficients. 

We  call  S  the  direct  sum  oin  and  A  and  ^^  rite  S  =  r/  -h  A  =  A  -h  a, 
and  call  a  and  A  the  compoiients  of  S. 

(')  Dickson.  Linear  Algebras,  p.  26,  27. 
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TiiEOREM  YI.  —  CoTisLclcr  systcms  of  integers  having  properlies 
C,  Ij,,  R  {and  M).  The  first  {of  second)  components  of  the  num- 
bers  of  any  (^maximal)  sy.slem  of  integevs  of  araùonally  redaeihle 
algehra  constitute  a  (^maximal)  system  of  inlegers  of  the  first  (or 
second)  component  aigchra.  Conversely,  given  a  (maximal)  system. 
f.x]  of  integevs  x  of  an  algehra  a  and  ci  (maximal)  system  [X]  of 
mtegers  X  of  a/iother  algebj'a  A,  if  we  addeveiy  numberx  lo  every 
numher  X,  kvc  obtain  sams  forming  a  (maximal)  system  of  inte- 
gevs of  tlie  direct  suin  «  -h  A. 

By  Tlieorem  IV,  R  implies  tliat  tlie  coefficients  of  the  right-liand 
characteristic  équation  are  rational  integers,  and  conversely. 

(i).  Let  [^J  be  any  given  system  of  integers  :;  of  a  reducible 
algcbra  S  =  a  -f-  A.  We  bave  z  =  x  -f-  X,  wbere  x  is  a  number  Z./;,6', 
of  tbe  first  component  algebra  a,  and  X  is  a  number  ^IX^^E^  of  A.  To 
détermine  tbe  rigbt-hand  characteristic  déterminant  of  z  for  S  (§  7), 
we  craploy     , 

a 
zej=^Xieiej  +  0         (y  =  i ,  .  .  . ,  a  ) , 
/  =  1 

Hence  the  rigbt-hand  characteristic  déterminant  of  r  for  S  is  equal 
to  the  product  of  tbal  of  x  for  a  by  that  of  X  for  A.  Hence,  by 
(iauss's  lemma  (§  8),  the  polynominals  in  oj  which  arc  equal  to  the 
last  two  déterminants  bave  rational  intégral  coefficients  w  hen  j  is  in 
the  System  [j].  Hence  the  rank  équations  of  x  and  X  for  a  and  A, 
respeclively,  bave  rational  intégral  coefficients.  Next,  if  aise 
z'  =  x'  ->r-\.'  is  in  [^],  then  z  z'  =^  xx'  -\- XX!  \?>  in  [^]  by  the  closure 
properly  C.  We  liave  now  proved  the  first  half  of  Theorem  VI  with 
both  words  maximal  omitted. 

(ii.)  Conversely;  let  [x\  by  any  given  system  of  integers  x  of  an 
algebra  a,  and  [XJ  any  given  system  of  integers  of  another  algebra  A. 
As  explained  above,  we  may  regard  a  and  A  as  the  components  of  a 
rationally  reducible  algebra  S  =  a  H- A  for  which  relations  (ii) 
hold.  To  every  number./;  of  \x\  add  every  number  X  of  [X].  By  the 
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facts  in  (/),  lliese  sums  form  a  System  [z]  of  numbers  of  S  having 
properties  G,  U,,  and  R. 

Further,  let  [.r]  and  [X]  be  maximal  Systems  of  a  and  A,  respecti- 
vely.  TJien  if  f ::]  is  net  a  maximal  system  of  S,  it  is  conlained  in  a 
larger  system  \z']  of  S.  By  (/),  the  first  components  x'  of  the 
y  =  x'  -f-  X'  form  a  system  [./;'|  of  numbers  of  «  having  properties  C, 
U,,  R,  and  likewise  for  the  second  components  X'.  Either  \x'\  is 
larger  than  [x]  and  contains  it,  or  else  [X']  is  larger  than[X],  con- 
trary  to  hypothesis.  This  proves  the  last  half  of  Theorem  VJ. 

(f,ii)  Returning  to  part  (/),  let  [z]  be  a  maximal  system  of  S.  Then 
if  [./;]  is  contained  in  a  larger  system  [./;']  of  a,  part  (ii)  shows  that  \x'\ 
and  [XJ  détermine  a  system  \z']  of  numbers  r'=  a;'+  X  of  S,  which 
bave  properties  C,  U,,  and  R,  such  that  \z']  contains  the  smaller 
System  |^],  whereas  f::]  was  assumed  to  be  a  maximal.  ïhis  complètes 
the  proof  of  the  lirsL  half  of  Theorem  VI. 

TiiEOFiEM  VII.  —  The  second  part  of  Theorem  VI  holds  also  for 
Systems  of  iniegers  defined  by  properties  C,  L ,,  X  and  M. 

We  employ  the  known  resuit  (')  that  the  rank  équation  of  S  is 
equal  to  the  product  of  the  rank  équations  of  the  componentalgebras  a 
and  A.  From  their  constant  terms,  we  get 

(i^)  Ns(c)rnN,(,r).N,(X). 

where  each  norm  is  taken  with  respect  to  the  algebra  indicated  by 
the  subscript. 

Let  there  be  given  Systems  [./]  and  [X]  of  integers  of  a  and  A,  res- 
pectively.  To  every  x  oi  [.r]  add  every  Xof  [XJ-,  thèse  sums  form  a 
set  I  z^  of  numbers  z  =^  x  -{-\  of  the  directsum  S  =  <^/H- A.  Since  Nrt(r) 
and  Xa(^)  are  rational  integers  by  assumption  N,  N^(j)  is  a  ralional 


(')  For,  if  r{(i)):=zo  is  llie  lank  équation  of  a  and  l\(r,j)r=:o  tlial  of  A,  x 
and  X  are  bolh  roots  of /'(f.»  ).!<((.))  =  o.  But  :;=::  ,r -t- X  implies  j*=  j:*-1- X*, 
wlieiice  f{z)z=if{x)-\-f{X)  for  any  polynoinial  /.  Ilence,  c  is  a  root 
of  /.H  =  o.  That  il  is  not  tlie  root  of  an  équation  of  lo\\er  degree  follows  by  use 
of  ^  ^  ^ -H  o  or  ci=:o-f-X,  since  the  coefficients  of /•  are  independent  of  the 
coordinates  of  X. 
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inleger  by  (1-2).  Thus  [z]  bas  properly  N  and  evidently  aiso  [)roper- 
ties  G  and  U, . 

Suppose  tliat  [z\  is  not  a  maximal,  buL  is  contained  iii  a  larger 
System  [::']  ofnumbers  of  S  having  properties  (],  U,,  N.  Since  e -+- o 
and  o  -h  E  are  in  [z],  tbey  are  in  \z'\.  Then  if  z'  =  x' -h  \'  is  any 
numbcr  of  [j'],  ez'  =  x'  and  x' -+-  E  are  in  [z'].  Thus  Ns(j:'"'-h  E)  is  a 
rational  integer  by  bypolhesis,  and  is  equal  to  N„(.//)  by  (12), 
since  Na(E)  =  i  by  §  7  (end).  Heiice  N„(x-')  is  a  rational  inte{^er. 
Ilence  the  x'  form  a  System  [x'  \  of  numbers  of  a  having  properties  G, 
U,,  N.  Likewise  for  the  X'.  Either  [x'\  is  larger  ihan  [x]  and  contains 
it,  or  [X']  is  larger  than  |X],  contrary  to  the  assumption  that  [x] 
and  [X]  are  maximal. 

Froin  the  third  and  fourth  sentences  of  the  preceding  paragraph, 
vve  o])tain  the  following  analogue  of  the  first  part  of  Theorem  VI. 

TiiEOREM  VIII.  —  In  a  ralionally  reducildc  algebra  S  =  a  4-  A, 
considcr  syslems  of  integers  having  properties  G  and.  N  and  con- 
laining  (')  the  principal  units  e  and  \Lof  a  and  A.  The  first  compo- 
nents  of  the  numbers  of  any  (/naxinial)  System  of  integers  of  S 
constitute  a  (^maximal)  System  of  integers  of  a,  and  the  second 
components  a  System  of  A. 

Let  a  number  z  =  x  -+-\  of  a  system  [z]  of  integers  be  a  unit,  so 
that  there  exists  a  number  ^'=.x'-i-X'  of  [z]  sucli  ihat  zz'=^i=^e  +  E. 
Then  xx'  =  e,  XX'  =  E,  and  x  is  a  unit  of  a,  and  X  of  A.  Gonversely, 
iîx  and  X  are  units  of  a  and  A,  then  x-  -h  X  is  a  unit  of  <2  +  A, 

If  ail  integers  of  norm  :^  o  of  the  component  algebras  a  and  A 
factor  into  primes  uniquely  apart  from  unit  factors,  the  same  is  true 
of  the  integers  of  a  -h  A. 

For  example,  consider  tiie  direct  sum  (c\)  -h  (e^)  -+-  (e-i)  : 

ej  =  Ci,         Ci  Cj  =  o  (y  7^  i  ) ,  1  =  e,,  +  e^  +  e^ . 

Tlie  rank  and  characteristic  équations  are  W^Xi  —  co)  =  o. 

(')  Willioul  assuming  llial  Uie  Systems  coiilain  c  aiid  E,  I  liave  verified  llie 
theorem  for  the  three  classic  reducible  algebras  in  3  units  (§11),  tlie  proof 
being  long  only  for  a  z=.  (^o)  -h  (^'i).  h  =  (^2)- 
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Hence  iindor  tlie  new  definilion  by  properties  C,  U,,  R,  M  tlie 
integers  are  the  numbers  liaving  rational  intégral  coordinates.  Tlie 
latler  arc  ail  ^o  in  tlie  product  of  x  by  a  suitably  chosen  unit 
±  Co  ±  e,  d=  c.^.  A\  e  restrict  attention  to  integers  x  of  norm  XQX^x^  ^o 
and  liaving  positive  intégral  coordinates.  Dénote  x  by  (^Cq?  ^i?  ^2)' 
Tlien  xy  =  {x^y,,^  x,y,,  x.^y.).  Since 

ip,  q,  rs)  =(/>,  y,  /■)  (i,  I,  .s),  (/>,  r/,  /■)  =  (/;,  y,  1)  (i,  i,  /■), 

one  of  the  coordinates  of  a  prime  is  a  rational  prime  and  the  remaining 
two  are  unity,  and  conversely  every  such  number  is  a  prime.  Hence  if 
the  /?,,  ^y,  Vj,  are  ail  rational  primes,  ^ve  liave  the  foUowing  unique 
fnctorization  into  primes  : 

a  h  c 

i~\  i=\  h^\ 

(liven  that  a  number  ./;  of  an  algebra  a  is  an  inleger  if  and  only  if 
specified  coordinates  x^  are  rational  integers  and  the  remaining  coor- 
dinates Xj  are  rational,  and  similarly  for  anotlier  algebra  A,  ihen  we 
know  from  Theorem  M  that  in  the  direct  sum  S  =  a  -1-  A  a  number 
r  =:  a?  -h  X  is  an  intcger  if  and  only  if  the  coordinates  Xj  and  X^  are 
rational  integers  and  the  remaining  coordinates  xy  and  Xy  are  rational. 
From  zz' =^  xx' -{-W ^  where  -'  —  ./"'•+•  X'  is  a  unit,  we  conclude 
that  an  integer  z  is  associated  witli  those  and  only  those  integers 
whose  fîrst  componcnts  are  associated  w\[\\  x  in  a  and  A^hose  second 
components  are  associated  with  X  in  A. 

If  a  is  onc  of  ihe  tAvo  rationallx  iiredncible  algcbras  in  two  basai 
units  (^  10),  or  one  of  the  throe  in  threc  basai  units  (5;  lî^).  ^^^  sliall 
fînd  that  an  integer  ./;  oi  a,  such  that  N(a7)^o,  is  associated  with  the 
ahridged  integer  having  the  same  coordinates  x^  (which  werc  rational 
integers  in  x),  but  having  zéros  in  place  of  the  coordinates  Xj  (which 
were  rational  in  x).  Hence  for  cvery  ralionally  reduciblc  algebra 
in  2,  3  or  4  basai  units,  each  integer  z  ==  x  -\-\y  sucli  that  X(r)  ^  o, 
is  associated  with  the  abridged  inleger  having  each  Xj  and  Xy  zéro,  but 
with  ho  furtiier  coordinates  zéro.  Thus  thcslaws  of  faclorizalion  in 
a-\~  A  are  the  same  as  in  a'  -^  A',  where  a'  dénotes  the  abridgemcnt 
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of  «  lo  llie  basai  units  <?,-,  aiid  A'  tlie  abridgement  of  A  to  the  units  E,. 

But  if  a  is  tbe  algcbra  of  matrices  (§  liî),  furtber  coordinates  aro 
zéro  in  tlie  associâtes  oï .v. 

By  the  results  in  th,is  section  we  may  read  oit'  at  once  ail  tbe  pro- 
pcrties  of  the  integers  of  a  rationaliy  reduciblc  algebra  from  tbose  of 
the  components. 

10,  Algebras  in  hvo  units.  —  We  assume  properties  C,  U, ,  N,  M. 
The  unique  maximal  svstem  of  integers  of  the  reducible  algebra 

is  composcd  of  ail  the  numbers  Xf^e^-\-  x^e^  in  which  x^^  and  x^  are 
rational  integers.  Tbose  of  norm  x^x^^o  décompose  into  primes 
uniquely  apart  from  unit  factors  ±€^±6^  (§  9).  This  algebra  is 
another  form  of  that  with  ihe  basai  units  i,  <^',  where  c'- =  i.  That 
with  o-  =  o  was  treated  in  §§  4,  o.  That  with  e'-  =  —  i  bas  as  integers 
Gauss'scomplex  integers  x  -hyi,  where  xandy  are  rational  integers. 
Forr-=±  I,  the  same  results  are  obtained  by  Du  Pasquier's  définition. 

11.  Reducible  atgebi^as  in  three  units  -  Such  an  algebra  is  the 
direct  sum  of  an  algebra  in  two  tinits  e,,  and  e^  (§  10)  and  the 
algebra  {e.,)  in  a  single   unit  such   that   e\  =  e.,.   Hence  they  are 

IJnder  the  new  définition  ('  )  of  integers,  Theorem  VI  show^s  that  the 
integers  of  the  fîrst  tw^o  algebras  are  the  numbers  ail  of  whose  coordi- 
nates are  rational  integers,  w  bile  tbose  of  B  -h  (e.^)  are  2  x^ei,  where  x-, 
is  rational  and  x^  and  x.,  are  rational  integers.  For  ail  three  algebras, 
every  integer  of  norm  ^  o  décomposes  into  primes  uniquely  apart 
.from  unit  factors. 

Only  for  the  first  two  of  thèse  algebras  are  the  integers  tbe  same  by 

(')  Also  nilh  R  replaced  by  N,  the  proof  being  longer. 


\  +  {e,), 

A  — (eo<  f-i), 

el  =  e, 

B-h(eO, 

B  =  (eo,  e,)' 

el  =  c, 

3o2 
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Du  Pasquier's  (')  définition.  In  B  -+-  (e.,)  replace  e„  by  i  —  e.,',  we  get 
his  System  3.  Ile  found  tliat  the  most  général  System  of  numbers 
under  his  définition  bas  tlie  basis  i,  ac,,  fi^u-^  o^^^f  wliere  a  and  [^ 

are  rational,  -  =  — ,  wiiile  lt,  and  4'  are  rational  intesrers,  wbence  no 

Systems  is  maximal  and  inlegers  do  no  exist.  Noie  tliat  tlie  aggregate 
of  the  numbers  in  ail  of  his  Systems  is  the  above  System  of  integers 
undcr  the  new  définition. 

Let  US  ignore  the  assumption  of  a  maximal,  and  take  as  integers 
the  numbers  of  an  arbitrarily  chosen  one  of  his  Systems.  \A  ithout 
altering  the  multiplication  table  of  the  units,  \ve  may  take  ar,  as  a 
new  unit  e^,  which  amounts  to  taking  a  =  i.  Then  the  integers  bave 
the  basis 

I  =Z  C„  +  6-2,  e,  .  ,ir^'  ,^|  (?1  -+-  A'  <?2- 

Thus  g-  e.,  is  intégral.  Write  h  for  g-  -+-  3,  and 
fy=(3,./,  /i)  =  3+/e,  4-^2<?2. 
where  (x„,  x,,  x.,)  dénotes  S  Xie^.  Since 

we  hâve 

Cj  C/,  =r  Cf  (  if  /  4-  A-  =  2  0 ,   Cj  U,  =  Cj^:ii, 
Ul—  (l,    /,    1),  UiU..,—  \, 

whence  u,  is  a  unit.  Thus 

which  may  be  wrilten  as 

which  are  exactly  of  the  type  (<)).  The  only  possible  nnils  are 
(i,  /,  ±1)  and  their  négatives;  but  (i,  /,  —  i)  is  not  one  of  our  inle- 
gei's,  and  hence  is  not  a  unit,  if  |i,'|^:i.  Wc  fiud  that  no  Iwo  of 
c„,  6',,  Co  are  associated  numbers  and  ihat  each  is  a  prime.  Hence  (i^  15)' 


('  )   liuU.  Soc.  Mal/t.  (le  Fronce,  t.  \L\'11I,  1920,  p.  log-iSa. 
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factorization  into  primes  is  not  unique  and  cannot  be  made  unif[uc  by 
the  introduction  ol'idcals  of  an  y  kind.  This  conclusion  applies  lo  each 
of  the  triply  infinité  nunibcr  of  Systems  of  intcgers,  one  systcm  for 
each  set  of  values  of  a,  [3,  g.  We  savv  above  how  thèse  difdculties 
disappear  under  the  new  définition. 

12.  Irreduciblc  Algebras  in  Three  Units.  —  We  employ  assump- 
tions  C,  U,,  N,  M,  and  find  that  the  resulting  integers  liave  also  pro- 
perties  U  and  R.  For  the  algebra 

T,  :     é?y  =  I ,         e'j'  =  ^2,         c^  e.,  =  e.iC'i  =  e-,  =  o, 

the  rank  and  characteristic  équations  are  ail  (.37,,  ~  w)' =  o.  The 
maximal  System  of  integers  is  composed  of  ail  numbers  x  for  which  ^^ 
is  a  rational  integer  and  x,^  x\  arc  rational.  If 

^„^  O,  X  U  =  jCq,         lor  Lc  =  i <?i  •  i-  — ' 7, ^2- 

Hence  x  is  a  unit  if  Xo=  i.  Thus  u  is  a  unit,  and  any  integer  x  of 
norm  x]  :^  o  is  associated  witli  ./;„,  and  hence  décomposes  into  primes 
uniquely. 

If  we  replace  u  by  i  —  —e, -e.,,  we  see  that  ail  the  preceding 

statements  bold  also  for  the  algebra 

T2  :     e^^i,         e\^=  CyCi^  6-261=  e'\  =  o. 

Finally,  consider  the  algebra 

^(1  ^1  ^^  ^1  '-'o  ^^  ^11^2  ^^^  ^2^1  ^^  ^2    ^  O) 


Thus 


N(^)  =  ^o-^n  ^{-^  -+-  0  =  (-^'o-t-  0  (-^1+  O- 


Hence  if  .r  is  an  integer,  .r„.x,  and  Xq  -+-  .r,  are  rational  integers.  Thus 
the  maximal  system  is  composed  of  ail  numbers  ./;  for  which  x„  and  ./;, 
are  rational  integers,  while  x.,  is  rational. 

Journ.  de  Math.,  tome  II. —  Fasc.  III,   1923.  4O 
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Dénote  x  by  (ar„,  x,,  r^).  Then 
(i3)  (.r^,  X,,  x.^){y,,,y,,  y^)  =  (^o/o.  -^i/n  ^^i.)'2+  î-î/o)- 

For  «2eee(i,  I,  ::),  u-u^^^=  i,  so  that  «^  is  a  unit.  Now 

Hence,  unless  .x'„  =  /',  =  o,  \ve  can  find  rational  numbers  cv,  z  such 
that  7'  =  o.  Thus  any  integer  of  norm  x„x,  ^o  is  associaled  with 
x^e^-^  X ^e^.  By  §  10,  the  latler  integers  décompose  into  primes 
uniquely. 

Thèse  satisfactory  results  regardiiig  the  integers  of  any  of  thèse 
ihree  algebrasT,  are  in  marked  contrast  to  the  results  obtained  by  the 
définitions  of  either  Hurwitz  or  Du  Pasquier.  Then  there  is  no 
maximal  System  of  integers,  while  if  we  seiect  any  System  we  mcet 
essential  difficulties. 

First,  forT,,  which  is  Du  Pasquier's  system  4-  the  most  gênerai 
System  of  integers  wasstated  by  him  to  bave  the  basis  i,  i'~^a*C2, 
ac,  4-  I^Co,  wliere  a  and  (^  are  rational  and  ^  is  a  rational  integer,  so 
that  no  System  is  maximal.  Taking 

El  =  aej-f- |3e,,         E2=R^  =  a-e2, 

we  obtain  T,  written  in  capital  letters  E,.  llence  ihc  new  basis  is  i, 
E,,  Œj,  where  ^  =  -•  Write  Cj  for  3  H-y7Eo.  We  obtain  (9),  where 
now 

//  =  I  +  /  E.,,  r  =  I  —  f  E, 

are  units.  No  two  of  the  primes  r„,  t*,,  c%  are  associâtes.  Ilcnco  (f^  .*>), 
décomposition  into  primes  is  not  unique,  and  cannot  be  made  unique 
by  the  introduction  of  ideals  of  any  kind. 

For  To,  which  is  Du  Pasquier's  syslem  6,  the  most  gênerai  system 
of  integers  was  stated  by  him  to  bave  ihe  basis,  i,  a^',,  ^^',  +  7^2? 
where  a,  ^,  y  are  rational,  so  that  no  syslem  is  maximal.  Tlle  last  two 
numbers  of  the  basis  may  bc  taken  as  new  units  !{,,  Iv^  w^tlioul  dis- 
turbing  T^.  The  further  discussion  for  T,  applies  also  bore, 
wlicre  /  =  I. 
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Du  Pasquier's  System  5  is 

^0—1,         ej  =  i,         616.,=  e^,         ^2<?i  = — ^2,         el=o, 

and  his  most  gênerai  system  oflintegers  lias  tlie  basis  i,  a^., 
g'E-h^c.^,   where  a   and    p  arc  rational,    «•    is    a   raùonal  integer, 

and  E  =  -  (i  H-  <'?,),  Taking  tlie  latter  as  a  newunit  in  place  of  c^,,  and 

tlien  £  =  E  -h  ^'~'  f^*"^,  in  place  of  E,  we  gct 

£*=£,         £62=  ^i,         e.,s^=o,         e'^  =  o, 

and  ihe  basis  i,  ocr.,,  [(z.  The  elVcct  of  taking  c/.e.,  as  a  new  e.,  is  to 
take  a  =  i.  Finally,  we  write  r,  for  £,  and  c„  for  i  —  £,  and  get 
algebra  Tg  and  the  basis  i,  ^e,,  c.^.  Hence  [p,  q,  /•)  is  an  integcr  if 
and  onlv  if  p,  y,  /•  are  rational  integers  such  that  p^^g  (mod g), 
By(i3\" 

(/^> 'Z» '■)  =  (/^,  I, -5)(i,  V' "^'),         if        v  +  (Vî=/\ 

Ail  three  numbers  are  integers  if 

p==cj^\         (mod^')- 

As  spécial  cases,  or  by  (1/4)7 

{p,  I,  o)u.  =  {p,  I,  .-),  «„,  (i,  q,  0)=  (i,  q,  w). 

Hence  (p,  q,  t)  is  the  product  of  units  and  {p,  i,  o),  (i,  ^,  o).  Also, 
(/>,  ^,  o)  is  the  product  of  the  last  two.  By  (i4)  for  x  =  (/),  />,  o), 
X  is  associated  witli  (p,  ^y,  /•)  if  and  only  if  /•  =  p(^w  -f-  ::).  Hence  if 
p^i  (mod  o)  and  if  r  is  not  divisible  by  p,  (p.  p,  r)  and  (p,  p  o) 
are  not  associated,  but  hâve  the  same  factorization  apart  from  units. 
This  property  of  (p,  p,  /)  holds  also  for  the  producl  of  (/-,  s,  l) 
by  (a,  b,  n)^  wdiere 

if  sn  -\- al  is  not  divisible  by  the  greatest  common  divisor  of  ra 
and  sh'^  for  example,  if  r  and  h  hâve  a  common  lactor  not  a  divisor 

oi  as{z  -{-  w^). 
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Tiii:o[ii;mk  IX.  —  For  tJte  six  classic  algebras  in  ihrce  units,  the 
integers  of  ihc  unique  System  obtained  by  the  new  définition  hâve 
unique  faclorization  into  primes  and  the  System  is  either  identical 
{in  the  case  of  two  reducible  algebras)  wilh  the  syslem  of  integers 
obtained  by  Du  Pasquier's  définition  or  else  is  the  aggregate  of 
llie  numbers  in  lus  inflnitely  many  Systems^  no  one  of  which  is  a 
maximal  nor  has  satisfactory  laws  of  faclorization  into  primes. 

Tlius  the  new  dcfinilion  succeeds  when  that  of  Du  Pasquier  fails, 
by  cdusing-  llie  proper  enlargement  of  every  one  of  liis  Systems  wliicli 
présent  serions  difficulties  to  a  System  liaving  no  difficulties.  . 

15.  The  Associated  Arithmetic.  —  In  §  12,  \ve  proved  tliat  tlie 
integers  of  norm  :^  o  of  tlic  algebra  T^  in  tliree  basai  units  are  asso- 
ciated  (by  mulliplicalion  by  units)  with  tbe  integers  Xf^r^-\-  x^e^  of 
tbe  algebra  S  =  (cq) -h  (/",).  We  sliall  say  that  the  latter  integers 
form  the  aritlimetic  associatcd  with  the  aritlimetic  of  the  integers 
of  T3.  And  similarly  in  gênerai. 

li.  Algebras  in  Four  Units.  —  We  makc  use  of  Study's  (')  lisl 
of  the  algebras  into  which  any  algebra  in  four  units  eau  be  transformed 
by  a  real  linear  transformation  on  the  units.  Ten  of  tliem  are  ratio- 
nally  reducible,  and  the  properties  of  their  integers  are  obtained  by 
inspection  from  the  results  in  §  9.  Thirteen  of  them  are  rationally  irre- 
ducible  (although  ÎII^  is  algebraically  reducible).  AVe  shall  discuss 
in  §§  K),  17  the  algebra  of  real  quaternions  and  the  algebra  XII/, 
obtained  from  it  by  an  imaginary  transformation  of  the  units. 

There  remain  eleven  algebras.  I^'or  each  of  them,  ihere  is  no 
maximal  System  under  the  définition  of  Du  Pasquier  (-  ),  so  that  inte- 
gers do  not  exist.  Under  the  new  définition  by  properties  C,U,,  R.M, 
the  integers  arc  found  by  a  mère  inspection  of  tiie  left-hand  ciiaracte- 
ristic  équation  o'(to)  =  o,  while  iheir  essential  properties  are  readily 


(')  Monatshefte  Math.  Physik,  l.  1,  1S90,  p.  3o5-3(>9. 

(-)   Comptes  rendus  du  Congres  international  des    Mathématiciens  (Stras- 
bourg, iQ-îo);  Toulouse,  1921,  p.  1O4-175. 
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found.  The  notation  V(i3)  means  lliat  the  algebra  is  nnrnbercd  V  in 
Study's  list  and  is  System  i3  in  Du  Pasquier's  list.  The  notation 
[xo,  .r,  ]  means  that  ^-x/?,  is  an  intcger  (under  the  ncw  définition)  if 
and  only  U  x\  and  x\  are  ralionai  integers  and  tlie  remaining  coordi- 
nates  ;i'2  and  iCj   are  rational. 

For  algebras  V  (i3),  IX  (17),  X  (18),  XI  ([9),  XIV  (22),  and 
XVI  (29),  we  hâve 

0'  (  w  )  =  (  .ro  —  faj  y  and  [  .r,,  ] . 

The  associated  arithmetic  is  tliat  of  rational  integers  Xq. 

ForIIIi(ii)andXni(2o), 

o'(co)=  ;  (.2-0  —  0))--h^j  |-  and  [.r,,,  .Ti]. 

Tiie    associated    arithmetic    is    llial    of    ordinary    complex     inle- 

gers  ./;„  -+-  x\  i. 

For  VII  (  I  j),  we  employ  new  units 

and  get 

E5=Eo,  Ej  =  Ei,  E,  (?2  =  e2,  Eye^=  e^,  e.¥.„— e^,  e3Ei=e3, 
ail  further  products  being  zéro.  Then 

o'(a))  =  (o^o— w)2(j:,  — w)-,  [o-o,  .a"i]. 

For  Xllli  (2î),  we  employ  as  units  the  proceding  Ey,  E,,  and 

E.  =  -(e.,— e,),  E3=: -(e^+e^), 

and  get 

E==Eo,  E^  =  E„  EoE2=E„  E,E3=E,,  E,E,  =  E„  E,E„=E„ 
ail  further  products  being  zéro.  Then 
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For  XV  (23),  Ave  employ  new  units  ]^„,  E,,  e.,^  e.,,  and  get 
ail  furlher  prodncts  being  zéro.  Then 

6'(o))=  (.r„— ^jVM^i  — oj),  [,r„,  .r,]. 

Vov  Llie  last  tliree  algebras  tlie  associated  aritiimelic  is  lliat  of 
{E„)  4-  (E,),  and  hence  is  tliat  of  pairs  ol"  rational  in  légers. 

liî.  Algcbra  and  Arilhmetic  of  Squarn  Matrices.  —  It  was 
shown  in  i^  2,  tliat  ail  /i-rowed  square  malrices  u  itli  ralional  éléments 
form  a  linear  associative  algebra  in  ir  basai  iinits.  \^  e  sliall  nowinves- 
ligate  maximal  Systems  olsuch  matrices  baving  properties  G,  U,,  R. 

Tbe  System  S  composed  of  ail  matrices  wliose  éléments  arc  ail 
rational  integers  bas  tbe  properties  C,  U,,  R  by  552.  AVe  sball  now 
prove  tbat  it  is  a  maximal.  Suppose  that  S  is  contained  in  a  larger 
System  L  baving  tbose  properties.  Tbus  L  contains  a  matrix  m  Avbose 
éléments  are  fractions  baving  a  least  common  denominator  dj 
wbere  r/>  i.  By  a  tbeorem  due  to  H.  J.  S.  Smitb  ('),  \ve  can  find 
square  matrices  p  and  q  baving  rational  intégral  éléments  of  déter- 
minant unity  sucb  tbat  pmq  =  0,  wliere  0  is  a  diagonal  matrix  ail  of 
wbose  éléments  outside  tbe  main  diagonal  are  zéro,  wbile  tbose  in  tbe 

diaconal  are  -^5  ••  •?  -^j  o,  . . .,  o  wbere  /•  is  tbe  raiik  of  ///.  tbe  d;  are 
^  Cl  d 

rational  integers  wbicb  are  positive  witb  tbe  exception  (wben  /  =  //) 
of  dnt  wbose  sign  is  tbat  of  |/??|,  and  t/,  is  a  divisor  of  <^//+,.  Any 
common  divisor  of  d^  and  d  woubl  divide  every  d,  and  bence  divide 
tbe  numerator  of  every  clément  of  m,  contrary  to  tbe  définition  uï  d. 
Hence  <:/,  and  d  are  relatively  prime. 

Since  matrices  p  and  q  belong  to  S  and  bence  to  L,  tbe  product 
p7)?q  =  0  belongs  to  L  by  properly  C.  \\  e  sball  prove  tbat  0  does  not 


(')  Phil.  Irans.  London^  t.  151,  1861,  p.  ^i)3  ;  Coll.  Math.  Papcrs,  l.  1. 
p.  3()7  ;  Cf.  Bachmann,  Aril/i.  Ouodr.  Formen,  t.  IV,  1898,  p.  29^;  Hùchkr, 
J/iIroduction   to    Higher    Algehra,  1907,    p.   •).(S!\-'?S)- .     \\e  Jirst    retmne   tlie 

rolional  faclor  -  froin  m  and  place  il  in  fronl  of  p. 
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have  property  1\.  If  R(w)  =  o  dénotes  tlie  rank  équation  of  llie  gênerai 
//-rowed  square  matrix  x,  vve  oblain  li(oL))  by  subtracting  a?  from 
eacli  diagonal  term  of  x.  Tliis  classic  theorem  (  '  )  was  verifîed  in  §  2 
for  n  =1  1. 

VoT  G  tlie  rank  équation  becomes 

o. 


n(s-'-"j 


Its  coefficients  are  rational  integers  by  the  assumption  11.  Ilence  its 

roots  arc  rational  integers,  wliereas  -^  is  not  intégral.  In  vicw  of  tliis 

contradiction,  our  System  S  is  a  maximal. 

But  this  Systems  S  is  not  the  only  maximal  System.  If  H  is  anv 
System  of  matrices  with  rational  éléments  having  properlics  C,  U,, 
R.  M,  and  if/  is  any  matrix  such  that  both  l  and  /'  transform  every 
matrix  with  rational  éléments  into  one  with  rational  éléments,  \\e 
readily  prove  tliat  l  transforms  1  into  a  System  of  matrices  having  ihc 
samc  four  properties.  The  conditions  on  t  are  evidenlly  satisfied  if  (^) 
the  éléments  of  /  are  ail  products  of  rational  numbers  by  the  same 
number.  This  common  factor  may  be  omitted  since  it  cancels 
from  t'^ml.  Hence  if  we  transform  our  maximal  System  S  by  any 
matrix  having  rational  éléments  of  déterminant  not  zéro,  we  obtain  a 
maximal  System  of  matrices  with  rational  éléments  liaving  properties 
C,  U,,  R.  We  obtain  in  this  way  an  infînitude  of  distinct  maximal 
Systems.  For,  if  we  employ  as  t  the  diagonal  matrix  whose  diagonal 


(')  Let  e,y  dénote  llie  malriv  whose  éléments  are  ail  zéro  excepl  that  in 
llie  /  ih  row  and  /  th  column,  which  is  unity.  Let  JCij  be  the  élément  in  the  «  lli 
row  iuid/  tli  column  of  .r.  Then 

Transposing  and  keeping/  fixed,  but  laking  i=  i,  •  •  •,  ",  \ve  have  ii  équations 
the  matrix  of  whose  coefficients  is  derived  from  (-r,y)  by  subtracting  co  =  ^ 
from  each  diagonal  term.  The  déterminant  D  of  this  matrix  is  know  n  to  be  an 
irreducible  polynomial,  when  the  .r,y  are  arbilrary.  Thus  the  rank  équation 
is  D  =  o. 

("-)  And  only  then  for  2-ro\ved  S([uare  matrices. 
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éléments  arc  /.,,  ..,,  A,    we  see  ihat  t  transforms  (r-  )  into  a  matrix 

having  c,y^  as  the  élément  in  tlie  ùh  row  and  y'tli  column.  Since  the 

/f'^  are  arbitrary  rational  numbers  7^0,  ^ve  niay  take  X,  =  i  ^^ithout 
loss  of  generality.  For  example,  if  n  =  2, 

If  in  the  final  matrix  we  let  x^,  x,,  x.^,  x.^  range  independently  over 
ail  rational  integers,  we  obtain  a  System  S^^  which  is  identical  witli  S^ 
if  and  only  if /f  =  dz /. 

Theorem  X.  —  TJœre  exisl  infinitely  niany  maximal  Systems 
of  n-rowed  square  matrices  with  rational  éléments  havinii  proper- 
ties  C,  U,,  R.  One  such  maximal  system  is  composed  of  ail  tlte 
matrices  with  rational  intégral  éléments. 

Whether  or  not  tbere  exisl  maximal  Systems,  not  dierivable  from  S 
by  transformation,  is  not  decided  hère  and  a  décision  is  immaterial  for 
our  theory.  In  any  case  we  would  make  an  arbitrary  sélection  of  ore 
maximal  system  and  call  its  matrices  intégral.  Fortunately  the  sélec- 
tion of  S  itself  is  wholly  satisfactory,  since  the  matrices  of  S  Iiave 
unique  factorization  into  primes,  as  we  proceed  to  prove. 

Nolhing  is  simpler  (')  than  the  arithnietic  of  ail  matrices  m  witli 
rational  intégral  éléments.  Any  such  matrix  m  is  a  unit  if  and  only  if 
its  déterminant  is  ±  i  ;  for,  its  adjoint  matrix  a'  has  rational  intégral 
éléments,  and  uu'=^u'u  =  i.  By  tlic  above  discussion  (with  iiow 
d  =  i),  there  exist  units  p  and  q  such  ilidii  pn/q^o,  where  o  is  a  dia- 
gonal matrix  whose  diagonal  terms  d^  are  ail  positive  integers  or  zéro. 
Thus  matrix  m  is  associated  with  such  a  diagonal  matrix  G.  Ilence 
unique  factorization  of  matrices  of  non-vanishing  déterminants  into 
prime  matrices  will  folio  w  if  proved  for  diagonal  matrices  ail  of  whose 
diagonal  éléments  arc  positive  rational  integers.  liut  tliis  was  proved 
for  diagonal  matrices  near  the  end  of  i;  {)  (for  the  lypical  case  /i=  3), 

(*)  In  spile  of  llie  very  lonç;  discussion  by  ideals,  etc.,  by  Du  Pasquikr  in 
his  Zurich  lliesis  (  Vierteljahrsschrifl  Naturf.  Gescll.  Zi'iricli,  t.  .ol,  1906. 
p.  55-129;  l.  52,  1907,  p,  243-248). 
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since  the  prodiict  of  two  diagonal  matrices  (c/,,  ...,  d,^)  and(o,,  ...,  o„) 
Or,  if  we  prefer,  \ve  niav  write  o  =  c/,  t',  4-  d.^e.^  -+-  d^c.^,  wliero 

I       ()      o 

e,  =^1    o     o     «> 

o     o     o 

which  arc  the  Ijasal  units  of  the  algebra  employed  in  §  î).  But  there 
are  now  infînitely  many  units,  while  tliere  were  only  eight. 

Theorem  XL  —  T/te  arithmetic  of  ail  n-rowed  square  malrices 
ivitJi  ralioiial  intégral  éléments  is  associated  witli  the  arillunetic  of 
the  direct  sum  (ei)  -h  {e.^)  -h  ...  -i-  (e„),  and  lias  unique  factori- 
zation  into  piimes. 

1(>.  The  Properiy  U.  —  An  équivalent  stalement  of  the  first 
theorem  in  §  li>  is  that  the  System  S  of  /i-rowed  square  matrices  with 
rational  intégral  éléments  is  the  unique  maximal  system  of  ail  matrices 
with  rational  éléments  having  properties  C,  R,  and  U,  where  U  states 
that  ail  the  basai  units  e,y  occur  in  the  system. 

The  initial  resuit  in  §  ti>  shows  also  that  S  is  the  unique  maximal 
System  of  matrices  with  rational  éléments  having  properties  B,  C,  U, 
80  that  the  matrices  (of  S)  having  rational  intégral  éléments  are  the 
intégral  matrices  according  to  Hurwitz's  définition  (§  4).  For,  if  S  is 
not  a  maximal  system,  we  proved  that  it  contains  the  diagonal 
matrix  o,  and  hence  by  property  C  also  every  power  of  o.  There  is  no 
finite  basis  (i.  e.,  property  B  fails),  since  o"  is  not  a  linear  function  of 

the  lower  powers  of  o  with  rational  intégral  coefficients  c,.  For,  i-j\ 

would  then  bc  equal  to  lLcii-j\   which  is  the  cjuotient  of  a  rational 

integer  by  t/"~',  whereas  -j-  is  not  a  rational  integer. 

Under  Du  Pasquier^s  (')  définition  by  properties  B,  C,  U,,  M,  a 


(')    VierLeljahrsschrift  Nalitrf.   Gesell.   Ziiricli,    l.   51,    1906,    p.    11 6-1 48; 
qiioled  in  t^ Enseignement  math.,  t.  18,  1916,  p.  201-260. 
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long  compulatioli  led  him  lo  ail  of  tlie  x''  maximal  Systems  of  2-ro\ved 
square  matrices  wilh  rational  éléments,  since  ihe  four  basai  matrices 
involve  six  arbitrary  rational  inlegers. 

Hence,  if  \ve  assume  C  and  eitlier  B  or  R,  \ve  lind  a  unique  maximal 
System  of  matrices  or  an  infinitude  of  maximal  Systems,  according  as 
we  assume  also  U  or  U,.  However,  \vc  bave  an  excellent  reason  for 
deciding-  not  to  assume  U,  in  spite  of  its  baving  led  us  to  a  simpler 
conclusion  tban  does  U,.  In  fact,  property  U  is  not  always  invariant 
under  a  linear  tsansformation  of  tbc  basai  units  witli  rational  (^) 
coefficients,  vvhile  the  properties  L,,  B,  R,  N,  C,  M  are  aKvays  ail 
invariant.  Expresscd  olherwise,  a  maximal  System  of  integers  contai- 
ning  ail  the  basai  units  may  transform  into  a  System  not  containing 
ail  the  nevs»^  basai  units. 

Light  is  thrown  on  this  question  by  the  algebra  derived  from  the 
algebra  (7)  of  real  quaternions  by  taking 


Thus 


\/-i,         V.,=js/~i,        E,  =  -A. 


/  V  — 


(i5)  E!  =  -i,         E;:^li:^  =  +.,         E,E,^-E,E.^K3, 

E,E3  =  -E3E,  =  -E„         E,E3  =  -E3E,=:-E,. 

(^all  X  and  .x'  conjugates  if 

Then 

(  I G  )  N  {x)  ^  xx'  ^=.  x' x^T  .ri  +  x'\  —  x'i  —  xl, 

Consider  maximal  Systems  of  integers  x  Avith  rational  coordinates 
having  properties  C,  U,  N.  Let  x  be  an  integer.  so  that  N(a^)  and 
N(^  +  i)  are  rational  integers.  By  their  différence,  the  double  of  the 

(')  If  tlie  coeflicients  are  rational  integers  of  déterminant  jzi  (the  case  of 
aritlirnetical  équivalence),  property  U  is  invariant.  Wlien  thaï  property  is  pos- 
tiilaled,  we  should  not  conline  our  investigation  of  ail  possible  arilhmetics  lo  a 
study  of  a  complète  list  of  algebras  no  two  of  wliicli  are  eijui\alent  under  trans- 
formations of  tlie  units  witli  ralional  coefficients,  but  stud\  the  much  largor 
list  of  algebras  no  two  of  whicli  are  équivalent  under  transformations  willi 
ralional  intcirral  coefficients. 
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a  absoliUe  term  »  .c„  of  x  is  a  rational  integer.  By  propert}'  (1,  E,x', 
EoX,  E^.T  are  integers;  tlieir  absolute  terms  are  —  ./;,,  X2,  x^.  Hence 
each  2iP,  is  a  rational  integer.  Evidently  a;-=X,H-  a,,  where  X,  is  a 

rational  integer  and  ai=.  o  or  -•  «Then  x- =  X  -l-  a,  where  X  is  an 

integer  by  property  Lj.  By  C,  a  =  .77  —  X  is  an  integer.  Write 

r/ —  -(Ao+ -  A/K,),         Ay=o  or  I. 

By  N(^')'  ^^0  "^  ^1  ^"^  Ai;-!-  k\  diiïer  by  a  multiple  of  4,  vvhile  each 
sum  is  o,  I,  or  2;  hence  they  are  equal.  Thus  the  only  sels  of  values 
are 

('-)  ■  (Ao,  A,,  A,,  A3)  — (0,0,0,0),     (0.1,1,0), 

(o,  1,0,  0-      (',  o,  I,  o), 
(i,  o,  o,  l),       (l,   I,  I,  i). 

An  évident  systcm  I  of  integers  satisfying  our  assumptions  is 
composed  of  ail  the  numbers  X  whose  four  coordinales  are  ail  rational 
integers.  ^^  e  shall  examine  the  Systems  obtained  by  annexing-  to  I 
one  or  more  of  the  five  numbers  a^  o  corresponding  to  the  sets  (17) 
other  than  the  fîrst  set. 

First,  annex  the  a  cçrresponding  to  either  the  second  or  liflh 
set  (17),  viz., 

Since  (?,Ej,  =  t'3,  t'jEo^c,,  the  enlarged  System  contains  bolh  e^ 
and  e^  by  property  C.  If  we  annex  also  the  a  corresponding  to  either 
the  third  or  fourth  set  (  1 7 ),  viz. , 

(19)  e\=l(^,+  V.,),  c';=^(i +  !<:,), 

we  annex  both,  since  Ejc',  =  t\,,  Ejc!,  =  e\. 
But 

(''3-he,-E,=  ^(i  +  E,) 
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bas  the   norm  -,   and   we  do    not   obtain   a    System   salisfying  our 

assumplions.  Ilence  the  only  possible  maximal  Systems  are  I,  the 
System  S,  obtained  by  annexing  the  pair  (i8)  to  I,  and  the  System  S^ 
obtained  by  annexing  the  pair  (19)  to  I.  For,  the  a  corresponding  to 
the  sixth  set  (17)  is  equal  to  e^  +  c^  and  to  ('\  -h  e',  and  hence  is  in 
both  S,  and  So. 

The  System  S,  coiitains  (18)  and  ail  the  E,,  and  licnce  also 

(■20)  ^0= -(1  — E:,)  =<?.i— E,,,  c.rr -(]•:,— E,)  =  ^',—  E,. 

Convcrsely,  IVom  (18)  and  (20)  we  obtain  by  additions  and  subtrac- 
tions the  three  E^  and  i.  The  multiplication  table  of  the  ^,  is  given 
by  (3).  Ilencc  the  System  S,  is  composcd  of  the  linear  combinations 
"of  the  c'i  with  rational  intégral  coefficients,  and  bas  properties  C, 
U,  M.  While  we  may  deduce  the  ne\\  norm  from  (i())  by  expressing 
the  old  coordinates  x^  in  terms  of  the  new,  we  obtain  it  directly 
from  the  next  remark.  The  relations  (3)  are  ail  satisfied  by  the  ma- 
trices (')  (i).  Then  x  =  lix^e,  becomes  fhe  matrix  (2),  whose  déter- 
minant .7;o-t:j  —  x^X2  is  N(*')  by  (4),  and  is  a  rational  integer  when  x 
is  in  S|.  Thus  S,  bas  the  properties  C,  L  ,  N,  M. 

Also  S^  bas  the  same  properties  since  it  is  derived  from  S,  by 
interclianging  c.^  and  e.^  and  changing  the  sign  of  e,,  and  this  trans- 
formation of  units  leaves  unaltered  the  multiplication  table  (3). 

TiiEoiŒM  Xn.  —  Algcbra  (1"))  conlains  exaclly  Ikvo  maximal 
sels  S,  and  So  of  iiitei^ers  having  propcilics  iZ,  U,  N,  and  each  is 
équivalent  {under  rational  transformation  of  ihc  units)  to  tlic 
arithmetic  of  -i-rowed  square  matrices  '^vit/i  rational  intégral 
éléments. 

We  proved  above  that  the  algebra  of  matrices  with  rational  élé- 
ments bas  a  single  maximal  set  S  of  integers  having  properties  C, 
l  ,  U  (and  hence  N).  When  we  transform  the  algebra  (i5)  into  the 

C)  Hul  l)y  no  (Ulicr  '.rowed  squaie  matrices  aparl  IVoin  llie  inlerchaiige  of 
tliose  correspondiii};  lo  r„  and  r,  as  well  as  lliose  corresponding  to  e,  and  r^, 
sucli  interclianges  leaving  unaltered  the  sel  of  équations  (3). 
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matric  algebra  by  the  ralional  transformation  (i(S)  and  (20),  \ve 
thcreby  trausform  S,  into  S,  and  S^  into  the  System  of  matrices 

(21) 

\  -  jr.-,,  X  -\ —  ,r 

\  2     "  2 

in  whicli  x^,  x',,  x.y,  x.^  range  independently  over  ail  rational 
intcgers.  This  System  of  matrices  (21)  does  not  contain  e^.  It  bas 
properties  C,  N,  M,  L,,  but  notU. 

In  view  of  Theorem  \  and  our  transformation  of  units,  algebra  (i5) 
bas  an  infînitude  of  maximal  Systems  baving  properties  (',  l  , ,  R,  and 
bence  composedof  integers  according  to  tbe  définition  adopted  in  tbis 
memoir.  By  the  formula  above  Theorem  X,  sucb  Systems  include 
that  formed  of  the  linear  combinations  of  i,  ^*~'<?,,  AEo,  e,  Avilb 
rational  intégral  coefficients,  Aviiere  k  is  any  fixed  ralional  number  -^o. 

Tbe  value  of  tbe  provisional  assumption  l  lies  in  its  belp  in 
detecting  at  least  one  maximal  System  according  to  our  définition 
(with  U,  and  not  U),  and  moreover  one  baving  tbe  pleasing  pro- 
perty  U,  as  well  as  uniqueness  of  factorization  into  primes,  whicb 
recommend  its  sélection  in  préférence  to  ail  otber  maximal  Systems 
as  tbe  System  of  integers  of  tbe  algebra  in  its  initial  units. 

17.  Intégral  Quaternions.  —  If  x  is  in  a  maximal  system  of  qua- 
ternions  with  rational  coordinates  baving  properties  C,  l  ,  N,  we  find 
at  once  that  only  the  first  and  last  cases  (17)  exist,  so  that  the  four 
coordinates  of  x  are  either  ail  rational  integers  or  ail  balves  of  odd 
integers.  Hence  x  is  a  linear  combination  of 

( 22 )  p  =z  -  ( n-  f  +  /  H-  A),         i,  /\  Z^', 

with  rational  intégral  coefficients.  The  squares  and  products  of  the 
numbers  (22)  are  equal  to  such  linear  combinations  of  (22). 

Theorem  XIII.  —  The  unique  maximal  .system  of  quaternions 
with  rational  coordinates  havin g  properties  C,  U,  N  is  composed  of 
ail  quaternions  whose  four  coordinates  arc  either  ail  rational 
integers  or  ail  lialves  of  odd  integers. 
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A  like  conclusion  was  reached  by  Hurwilz  for  qualernions  having 
properties  C,  l  ,  B,  as  required  by  his  définition  of  inlegers.  Jlis  proof 
is  much  long-er  and  more  dilTicult  tben  the  above  proof. 

According  to  the  définition  of  integer  in  this  memoir,  ihere  is  at 
least  one  maximal  System  of  intégral  quateniions,  viz.,  the  System  of 
Ilurwitz,  and  its  riumbers  would  naturally  be  chosen  as  our  intégral 
quaternions  in  viçw  of  their  admirable  properties  as  to  factorization 
into  prime  quaternions. 

18.  General  Theory.  —  \\  e  shall  now  give  a  complète  llicory  of 
integers  in  any  linear  associative  algebra,  the  coordinates  of  whosc 
numbers  range  over  ail  complex  numbers.  Thero  are  Iwo  catégories 
of  such  algebras.  For  any  algebra  of  the  first  category  we  may  intro- 
duce  ncvv  units  £,,  ...,  £/,,  /],,  ...,  r^^,  such  tliat  (') 

vvhile  ail  furlher  products  are  zéro,  Herc  Tj^,  V],  and  y^^  are  of  charpc- 
lers  (i,j),  (y,  /)  and  (/,  /);  while  in  the  summation,  "^^p,  ':!>a". 
For  the  gênerai  number  • 

;  =  a^i  c  1  +  .  .  .  +  .r/,  £/,  +  y,  r; , -h  .  .  . -H  y/,  T/;;., 

wc  bave  o(co)  —  ]T(./;,  —  di)'"'.  Sincc  ll(oj  )  is  a  divisor  of  llic  lattcr, 
the  maximal  system  of  integers  is  composed  of  ail  the  numbers  z 
in  whicli  the  rc,  are  rational  integers  and  the  y,  are  rational.  We  rea- 
dily  prove  that  u=  i  -h'^ajc^j  is  a  unit  if  the  aj  arc  any  rational 
numbers.  For, 

u{i  —  cr,r;i)  =  I  —  a'lr,i  +  L=  i  4-  «ioT;,-!-  I3, 

where  /,  is  a  linear  function  of /],,  y]^^.,,  ...,  with  rational  coefficients. 
Similarly, 

(i  +  rti2rj.,  4-  /:,)  (1  —  r/,,y).)  —  I  —  a^.^nl  4-/3=1  -f-rti3r,3+  /;. 
(i  4-  (7,3•r^■,'4-  li)  (1  — .'/,3ri;i)  =  i  4-  rt,i  ru  4-  i^. 

(•)  I''.  Cwxjw,  Annales  de  la  Fac.Sc.  de  Toittonsc,  I.  12,  1898.  H.  33;  I>ii;kso.\, 
Linear  Algebras.  p.  44' 
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We  fînaliy  reacli  a  product  equal  lo  i.  Ilcnce 


3.7 


wliere  eacli  Ay  is  ralional.  Tliiis  c  is  an  integer,  and  u  and  v  arc  units. 
If  js'i,  ...,  a?/,  are  given  rationalintegers  eacli  :^  o  and  y^,  ...,  Xa  are 
anv  rational  numbers,  z  =  i;./:v£,  +  Sj^pY]pis  associated  wilh  ^Ix/c,,  i.  £., 
there  exists  a  unit  r  sucli  that  zv  =  Sj',£/.  J^'or,  if  n  is  tlie  unit 

«  =  1-4- :i,r,.i/p-np, 

HiXiE-iU  =  z.  As  shown  abovc,  there  exists  a  unit  ç  sucli  that  m-  =  i. 
Hehce  thc  arithmetic  of  any  algehra  of  the  first  calcgory  is  asso- 
ciated (§  15)  with  thc  arithmetic  of  the  algehra  which  is  the  direct 

SUm    (£,)-!-...  +  (£/,). 

The  units  of  an  algebra  of  (he  second  calegory  (')  fall  into  sets, 
eaeh  corresponding  to  a  unit  of  an  algebra  of  the  first  category,  and 
having  the  multiplication  table 

/  ;       ,■  I  P      P  P  /       P  P  "^      _  _  ^Ç^  ' 

(T>p,r>7), 

where  the  superscripts  do  not  dénote  powers,  the  y'^  arc  constants, 
and  ail  furth^r  products  of  tiie  c  and  y]  aie  zéro. 
Consider  any  nuniber  z  of  the  algehra.  Tiien 


=  ^'  +  r, 


2K"^!^'    y=^y%% 


/.,>..  iJ. 


p.A.P 


The  right-hand  characteristic  déterminant  0(0))  of  ^  is  knovvn  to  be  a 
product  of  powers  of  the  déterminants 


D,(cj)  = 


which  involve  no  coordinate  of  y.  Hence  z  is  an  integer  if  and  only 


(')  Cartan,  loc.  cit.^  B.  5r  ;  Dickson,  toc.  cit.y  p.  54. 
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if , ris  an  integer,  the  coordinales  oî  y  being  arbitrary  rational  nuin- 
bers.  Consider 

Then 


A,  0,  a,  fj 


vaIII  reduce  to  a?  -h y  if  and  only  if 

2  ■^>" ''«f^  ~ ^i'^      ^''°''  ^^'  ■'''  '-  '^ ^- 

a 

ïîere  a  and  X  each  taketlie  same  values  i,  ...,  /?,.  Tlic  déterminant  of 
the  coefficients  of  r/fr^,  .,.,  «f;  r^  is  D^  (o),  Avliich  is  not  zéro  if  >J(.r):^o. 
Then  the  équations  uniquely  détermine  the  a. 

The  proof  that  a  is  a  unit  is  similar  to  that  above  : 

p^2 


whose  producl  by 


is 


a.  3 


We  finally  reach  a  product  equal  to  i.  Hence  //c  —  i  for 

\  a.^1  /    \  a,[:i  /    \  a.  [i  ^  ç.a,;i 

where  the  :>  are  rational.  Thus  r  is  an  integer,  and  u  and  r  are  units. 
Then  xu  =  z  gives  zv  =  r.  Thus  every  number  ;  whose  norm  is  not 
zéro  is  associaled  witli  its  ./;  componeiit. 

Thèse  x  components  are  known  to  be  the  numbers  of  the  algebra 
which  is  the  direct  suni  of  several  i^eneral  mairie    algeluas  (^î;  \\S). 
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Applying Theorems  VI  and  X! ,  and noting  tlial  our  conclusion  applies 
also  to  algebras  of  the  first  category,  we  obtain 

Theorem  XIV.  —  The  ariUuneiic  of  aiiy  liiiear  associative  algebra 
ihe  coordinat.es  of  v^-Jwse  numbers  range  over  ail  complex  numhers 
is  associated  Kvitli  the  arithnietic  of  a  direct  suni  of  algebras  each. 
Kvith  a  single  unit.  Any  number  ^vhose  norin  is  not  zéro  décomposes 
into  primes  uniquely. 

We  tlierefore  obtain  only  trivial  arilhmelics  IVom  algebras  tbe 
coordinates  of  wliose  numbers  range  over  the  fîeld  of  ail  complex 
numbers.  If  we  restrict  tbe  coordinates  and  ilie  coefficients  of  the 
transformations  of  the  units  to  tbe  field  of  real  numbers,  we  obtain 
algebras  in  addition  to  those  just  investigated  (for  example,  real  qua- 
ternioDs)  and  now  obtain  arithmetics  wbicb  are  not  trivial.  If  we 
employ  the  lield  of  rational  number^,  we  obtain  still  further  algebras 
and  a  rich  variety  of  aritli mettes,  whicli  will  form  the  subject  of 
the  book  cited  in  §  20. 

19.  The  Integers  of  Cayley''s  Algebra.  —  We  employ  the  four 
quaternion  units  i,  /, y,  k  as  well  as  the  nevv  units 

e  =  ^4 ,         ie  =  e^,        j e  =^  e^^         ke  =^  e-, 

Any  linear  combination  of  thèse  8  basai  units  may  be  designated 
hy  X  =z  q  -\-  Ç)e  j  w4iere 

( 23 )  rj  ^=  Xq-\-  oCyi -\-  x, /  +  Xi /i,  Q  =  X; -\-  x-^L  -\-  of'e /  +  x- k 

are  quaternions.'  Instead  of  employing  Cayley's  multiplication  table 
for  thèse  8  units,  it  is  far  simpler  to  use  tbe  condensed  law  of  multi- 
plication 

(24)  (7  +  Qe)(/-+Ke)  = /  +  Te,         t^qr—K'Q,         T  =  R^-i-Q/-', 

found  by  the  writer  ('),  who  also  discovered  that  botli  right-hand 
and  left-hand  division,  except  by  zéro,  is  always  uniquely  possible, 

(')  Dickson,  Linear  Algebras,  p.  i.5. 
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Hère  /'dénotes  the  quaternion  conjugale  to  /(^S).  Unlike  ail  the 
earlier  algebras  in  ihis  memoir,  the  présent  algebras  is  not  asso- 
ciative. 

As  a  spécial  case  of  (2/4),  the  product  of  x  by  q' — Qc  in  eilher 
order  is 

77' + ^yy = -^ii  -H  • . . + -3:^-  • 

which  is  the  noim  N{x)  of  ./•,  since  il  is  llie  constant  term  of  the  qua- 
dratic  équation  satisfîed  by  x.  We  liavc 

N(xr)=  N(x)N(7). 

We  shall  détermine  ail  maximal  sets  of  integcrs  x  with  rational 
coordinates  having  properlies  C,  U,  N. 

Witli  X,  also  X  -i-  i,  X  -\-  i,  ...,  ./;  H-  e.,  are  inlegers.  From  their 
norms  we  sublract  N(j;)  and  conclude  that  2X0  -h  i,  ...,  2.x- -k-  i,  are 
ail  rational  integers.  Hence 

,ri=-Xi  (/  =  o,  ...,7), 

vvhere  each  X^  is  a  rational  integer.  Since  ^{x)  is  a  rational  integer, 
HXi  is  divisible  by  4-  Accordinj^  as  X^  is  even  or  odd,  \;  bas  the 
remainder  o  or  i  wlien  divided  by  4-  Hence  the  numbcr  of  odd  X^ 
is  o,  4  or  8.  In  the  lirst  and  third  cases,  q  and  Q  are  Hurwitz's  inleiiral 
quaternions.  By  annexing  e  to  ail  such  quaternions,  we  obtain  a 
System  H  containing  our  ,x',  and  forming  a  part  of  the  larger  system 
(3o)  obtained  below. 

Hence  let  cxactly  four  of  the  eighl  coordinates  of  ./•  =  q  -+-  i)c  be 
halves  of  odd  integers,  tiie  four  not  being  liiosc  of  q,  nor  those  of  () 
(otherwise  x  is  in  H).  If  ihree  of  those  four  are  in  one  oï  q,  Q,  and 
hence  the  fourth  in  the  other,  then,  by  employing  .r  e  instead  of  ,r  if 
necessary,  we  may  assume  that  three  are  in  Q  and  one  in  q.  Aftcr 
mulliplying  ,r  on  the  lefl  by  i,  /, y,  or  k,  we  may  assume  that  ./„  is 
half  an  odd  integer,  while  x^ ,  x.,,  .r,  are  rational  integers.  Sublracting 
trom  ./•  a  quaternion    with    rational    intégral   coordinates,    we    gel 

(J,r.  Its  ])roduct  by  i-f- /  is -(i -i- /)  + (^), '',  which  falls  under the 


1 

2 
next  case 
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IVext,  lel  exactly  two  of  the  coordinaLes  of  q  and  Lwo  of  tliose  of  <) 
be  lialves  ofodd  integers.  Vfter  multiplying-  ./;  on  tlie  Icl't  l^y  i,  /,  y, 
or  A",  we  may  lake  x\,  as  lialf  an  odd  inte^er.  Since  llie  multiplication 
table  (7)  of  quaternions  is  unalteredby  a  cyclic  permutation  ol'/,  y,  A% 
we  may  treat  only  one  of  three  analogous  cases  (and  at  the  end  of  our 
discussion  dravv  similar  conclusions  for  tlie  two  omitted  cases),  and 
lience  assume  hère  that  x,  is  half  an  odd  intej^er,  while  x.^  and  x.^  arc 
rational  integers.  Then   by  subtracting-  a  quaternion    witli   rational 

intégral  coordinates,  we  get  y  =  -  (i  +  /).  Since 

ix  +  \  =irj  -{-  n-(Q/)c,  /V/  +  i  =  gr, 

we  may  replace  i)  by  Q/  without  disturbing-  q.  Hence  if  either  x,, 
or  x^  of  Q  is  half  an  odd  intégrer,  we  may  take  x^,  to  be  ihat  one.  After 
subtracting'  Rc,  where  R  is  a  quaternion  willi  rational  intégral  coor- 
dinates, we  bave  the  cases 

(25)  Q  =  ^(.4-0,  ^('-^.Z)'         ^.('  +  /0,         \U+I^)-       ' 

We  shall  reduce  thèse  cases  to  the  second,  for  which  x  is 

(■26)  /=.!(,  +  ,) +  !(,  +  /),,, 

whence  ' 

(,+y)Z=  ^(n-i  +  y-A) -Fy>, 

se  that  the  set  contains 

(27)  p  =  1(1  + «•+_/  + A), 

and  hence  ail  of  Hurwitz's  intégral  quaternions.  We  shall  assume  that 
the  latter  occur  in  our  set  in  ail  cases. 
For  the  first  case  (23),  x  is 

h=  -(l  +  i)  -+-  -ii-^r  i)c. 

2  2 
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Then 

(pe)L=:  -^(-i-,/)-i--^(n-/.)e. 

Apply  the  cyclic  permutation  {i lij)  and  to  the  resuit  add  i  -h  /;  we 
get  Z.  [n  the  third  case  (23),  replace  j  by  —  A,  and  k  by  j  (so  ihat 
the  multiplication  table  of  quaternion  units  is  unaltered);  we  get  the 
second  case  (25).  In  the  fourth  case  (25),  we  add 

-{i  +  i  —  J  —  /.)e, 

which  belongs  to  our  set  by  hypolhesis,  and  get  the  first  case  (25). 
Hence  ail  cases  hâve  no^^  been  reduced  to  (26).  * 
Since  the  set  contains  Z,  it  contains 

eZ  =  (v^  -(_i4-  /)  4-  _(,_/)e,  {pe)Z  =  ^' =  -  (— i  — /.)  +  -(H-  /.)<'• 

2  2  M        /  2  '  '2 

Adding-  i  -^  ie  lo  «•,  and  i  -h  /i  to  r,  we  get 

(28)  w=  !(.+,/)+  i(,  +  0^^         V=^(i+/.)  +  ^(i  +  /Oe. 

The  followings  8  numbers 

(29)  i.     /,     A,     p,     e,     W,     Z,     V 

are  evidently  linearly  independent.  In  view  of  2W,  2Z,  2V,  2p,  we 
may  express  ie,  Je,  kc,  1  as  linear  functions  of  the  numbers  (29)  wilh 
rational  intégral  coefficients.  Note  also  that 

p e  ^  Z  —  AV  H-  V  -+-  /e  —  1  —  i  —  /. . 

Hence  ail  of  the  numbers  previously  mentioned  as  belonging  to  our 
System  of  integers  are  linear  functions  of  the  cight  in  (29)  with 
rational  intégral  coefficients.  Il  can  be  verified  that  ihis  is  true  also  of 
the  product  of  any^  two  of  the  numbers  (29).  Ilence  the  system  of 
numbers 

\  :r  =  .r u  p  -(-  .r ,  <■  +  .^•2  /  -t-  X;,  /.  -h  ./•;  e  -t-  .r 5  W  4-  .r^  Z  -+-  .r-  V 
f  (./'o,  ....  .f;  ralionïïl  inlegers) 
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lias  the  properties  U  and  C.  It  lias  the  property  N,  since 

(  3  I  )      .r  =^-  (x-^  +  jc^-h  Jc\  -t-  a'-  )  -+-  { .1-1  +  -  ^\)  ■+-  -  .Vf,  ]i-h  l  x.,  -+-  -  jl\-\-  -  œ~  |  / 

2  \  'i  1         J  \     '         -Z  1       '  ) 


-t-   (  a-3  -H  -  J7„  H-  -  ./'v  )  /.■  + 


^•.  H (X3-I-  •3?G+  -a":)  I  e 


■A 


1  .  I  .  I         , 

-T —  x-ie  -\ —  Xf,  I  e  ^ —  X-  Ice, 

2  22 


llie  sum  of  the  squares  of  \Yhose  eighl  componenls  is  tlie  rational 
integer 

N(.r)  =1  jf^  -t-.  . .+  ^!  +.ro(^i  +  x^-\-  x,i-{-  x,^~\~  Xf,  +  x-) 
y  -\-  Xi{x:,  +  Xi^-\-  X-)  4-  .r,.r,;  +  .r.,^;;  +  x-iX-  +  X:-Xf^  +  x^x- -+-  x^x-. 

If  we  make  any  enlargement  of  this  System  (3o),  we  obtain  a  System 
not  having  properties  U,  C,  N.  For,  let  us  annex  u  =  q  -\-i)c^  four 
of  whose  coordinates  are  rational  integers,  while  four  are  the  halves 
of  odd  integers.  First,  let  two  of  the  latter  be  coordinates  of  q  and 
Iwo  of  Q.  This  will  be  true  also  of  u,  iu^ju^  ku^  in  one  of  which  x^ 
is  half  an  odd  integer.  After  subtracting  R<?,  where  R  bas  rational 
coordinates,  we  may  take 

2  2  2 

In  the  respective  cases,  we  subtract  W,  Z,  or  V  from  u  and  get  a 
number  lacking  e  and  hence  a  quaternion  ;•.  If  /•  is  in  Ilurwitz's 
arithmetic,  /•  is  in  our  System  (3o),  and  vve  bave  caused  no  enlargement 
by  annexing  a.  Hence  r  is  not  in  Hurwitz's  arithmetic  and  therefore 
enlarges  it  to  a  system  of  quaternions  not  having  properties  U,  C,  N 

Finally,  let  exactiy  three  of  the  coordinates  of  (^)  and  one  of  q  be 
halves  of  odd  integers  (the  reverse  case  reducing  to  this  after  multi- 
plication by  c).  As  above  we  may  assume  ihat  q  =  ->  while  three  of 

the  coordinates  of  (^  are  -  and  the  fourth  is  zéro.  Subtracting  pe,  we 

get  ; /e,  where  /  =  i,  i,  j,  or  A'.  But  the  norm  is  now  -  and  not 

a  rational  integer.  Hence  our  system  is  a  maximal. 
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TheorI'M  XV.  —  Tlœ  only  maximal  syslcms  ofintegers  ofCayicys 
algebra  ha^ing  properlies  C,  U,  N  are  (3o)  and  ihe  hvo  Systems 
ohtained  from  il  hy  cyclic  permutations  of  i,  J,  k. 

For  the  System  (3o)  there  are  exactly  2.\o  units  : 


(  ±  I  ±  /  )  +  -  (  ± 

2 


(±.±0 


(±i±: />)  +  -( 


l(=b/±/)^l(: 


-(±,±X)-+-(: 


2  2 


±  i)c\ 

±  ne 

±J)e, 
±k)e, 


±  /.  e, 


:(±"±/ 


{±i±k)e,  , 


{±i±i-)  +  -^{~t:izk)e. 


2  2 


./)«. 


-;(±/±/0-4-^(-,/±A)e, 


^(±,/±A-)+^(=i=^-±Â)e, 
^(±i-±»+^(±/±./)e. 


There  are  many  ways  lo  express  2  as  the  product  of  an  integer  / 
by  its  conjugate  :  f=  i  H-  /,  or  a  number  with  any  two  coordinates 
±  I  and  the  others  zéro;  /=  p  -+-  <?,  for  p  in  (27),  or  a  nunnl)er  Avilh 

any  four  coordinates   ±: -,   onc  ±1,  and   ihree  zéro;  f=(j-\-()e, 

where  y  and  (^)  are  bolli  of  tlie  form 


Note  that 


-{±\±i±i±h). 
2 


(i -|-<)a-=:  p  +  oe,         c- = -(i +,/)  4- -(1  4- /.')<?. 
7(1  H-  0  =  p  +  pt%         7=^(1  +  /.)  4-  '-{i-hj)e. 

where  t  is  a  unit,  but  a  is  not  an  integer  (3o).  Thus  p  -+-  pe  is  the  pro- 
duct of  1  -h  /  on  the  left  by  a  unit,  but  not  0:1  tlic  right.  Again 


(i  -t-  0^-  ~P  +  t',  >.  =  -  (1  -hy)  4-  -  (i  -  i)e=  unit. 
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But  it  vvould  be  very  laborious  to  prove  ihat  two  integers  of  ihe  same 
norm  are  not  associâtes  if  vve  permit  unit  faclors  bolli  on  ibe  righl 
and  left  simultaneously. 

If  »•  is  a  given  integer  (3o),  vve  can  find  an  integcr  y  of  ibe  same 
form  (3o)  such  that 

S\{ff—  mq)^jm-, 

where  ni  is  any  given  positive  rational  integer.  Wben  a  and  h  are  any 
given  integers,  we  can  fînd  integers  q  and  c  such  that 

a=.(jb-^c.  N(.c)= -iV(^). 

Take  (  ')  g;  =  ah,  m  =  hO,  and  wrile  c  for  a  —  q  h.  \\  e  readily  verify 

by  (24)  that  {qb)b  =  qm,  although  the  associative  law  usually  fails 

hère.  Tlius 

—         —  —       5 

g  —  qm  —  {a  —  qJ))b=.cb,  N(c)  N(/>)^  jm^. 

4 

For  intégral  quaternions,  Hurwitz  proved  similarly  that 

N(^'  — maX  m-,         a  =  b(j  +  c.         N{c)<N(b), 

and  hence  cstabhshed  the  existence  of  a  right-hand  greatest  common 
divispr  of  a  and  b.  Since  we  are  unable  to  prove  its  existence  for  our 
integers  (3o),  we  bave  no  vaHd  reason  to  prefer  the  system  (3o),  or 
one  of  ils  two  équivalents,  to  other  maximal  Systems  (if  such  exist) 
having  properties  C,  U,,  N,  M. 

20.  Outlook.  —  We  investigated  above  the  integers  of  the  classic 
canonical  algebras  to  which  any  algebra  in  2,  3,  or  4  basai  units  can 
be  reduced  by  a  linear  transformation  with  real  coefficients.  If  we 
restrict  attention  to  transformations  with  rational  coefficients,  we 
obtain  a  much  larger  list  of  canonical  algebras.  The  arithmetic  of  ihe 


(*)   If /y=:/+  Hc,  we  wrile  b  for  /' — Re,  wliere   /'  is  llie  conjugale  of  the 
quaternion  /•. 
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new  algebras  not  in  the  former  list  will  hâve  new  types  of  properlies. 
In  particular,  we  may  noAv  secure  unique  factorization  into  primes, 
only  after  the  introduction  of  ideals.  Tliis  becomes  évident  if  we  recall 
that  an  algebraic  number  field  of  degree  n  is  a  spécial  type  of  linear 
algebra  in  n  basai  units.  This  more  gênerai  theory  of  hypercomplex 
intcgers  will  be  presented  in  the  author's  book,  Algehras  and  Their 
Arilhmetics,  in  course  of  publication  by  the  University  of  Chicago 
Press. 


â 
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Theory  of  nou-analytic   Func fions  of  a   co/)i,pl(>.T   Fariahle; 

By  E.  R.   HEDRïCK,  Louis  IIXGOLD 
AXD  W.  D.  A.  WESTFALL. 


1.  Intj'oduction.  —  Tliis  paper  is  concerned  with  the  extension  of 
the  classical  llieory  of  functions  of  a  complex  variable  oblained  by  ihe 
removal  oflhe  restrictions  imposée!  by  the  Caucby-Riemann  équations. 
Only  certain  very  gênerai  continuity  and  differentiability  conditions 
are  retained. 

The  anaiytic  theory  is  regarded  as  being  équivalent  to  the  theory 
of  a  spécial  type  of  transformations  from  a  pair  of  variables  (j;,  y)  to 
another  pair  (?/,  c).  The  removal  of  the  above  restrictions  permits 
much  more  gênerai  transformations  to  be  consideredin  the  sameway. 

The  paper  is  written  (as  is  the  classical  theory)  in  the  language  of 
function-theory  rather  than  in  the  language  of  transformations.  It  is 
certainly  true,  as  is  often  insisted  ('),  that  the  study  of  such  transfor- 
mations can  be  made  without  the  useof  complex  variables.  Itis  e(jually 
true,  however,  that  the  study  of  even  an  anaiytic  fonction  is  only  a 
study  of  its  components,  which  are  real  functions,  and  that  ihe  com- 
plex variable  is,  therefore,  in  no  way  essentially  in\  olved. 

The  theory  of  anaiytic  functions,  however,  is  already  developed, 
and  it  bas  seemed  to  the  authors  that  the  results  of  that  theory  can  be 
much  more  conveniently  utilized  in  tlie  présent  paper  if  the  samephra- 
seology  is  employed;  furthermore  the  use  of  the  complex  variable 
makes  it  possible  to  compare  the  results  of  ihis  paper  with  those  of  the 

(')  See  Picard,  Traité  iT Analyse,  vol.  II,  p.  i. 

Journ.  de  Math.,  tome  II.  —  Fasc.  \\,  1923  4^ 
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Spécial  analytic  case,  and  to  belter  recognize  the  Irue  position  of  lliis 
spécial  theory  in  relation  to  llie  more  gênerai  theory. 

The  Word  funclion  is  employed  in  the  gênerai  sensé  defined  by 
Dirichlet.  A  complex  varia])le  w  is  a  function  of  the  complet  variable 
^  in  a  gi^  en  région  R  if  there  exists  a  value  of  a-  corresponding  to  each 
value  of  z  in  that  région.  The  ordinary  technical  terms  of  function- 
theory,  as  multiple-valaed^  single-valued ,  etc.,  are  iised  with  their 
usual  ineanings. 

The  two  outstanding  properties  of  analytic  functions  wich  lead  to 
the  Cauchy-Riemann  équations  are  the  conformai  property,  and  the 
équivalent  property  of  possessing  a  unicjue  (*)  deri\ative. 

In  the  case  of  non-analytic  functions  it  is  natural  to  inquire,  in  con- 
nection with  the  first  of  thèse  properties,  how  the  angular  distortion 
at  a  point  is  related  to  the  directions  of  the  sides  of  the  angle. 

It  is  found  that  for  a  fixed  angle  in  the  plane  of  the  indépendant 
variable  there  are,  in  gênerai,  two  directions  for  the  initial  side  cor- 
responding to  which  the  angular  distortion  Iakes  on  extrême  values. 

Thèse  directions  vary  with  the  angle,  but  are  perfectly  determinate 
even  in  the  limiting  case  in  which  the  angle  under  considération 
approaches  zéro.  For  this  spécial  case  the  two  characteristic  directions 
coincide  with  certain  directions  discovered  by  Tissot  in  connection 
with  mapping  problems. 

A.  similar  study  is  made  in  regard  to  tlie  difîerence  quotient.  It  is 
found  that  there  are  \.\\o  directions  at  each  point  in  the  plane  of  the 
independent  \ariable  along  which  the  scjuare  of  the  limil  of  the  abso- 
lute  value  of  the  diiierence  ([uotient  takes  on  extrême  values.  It  is 
particularly  interesting  to  note  that  thèse  directions  coincide  with  the 
directions  of  the  spécial  case  mentioned  aboN  e. 

The  lines  which  thèse  two  directions  détermine  (hère  called  charac- 
teristic iiiies)^  are  studied  by  means  of  the  fundamcntal  (juantities  E, 
F,  G,  defined  precisely  as  the  fundamcntal  quantities  of  dillerential 
geometry.  The  lines  are  somewhat  similar  to  lines  of  curxature.    A 


(')  It  is  customary  to  say  lliat  the  derivative  does  iiot  exist  iii  case  llie  hmil 
of  the  difTereiice  quotient  is  iiot  unique.  There  are,  lio\\ever,  occasional  depar- 
tures  froiii  ihis, practice. 
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distinction  between  analytic  and  non-analytic  functions  is  that  ihe 
cliaracteristic  lines  of  the  former  become  indelerminate.  This  is  com- 
parable, in  differenlial  geomelry,  to  the  case  of  ihe  spliere,  whose  lines 
of  cunature  become  indelerminate.  The  indicatrix  of  differenlial  geo- 
iiietry  is  analogous  to  Tissot's  indicatrix,  which  becomes  a  circle  in  the 
analytic  case. 

The  notion  of  the  ellipticity  of  a  function  is  introduced.  This  is  the 
absolute  \alue  of  the  différence  between  ihe  semi-axes  ofTissol  s  indi- 
catrix. The  ellipticity  can  be  used  as  measure  of  the  divergence  of  a 
function  al  any  point  from  an  analytic  function. 

A  second  approach  to  the  sludy  of  this  iheory  is  made  through  the 
Beltrami  e(|uations.  Use  is  made  of  the  resuit  that  any  l^vo  complex 
functions  on  a  given  surface  are  analytic  functions  of  each  other.  By 
considering  the  spécial  case  in  whicli  the  given  surfac-e  is  a  plane  a 
complète  classification  of  functions  is  oblained.  Functions  of  ihcsame 
class  in  a  given  région  are  the  functions  which  are  defined  in  that 
région,  and  ^Yhich  are  anal}'tic  functions  of  each  other.  From  this 
point  of  \ie\v  analytic  functions  defined  in  a  gixen  région  simply 
constitute  one  of  thèse  classes. 

Many  theorems  of  the  usual  theofy  of  analytic  functions  can  be 
generalized  to  apply  to  functions  of  any  one  class.  Thus  there  exists 
in  each  class  a  theoryalmost  coextensive  with  the  analytic  iheory.  No 
attempl  bas  been  made  hère  to  push  this  generalization  lo  its  conclu- 
sion, but  to  illustrate  this  possibility,  the  method  is  applied  to  one  or 
two  of  the  more  important  theorems  of  the  ordinary  theory. 

Finally,  il  should  be  mentioned  that  throughout  the  paper  only 
those  régions  are  admitted  in  which  the  functions  under  considération 
are  free  from  singularities.  A  future  paper  isconlemplated  wliich  will 
include  a  study  of  the  properties  of  non-analytic  functions  in  the 
neighborhood  of  their  points  of  discontinuity,  together  with  exten- 
sions of  the  ideas  of  the  présent  paper. 

2.  Directions  a f  maximum  and  minimum  an^uLai-  dislorlion.  — 
One  of  the  most  prominent  distinctions  belween  analytic  and  non- 
analytic  functions  lies  in  the  fact  that  in  the  case  of  analytic  functions, 
the  correspondence  between  the  planes  of  the  dépendent  and  indepen- 


3.^0 
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dent  variables  préserves  angles.  In  the  case  of  non-analytic  t'unctions, 
it  is  of  interest  to  inquire  in  what  manner  the  amount  of  distortion 
of  angles  at  a  point  varies  as  the  sides  of  the  angle  vary  in  direction. 
This  (juestion  will  novv  hy  investigated. 

We  dénote,  as  usual,  the  independent  variable  hjz:=x-+-  iy  and 
consider  ihc  function 

Let  u  and  »•,  the  real  and  imaginary  parts  of  u',  and  also  their  lirst, 
second,  and  third  partial  derivatives  (  '  )  be  assumed  to  be  continuons 
in  the  régions  considered. 

We  introduce  the  fundamental  quantities  E,  F  and  G,  delined  as 
follows  : 

2L=:-—        -f--—,      G=— --H      —      ,        1=-—-—-^—-. 
\(ixj         \âxj  \àyj         \<)yj  ôxdy       <)  V  ()f 

Thèse  quantities  are,  of  course,  not  independent.  Since  they  are 
obtained  froin  a  certain  représentation  of  the  plane,  they  must  satisfy 
the  partial  differential  équation  K  =  o  where  K  is  the  expression  for  the 
Gaussian  curvatuie  of  the  difTerential  forrn  Ec/x'-h^Fdxdy -\-Gdy-. 

Now  consider  tvvo  directions  in  the  z-plane  deterinined  bv  lanO  =  h 
and  tançi  =  /;î,  where  the  angles  0  and  o  are  nieasured  from  the 
J7-axis,  and  suppose  that  the  angle  a  =  0  —  ç-  retnains  lixed  \\  hilc  m 
and  h  vary;  then  we  hâve, 

(3)  iana  =  /.  = ; 

I  +  h  m 

Dénote  by  [i  the  angle  in  the  v\  -plane  corresponding  to  a.  An  easy 
computation  gives 


E  +  Vk  +  [/.(G  -  l'O  +-  2  l'I  m  -4-  (G  —  1-7.  )  w- 

in   the   usual  manner  the   following  équation  is  obtained  for  the 
values  oî  ni  which  yield  extrême  values  for  tan  ^  when  they  exist. 

(  5  )     17.- (  (;    -  K )  -f-  ■>,  V  1  m''  —  '^.  (  G  —  E  —  ■..  /■  I-  )  /;/  —  k  (  G    -  K  )  —  x  V  -  o . 
If  the  coefficient  of /yr  in  ihis  équation  does  not  vanish,  it  isnuineri- 

(')   riie  ciii\aluie  K  inlrodiiced  belou  iiivolves  llie  lliii  d  derivalives  of // aiul  f. 
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cally  equal  to  the  term  independent  of  m  but  opposite  in  sign.  The 
solutions  of  (5)  are  then  real  and  are  the  négative  reciprocals  of  each 
other,  The  corresponding  directions  are  therefore  perpcndicukir  to 
each  other.  We  shall  call  them  the  principal  directions  of  the  func- 
tion  w  willi  respect  to  the  angle  a. 

If  the  solutions  of  équation  (5)  are  distinct,  then  one  of  the  solutions 
corresponds  to  a  maximum  value  of  tan  [i  and  the  other  corresponds  to 
a  minimum.  The  gênerai  proof  of  this  statement  is  omitted  on  account 
of  its  length.  The  proof  for  the  case  that  is  of  particular  interest  to  us 
is  given  in  §  7. 

If  the  coefficient  of  ni^  vanishes,  vve  shall  say  that  the  directions 
parallel  to  the  axes  are  the  principal  directions.  Thèse  also  correspond 
to  maximum  and  minimum  values  of  tan  ,8. 

In  case  the  coefficients  of  both  m  and  m-  vanish,  équation  (5)  dégé- 
nérâtes altogether,  and  we  shall  say  that  any  tvvo  orthogonal  direc- 
tions are  principal  directions  for  this  case.  Hère  it  may  be  seen  that 
F  =  o  and  E  =  G,  so  that  tan  ^  is  independent  of  ni.  We  coUect  the 
resultsfor  the  varions  cases  mentionedabove,  in  thefoUowingtheorem. 

Theorem  I.  —  For  any  function  w  of  the  complex  variable  z  ihere 
existy  throui^h  each  point  of  the  z-plane,  iwo  principal  directions 
with  respect  to  any  fixed  anii;le  ol.  Thèse  directions  are  perpendicu- 
lar  to  each  otlier. 

5.  Spécial  cases.  —  There  are  several  interesting  spécial  cases  of 
équation  (5). 

(a)  If  G  =  E,  the  équation  becomes 

m'  ->r  2  km  —  I  ::=  o, 

and  is  independent  of  the  fundamental  quantities,  so  that  for  ail  such 
functions,  the  principal  directions  for  a  given  value  of  k  at  a  given 
point  are  the  same. 

(h)  If  F  =  o,  the  équation  becomes 

km-  —  i ni  —  A  :=  o, 

and  is  again  independent  of  the  fundamental  quantities. 
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(c)  If  a  is  a  right  angle,  /.  becomes  infinité  and  the  limiling  form  of 
the  équation  is  tben 

(G  —  E)m'-  +  4Fm  —  (G  -  E)  =r  o. 

The  values  of  tan  [î>  corresponding  to  the  values  of  m  Aviiicli  satisfy 
ihis  équation  reduce  to 

p.  v/(iiG-F-^) 


V/[(G-E)^+41'^'] 


(d)  If  bolhE=(l  and  F  =  o,  the  équation  dégénérâtes.  In  ihis 
case  it  can  be  shown  that  n  and  v  satisfy  the  Cauchy-Riemann  équa- 
tions, or  it  can  be  seen  that  the  expression  for  tan^S  reduces  to 
/f,  and  the  function  in  this  case  will  be  said  to  be  analytic  ai  the 
point  ('). 


If  \ve  consider  the  limiting  case  in 


\.  The  l'unilin'^  case  /i  =  o. 
vvhich  the  angle  a  reduces  to  zéro  we  see  from  formula  (4)  that  tan  [5 
also  vanishes.  In  this  case,  instead  of  considering  the  maximum  and 
minimum  values  of  tan  ^^i,  we  may  consider  the  maximum  and  minimum 

values  of  the  limit  of  - — ^■,  as  a  =  o.  The  corresponding  form  of  équa- 
tion (5)  can  be  obtained  by  simply  putting  A  =  o  in  that  équation, 

which  gives 

Fm^  — (G  — E)/»— F  =  o. 

The  values  of  m  satisfying  this  équation  correspond  to  maximum 
and  minimum  values  of -^s»  where  '\  is  the  angle  in  the  a-plane  cor- 
responding to  the  angle  0  in  the  r-plane. 

A  detailed  discussion  of  this  limiting  case  will  be  given  in  the  ncxt 


(')  We  shall  use  ihe  expression  anatylic  at  a  point  V  in  ihis  sensé,  even 
when  the  fiinclion  is  not  analytic  al  any  other  point  in  llie  neigliborliood  of  1'. 
This  concept  seems  to  be  inlereslinj;  and  to  be  capable  of  developmenf.  Thiis.  if 
a  function  is  analytic  at  eacii  point  of  a  set  (E),  it  follows  immediately  from  the 
continuity  conditions  aiready  assuined  that  the  function  is  analytic  al  every 
jioinl  of  the  (îrsl  derived  861(1'"').  In  parlicular.  if  a  function  is  analytic  al  a  sel 
of  points  that  are  dense  in  any  rcgion  (or  on  any  curve)  ihe  function  is  analvlic 
throughout  that  région  (or  on  llial  curve)  provided  tiie  continuity  conditions 
remain  true. 
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few  articles,  where  the  équation  for  m  derived  above  vvill  be  obtained 
in  a  différent  connection. 


ij.  Direclional  dérwatives  of  functions.  —  Instead  of  studying  the 
variation  in  the  distortion  of  angles,  the  variation  in  Lhe  value  of  the 
limit  of  the  difîerence  quotient  may  investigated.  It  will  be  convenient 
to  regard  this  limit  as  a  derivative  associated  with  a  given  direction, 
and  to  use  the  usual  notation  for  a  derivative.  The  limit  vvill  be  called 
the  directional  derivative  oî  ^v. 

By  définition 

lim 


The  assumptions  that  hâve  been  made  concerning  the  functions  u 
and  V  permit  the  use  of  the  law  of  the  mean  for  functions  of  two 
variables.  Thus  we  hâve, 

A  ^"     A  ^"     A  T> 

A  «  =  -r—  A  ,r  -f-  —  A  >•-  H-  Ri , 

A  ^''     A  ^''     A  n 

ôr  a  y    " 

where  the  remainders,  U,  and  Ro,  are  such  that 

,.      H,  R, 

lim    - —  ^  o,  iim  - —  :r=  o. 

By  the  use  of  thèse  formulas  we  obtain 


dw 
~dl 


du  [Ou        ôv\  ^dv  ,     , 


EL 


'  dv        <)u\  ,àu'\     , 


Ar 


where  A::  is  supposed  to  approach  zéro  in  such  a  way  that  —  appro- 
aches  the  limit  m.  The  discussion  can  be  easily  modifîed  to  suit  the 
case  in  which  ^—  approaches  zéro. 

By  squaring  and  adding  the  real  and  imaginary  parts  of-j^  we 
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obtain 


chv 


M  +  2^1''  +  /?i-(P2  +  G)  -+-  o-inH-  +  in'Çj        V.  -^  imV  +  Gm"- 


(i  -H  rn-y- 


dG^ 


This  last  expression  is  seen  to  be  équivalent  to  -^  where  ds  and  (h 
are  the  corresponding  differentials  of  arc  length  in  tlie  j-plane,  and 
in  the  w-plane,  respectively. 


G.  The  principal  directions  for  ihc  dévitalise.  —  We  liave  already 
considered  the  distinction  between  analyticand  non-analyticfunctions 
based  upon  the  conformai  property.  A  furtlier  fundamental  distinction 
between  them  consists  in  the  fact  that  the  directional  derivatives  of 
the  latter  at  a  given  point  are  not  unique,  but  dépend  on  the  manner 
in  which  the  incrément  of  the  independent  variable  approaches  zéro. 

Tt  is  of  interest,  then,  to  know  in  what  uay  thèse  directional  deri- 
vatives vary  as  ihe  method  of  approach  to  a  point  varies,  and  in  parti- 
cular,  to  know  AAhether  the  absolute  value  of  the  derivative  regarded 
as  a  function  of  //z,  takes  on  maximum  and  minimum  values.  This 
question  will  now  be  considered. 

For  convenience  we  write 


(6) 


dw 
11 


lî  +  2  F  m  -\-  G  m"- 


The  quadratic  équation  in  m  which  détermines  ihe  extrême  values 
of  /',  wheu  they  cxisl,  is 


(7 


F  4-  ( G  —  E )  /?t  —  F  //?'- 


o. 


This  is  llie  spécial  limiting  case  of  équation  (5)  which  was  considered 
in  i;  4.  That  ihis  should  be  so  may  be  seen  by  noticing  that  from 
équation  (4)  we  bave 

v/(EG  — F*) 


Il  m 

Â=0 


If  F  does  not  vauish  equalio)i  (-j)  détermines  Iwo  mulually  oilho- 
gonal  directions.  Thèse  are  the  principal  directions  of  the  function  a- 
willt  respect  to  a  zéro  an^le.  We  shall  call  them  simply  ihe principal 
directions  of  llie  function  u\ 
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Tliese  directions  for  any  iion-cotiformal  transformation  of  any  sur- 
face were  discovered  by  Tissot  (')  in  connection  with  mapping 
problems. 

If  F  =  G  and  E  :^  G,  \ve  sliall  say  that  tlie  directions  parallel  to  tlie 
axes  arc  the  principal  directions.  If  F  =  o  and  E  =  G  we  shall  say  that 
any  two  orthogonal  directions  are  the  principal  directions.  Thus  in 
ail  cases  we  hâve  the  foUowing  theorein. 

TiiEOREM  II.  —  Fo/'  aiiy  function  of  the  coniplex  variable  z  iherc 
exists,  tlirough  eacJi  point  of  the  z-pla?ie^  a  pair  of  principal  direc- 
tions. Thèse  directions  are  perpendicular  to  each  other. 

The  pair  of  principal  directions  through  a  point  is  unique  except  at 
points  for  which  E  =  G  and  F  =  o. 

The  curves  determined  by  the  solutions  of  the  differential  équa- 
tion (7)  will  be  called  the  characteristic  Unes  of  the  function  w. 

7.  The  maximum  and  minimum  values  of  r.  —  The  équation  (7) 
regarded  as  an  équation  for  m  may  be  written  in  either  of  the  forms 

,„,  F  +  Gm        E -h  2F//i  +  G/«-  „      „  F-i-G/« 

(8)  = 5 ,  L  +  F/^î- 

m  1  -h  in'^  ni 

Let  A  dénote  either  of  the  values  of  m  satisfying  équation  (7)  and 
let  p  dénote  the  corresponding  value  of /•.  Then  from  équations  (8) 

,    ,  F  +  G>.  ,.      ... 

(9)  0=3  ; j  or  p  ^  h  +  r  A. 

The  élimination  of  X  leads  to  the  équation 

(10)  p'2— (E  +  G)p  — F'^  =  (). 

The  two  solutions  of  this  équation,  when  diflerent,  will  be  called 
the  principal  expansion  factor s  of  the  function  w. 

Equations  (9)  can  be  solved  for  E  and  G  in  terms  of  p,  A,  and  F. 
When  the  resulting  values  are  substituted  in  équation  (6),  the.expres- 


(')  TissOT,  Sur  les  cartes  géographiques  {Comptes  rendus,  1849). 

Jourii.  de  Math.,  tome  II.  —  Fasc,  IV,  igaS.  H'i 
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sion  for  /•  reduces  to 

(il)  /•  =  p  — F. ^- 

/.(H-/?i^) 

From  ihis  it  follows  direclly  lliat  if  A  is  llie  positive  solution  of 
équation  (7),  tlien  p  is  ihe  maximum  of /•  at  points  where  Fis  positive, 
and  llie  minimum  wliere  F  is  négative.  This  may  be  seen  also  by 

Computing  -1—  from  équation  (i  i). 

If  F  =  o  while  G  ^  E,  the  équation  (6)  for  r  becomes 

E  +  Gm* 

/■  = ^  j 


from  whicli  \ve  see  that  if  G  is  positive  and  greater  than  E,  /■  =^  E  is  a 
minimum  corresponding  to  m  =  o,  and  that  r^G  is  a  maximum 
corresponding  to  m  =  00.  If  G  is  négative  the  maximum  and  minimum 
values  are  interchanged.  The  argument  is  similar  if  E  >  G.  Thus  in 
every  case  we  hâve  proved  the  follovving  theorem. 

TiiEORKM  III.  —  T/te  value  of  r  at  each  point  of  the  z- plane ^  cor- 
responding to  one  of  the  principal  directions  is  a  maximum^  and 
tlie  imlue  corresponding  to  the  other  principal  direction  is  a  mini- 
mum, whenener  the  solutions  of  équation  (\o)  are  distinct. 

8.  Fundanieiital  property  of  characteristic  Unes.  —  The  charac- 
terJstic  lines  form  a  spécial  orthogonal  syslem  of  lines  in  the  r-plane. 
The  lines  of  the  a-pIane  corresponding  to  them  also  form  an  ortho- 
gonal System.  This  suggests  the  problemofdetermining  the  conditions 
which  an  orthogonal  System  must  satisfv  in  order  that  the  corres- 
ponding System  may  also  be  orthogonal.  Let  />(.r,y)  =  const., 
q  =  const.,  be  an  orthogonal  System  of  curves  in  the  --plane  vshich 
corresponds  to  an  orthogonal  System  in  u^-plane.  Along  one  of  the 
•curves  q  =  c^  x  and  )'  may  be  regarded  as  functions  of  p,  and  along 
p  =z  .(■  they  may  be  regarded  as  functions  of  y.  Similarly,  in  the 
a-plane,  u  and  r  along  one  set  of  the  corresponding  curves  may  be 
regarded  as  functions  of  p  and  along  the  other  set,  as  functions  of  y. 
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ïiie  conditions  of  orthogonality  in  ihe  two  planes  are 

dx^  <Xe        <lv  ày  ()n  du        de  dr  _ 

dp  de/        dp  dq  ^      '  dp  dff        dp  dq  ^  ''' 

The  second  of  thèse  may  be  written  in  the  form 

du  dx       du  dy\  f du  dx       du  dy\ 
dx  dp       dy  dp  )  \  dx  dq       dy  dq  ) 

/  dv  dx        di>  dy\  /  di'  dx        dv  dy 

\ dx  dp       dr  dp  J  \dx  dq       dy  dq 


or 


:==  O 


„  dx  dx       „fdx  dv       dy  d.v\       ^^  dy  dy 
dp  dq  \dp  dq        dp  dq  J  dp  dq 

and  by  means  of  the  first  équation  this  can  be  reduced  to 

or  to  a  similar  équation  with  p  replaced  by  q.  Now  along  one  of  the 

curves  r/  =  c, 

dq  dx       dq  dv 

^         _l_  -^    •_  =  o. 

dr  dp        ôy  dp 

By  means  of  this  formula  the  équation  above  reduces  to 

The  function  p  satisfies  the  same  équation.  Thèse  équations  show 

that  in  =  —  l-j-  I    7    (  y^  )  computed  from  q  =■  c  and  the  correspond- 

ing'  value  computed  from  p  =^  c,  both  satisfy  équation  (5).  Thèse 
curves  are  therefore  the  characteristic  lines.  Thus  we  bave  proved  the 
following  theorem. 

Theoreji  IV.  —  The  only  orthogonal  system  of  curves  in  the 
z-plane  which  corresponds ,  by  means  of  a  give/i  non-analytio» 
function  w,  to  an  orthogonal  System  in  the  w-plane,  is  tJie  System 
of  characteristic  lines  of  the  function  w  ('  ). 

(  '  )   For  a  géométrie  proof  of  lliis  iheorein  see  Darboux.  Leçons  sur  la  IhCorie 
générale  des  surfaces,  vol.  111,  p.  (\L). 
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9.  The  Beltrami  Equations.  —  The  Cauchy-Riemann  équations 
hâve  been  generahzed  by  Beltrami  to  apply  to  a  complex  function  on 
any  surface.  Thèse  generalized  équations  are  valid  for  complex 
functions  in  a  plane.  \\  e  hâve,  therefore,  for  any  function  tv  =  w  -+-  /»■ 
of  the  complex  variable  z  the  following  équations  : 


dx            \     Oy           ôx  J 

li, 

:  J. 

and  also  the  équations  obtained  from   thèse  by  interchanging  the 
functions  a  and  r, 

From  thèse  équations  u  may  be  eliminated  by  equating  the  two 
expressions  for  the  second  partial  derivativc  of  ii  with  respect  to  x 
and  y.  This  is  permissible,  since  the  second  derivatives  of  u  and  r  are 
assumed  to  be  continuons.  Similarly,  r  may  be  eliminated.  ^\llen  tlie 
élimination  is  performed,  it  is  found  ihat  u  and  i-  both  satisfy  the 
following  partial  differential  équation  of  the  second  order  : 

(12) 


Ox    J  0»/        L     <^-^^  ày    J 


oi_ 

Ox 

If,  in  the  équation  just  obtained,  the  quantilies  E,  F,  and  G  are 
replaced  by  three  quantities  proportional  to  them,  the  équation  would 
obviously  remain  unaltered,  since  in  each  term  the  factor  of  propor- 
tionality  vvould  occur  in  both  numerator  and  denominator. 

If('isa  solution  of  équation  (12),  the  solution  w  satisfyingBellrami's 
équations  given  above  is  determined  except  for  an  addilive  cons- 
tant. 

10.  Ciassification  of  functions.  —  The  generalized  Laplace  équa- 
tion obtained  at  the  close  of  the  previous  article  may  be  used  as  the 
basis  of  a  very  convenient  classification  of  functions.  It  is  well  known 
that  ail  functions  on  a  given  surface  are  analytic  functions  of  each 
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other^C  ).  This  is  true,  in  particular,  for  funclions  in  a  plane.  Il 
foUovvs  that  ail  functions  whose  real  and  imaginary  parts  sa tisfy  équa- 
tion (12)  are  analytic  functions  of  eacli  other.  AU  such  functions 
which  are  defined  throughout  a  given  région  cxccpl  al  a  sel.  of  points 
whose  derived  sel  is  jinile^  will  be  said  to  belong  to  the  same  class  in 
that  région. 

Since  tlie  ratios  of  the  quantities  E,  F,  (î,  détermine  équation  (12), 
thèse  ratios  détermine  the  class  to  which  a  function  jjelongs;  thus  if 
we  Write  p  ^=  -,  q  =z  —,  w-e  niay  say  that  any  function  whose  funda- 

mental  quantities  détermine  the  ratios  p  and  q  belongs  to  the 
class  {p,  q). 

The  foUowing  statements  are  easily  proved  : 

Every  function  (subject  to  the  continuity  and  differentiability 
conditions  previously  specified)  belontj;s  to  a  drfinitc  class^  in  a  given 
refjrion. 

No  funcAion  belongs  to  two  différent  classes  in  the  same  région. 

The  totality  of  analytic  functions  in  a  given  région  conslitule  a 
separate  class,  tlie  class  (0,1). 

There  exist  functions  belong ing  lo  eçery  class  in  a  given  région. 

Equation  (12)  will  be  called  the  differential  équation  of  the  class 
determined  by  the  quantities  E,  F,  G,  appearing  in  its  coefficients. 

11.  The  ellipticity  of  a  function.  —  In  order  to  picture  more 
vividly  the  behavior  of  a  function  in  the  neighborhood  of  a  point,  an 
ellipse  may  be  constructed  whose  axes  lie  in  the  direction  of  the 
characteristic  lines  at  that  point,  and  whose  semi-major  and  semi-minor 
axes  are  equal  to  the  principal  expansion  factors.  The  ellipse  con- 
structed in  this  manner  lias  been  called  Tissofs  indicatrix. 

The  semi-axes  of  Tissot's  indicatrix  are  obtained  from  équation  (10) 
of  >^  7.  In  order  to  détermine  under  what  circumstances  the  indicatrix 
reduces  to  a  circle  we  form  the  discriminant  of  this  équation,  which 
is,  (E  +  G)'-'  —  4(EG  -  F^).  This  can  be  reduced  to  (G  -  E)^'  +  4F-, 
so  that  the  discriminant  vanishes  only  if  G  =  E  and  F  =  O. 

(')  See  Picard,  Traité  cf  Analyse,  vol.  JI,  p.  9.  The  restriction  whicli  we 
hâve  introduced  beiow,  tlial  ihe  functions  hâve  a  common  région  of  definilion, 
should  be  included  hère. 
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If  lliese  équations  hold  only  at  certain  points,  such  points  uill  be 
called  anaiylic  points  of  the  ("unction.  Thèse  points  niay  be  isolated, 
or  they  may  flll  out  a  curve  in  the  r-plane,  or  they  may  cover  an 
entire  région  of  the  plane.  In  any  case,  ibey  forin  a  closed  set.  ^^'hen 
they  cover  an  entire  région  H  the  fanction  is  analytic  in  R. 

Since  the  two  principal  expansion  factors  are  equal  at  analytic 
points,  we  bave  équation 

Pi  —  P2=:<>. 

In  the  neighborliood  of  analytic  points  (assuming  continuity^  the 
différence  of  the  principal  expansions  becomes  smaller  and  tbe  func- 
tion  behaves  more  and  more  like  an  analytic  function.  The  absolute 
value  of  the  différence  between  the  solutions  of  équation  (lo)  may  be 
taken  as  the  measure  of  the  divergence  of  the  function  from  an  ana- 
lytic function. 

The  expression 

I  91  —  9A  =  0, 

will  be  called  the  (dlipticity  of  the  function.  Given  a  sel  of  points  P, . 
P2,  . . .,  P/j,  . . .  that  bave  a  limit  point  P,  if  the  ellipticity  at  P,  is  £, 
and  if  lim£,=  o,  the  function  is  analytic  at  P. 


12.  TJtc  indicatrix  for  funclions  of  ihe  saine  class.  —  If  two 
functions  belong  to  the  same  class  in  a  given  région,  the  indicatrix  of 
one  of  them  is  related  to  the  indicatrix  of  the  other  in  a  very  simple 
way.  The  indicatrix,  at  a  given  point,  is  deterniined  by  the  values  of 
the  principal  expansion  factors.  Since  the  quantities  E,  F,  G,  for  two 
functions  of  the  same  class  are  proportional,  it  follows  from  the  form  of 
équation  (10)  that  the  principal  expansion  factors  for  one  function 
are  proportional  to  those  of  anotlier  of  the  same  class.  Itisassumed 
that  the  factor  of  proportionality  neither  vanishcs  nor  becomes  inlinite 
at  the  point  under  considération.  Thus  we  obtain  the  foUowing 
theorem. 

TiiEOUEM  V.  —  The  indicatrix  of  any  fnurliou  is  si  ni  i  la  r  to  tlir 
indicatrix  of  any  otlicr  function  of  the  sanir  class ^  at  points  for 
^yhich  the  factor  of  proportionality  hcrwccn  tlw  fundamcntal  (jiKtn- 
titics  ncitliei'  vanishcs  nor  hecoincs  infinité. 
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15.  Tlic  proportioiiaUly  faclor.  —  We  liave  already  noted  that 
tlie  fundamental  quantities  E,  F  |and  G,  must  satisfy  the  differential 
équation  K  =  o,  where  K  is  the  expression  for  thc  total  curvature  of 

the  differential  form 

E  f/.r"'  4-  2  F  dx  dy  +  G  dy"^ . 

The  équation  K  =  o,  written  out,  is 


I 

'  d   /F    (W. 
]û:\V7i  ôy  ~ 

I    dG\            d    /2    dF 

J    âx  J       ôy  \J  dx 

1  ÔE 

F   ÔE 

2j 

J  ây 

EJ  àx 

If  we  substitute  ÀE,  XF,  X(j,  for  E,  F,  G,  in  this  équation,  we 
obtain  équation  (12)  with  log  A  in  the  place  ofO,  As  a  resuit,  therefore, 
we  obtain  the  ("oUowing  theorem. 

Theorem  VI.  —  The  logaritlim  of  thc  faclor  of  proporlionalily 
of  the  t^vo  sels  of  f  unclame niai  quantities  thaï  belong  ta  Iwo  func- 
lions  of  the  sanie  class  ni.usl  satisfy  the  differential  équation,  of  tlie 
class. 

14.  The  class  of  a  funclion  of  a  funclion.  —  Let  W,  =  U,  H-  i  V, 
and  Wo  =  Vk,  -\  /Vo  be  two  functions  of  z  of  the  same  class.  Wc 
wish  to  considerhow  theyare  relatedwhen  they  are  regarded  as  func- 
tions of  a  function  u-  =  m  -h  /r. 

Since  the  t\YO  functions  (as  functions  of  s)  are  of  the  same  class, 
E,  =  XE2,  F,  —  XF^,  G,  =  XGo.  The  variables  are  now  tobechanged 
from  the  pair  (a, y)  to  the  pair  (//,  v).  The  formulas  for  the  new 
values  of  the  fundamental  quantities  are 


,,  (dvy-      _,  ôv  ôv     ,,  [ôvy 


F. 

G,  -  Fi 

HP 

■■)' 

-2F. 

ôv  ôv 
dx  dy 

Hi 

;)' 

<?2  g  2  —  J  \  F2  Gj  —  F'z 

with  the  corresponding-  formulas  for/',,  /a,  and  i', ,  g.,. 

In  the  llrst  of  thèse  formulas  we  may  replace  E,,  F,,  G,,  on  the 

ri^ht  bv  tlieir  values,  XE,,,  XF.,,  XG...  The  resuit  is  r-  times  thé  second 
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expression  on  the  right.  Thus 


71   ~  fi 


ke-i^ 


where  k  =-  -4~'  Similarly 

f,—  kf,,         and         g^  —  k^^. 

Hence  vve  hâve  the  following  theoreui. 

Theorem  VII.  —  // W,  andW  ^are  Iwo  fuiinlions  of  the  sanie  class 
wheii  regarded  as  functions  of  some  variable  z,  lit  en  ihey  arc  aho 
of  the  same  class  ivhe/i  re<^arded  as  functions  of  any  funcllon 
ofz. 

11>.  Functions  determined  by  boundary  values.  —  As  mentioned 
in  ihe  introduction,  it  is  possible  to  generah'ze  many  theorems  of  the 
analytic  fimctiontheory  so  as  to  apply  to  functions  of  any  given  class 
in  a  given  région.  As  an  illustration  of  this  application  of  our  theory 
we  give  a  generalization  of  the  well-known  theorem  concerning  the 
détermination  of  a  function  by  means  of  its  values  on  a  given  boun- 
dary. 

Let  yp=:'^(^)  be  a  non-analytic  function  of  a  certain  class  in  a 
région  including  the  closed  région  R,  and  consider  the  function 

F(..)=:A(nO, 

where  A  is  analytic.  F(r)  is  ihen  determined  by  its  values  on  the 
boundary  of  a  closed  région  II'  in  the  a-plane.  if  novv,  the  closed 
région  11'  corresponds  uniqucly  by  means  of  the  function  kx  =  'd(z), 
to  the  closed  région  ii  in  the  r-})lane,  then  the  function  V{z)  is  deter- 
mined by  its  values  on  the  boundary  of  the  région  R.  Weare  thus  Icd 
to  folio wing  theorem. 

Theorem  VIlï.  —  Jf  by  means  of  a  non-analytic  function  u-  =  o(r), 
ihcre  is  a  unique  correspondence  bet^veen  a  closed,  reî^lo//  W  of  the 
z-plane  and  a.  closed  région  R'  of  the  {v-plane,  then  there  /s  one  and 
only  one  function  J'X^)  of  the  class  determined  by  o(-)  vihich  takes 
on  given  values  along  the  boundary  of  H. 
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Sur  r itération   analytUjue 
et  les  substitutions  permutables  (') 


Par  p.   FATOU. 


CHAPITRE  I. 

L'ITÉRATIOX    analytique    dans    le    domaine    d'un    point    double    ATiKACTIF 
DE    multiplicateur    NON    NUL. 

On  dit  que  deux  substitutions  analytiques  efTectuées  sur  une  variable 
complexe  z  et  définies  respectivement  par  :;,  =:f(^z),  z^  —  g{z)  sont 
permutables  lorsqu'on  a  identiquement 

Pour  que  cette  identité  ait  un  sens,  il  faut  que  z  appartenant  à  la 
fois  aux  domaines  d'existence  des  deux  fonctions  /  et  «•,  les  points 
p=y(j),  w  ^^  g(z)  appartiennent  respectivement  aux  domaines 
d'existence  des  fonctions  g  et  /.  Si  les  fonctions  /"  et  g  ont  des  déter- 
minations multiples  dans  le  domaine  considéré,  cette  identité  doit 
naturellement  être  précisée.  Supposons,  en  particulier,  que,  lorsque  ^ 
décrit  le  domaine  D  simplement  connexe,  les  points  r  et  w  décrivent 
les  domaines  D,  et  D',  complètement  intérieurs  à  D,  les  fonctions/" 
et  g  étant  holomorphes  dans  D.  Cliacune  des  substitutions  considérées 

(')  Les  principaux  résiillals  exposés  dans  ce  Mémoire  ont  été  indiqués  dans 
une  Noie  des  Comptes  rendus  (l.  173,  10  octobre  i9'2i)  :  Sur  les  fonctions  (/ui 
admettent  plusieurs  théorèmes  de  multiplication.  M.  Julia  a  énoncé  ensuite 
dans  ce  même  recueil  (séance  du  24  octobre  1921)  des  résultats  entièrement 
analogues,  en  ce  qui  concerne  les  substitutions  rationnelles. 

Journ.  de  Math.,  tome  II.  —  Fasc.  IV,  1923.  4^ 
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possède  alors  un  point  double  et  un  seul  dans  D,  et  ce  point  double  est 
attractif;  c'est  là  un  fait  bien  simple  à  démontrer,  au  moyen  de  la 
représentation  conforme  (')  ou  des  farnilles  normales  de  M.  Montel. 
Soit  alors  z^  le  point  racine  de  r  =z/(z)  intérieur  à  D  ;  on  a 

|/'(~^o)|<l. 

D'autre  part, 

Le  point  §'{'-,,)  est  donc  un  point  double  de/,  et  comme  g'(~-»)  *ippar- 
tient  à  D,  on  a 

z-o  est  donc  un  point  double  attractif  commun  aux  deux  substitutions. 

La  reclierche  des  substitutions  [^ii'(^)]  permutables  à  [-|/(.^)] 
est  alors  équivalente  au  problème  de  Titération  analytique  et 
M.  Kœnigs,  dans  son  Mémoire  des  Annales  de  l'Ecole  Normale  sur 
les  équations  fonctionnelles,  en  a  donné  une  solution  extrêmement 
simple,  du  moins  pour  le  cas  de  f'{Z(,)^o.  Nous  allons  rappeler 
brièvement  les  résultats  obtenus  par  M.  Kœnigs,  en  renvoyant  pour 
plus  de  détails  au  Mémoire  cité. 

Supposons  que  le  point  double  attractif  soil  à  l'origine  et  soit 
f'(o)  =  s,  avec  o  <^  |  .y  |  <<  i .  Soit  F  un  cercle  ayant  son  centre  à  l'ori- 
gine et  dans  lequel  on  a 

k  étant  une  constante  positive  comprise  entre  \s\  et  i.  L'équation 
fonctionnelle  de  Schrôder  admet  une  solution  -(:^),  holomorphe 
dans  r,  nulle  à  l'origine  et  de  dérivée  égale  à  i  en  ce  point  : 

Si  le  rayon  de  F  est  suffisamment  petit,  l'équation 

uz=l{z) 
définit  une  fonction  ^=^'«|/(//),  holomorphe  au  voisinage  de  i^  =  o, 

(')    Voir  ("m.  .]  vu  A,  Sa/-  l'itération  des  fondions  rationnelles  {Journal  de 
Matlièniatiques,  191 8,  p.  (h  et  siiiv.). 
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nulle  en  ce  point,  qui  vérifie  l'équation  fonctionnelle 

Si  Ton  pose,  d'une  manière  générale, 

f{z)  =  ^];{su). 

X  étant  un  paramètre  arbitraire,  on  a  les  identités 

(  J\{z)=f{z). 

On  définit  ainsi  un  groupe  continu  à  un  paramètre  de  substitutions 
régulières  à  l'origine,  permutables  entre  elles  et  avec  la  substitution 
donnée,  et  se  réduisant  à  la  substitution  identique  pour  X  =  o,  à  la 
substitution  donnée  pour  X  =  i. 

/")(:?)  est,  comme  Ton  voit,  une  fonction  analytique  de  A.  Toute 
substitution  permutable  à  /",  ayant  un  point  double  à  l'origine  et  de 
multiplicateur  s'  donné,  est  complètement  déterminée  et  coïncide  par 
suite  avec/)  (:;),  X  étant  déterminé  par  la  condition 

Pour  le  voir,  il  suffit  de  développery  et  ^'  en  séries  entières  : 

i,^{z)-=zs'z  -h  u^z-+  .  .  .+  u„z"^-^.  .  . 

et  d'identifier  les  développements  de/[\;'(r)]  et  g[f  {'•)]•  On  obtient 
ainsi  des  égalités  de  la  forme 

5H„  +  F„(W,,    ...,    U„^^i)=S"Un+G,,{Ui,    f/2,    •••,    ««-1) 
OU 

{s"—s)u„—^n{Ui,  «-.,    .  .  .,  «„_i), 

F„,  G„,  $„  étant  des  fonctions  entières  des  u\  dépendant  en  outre  de  s, 
s  et  des  «;  en  faisant  /î  =  2,  3,  ...  on  détermine  les  u„  de  proche  en 
proche  d'une  manière  unique,  s"  —  s  n'étant  jamais  nul.  Il  y  a  donc  un 
développement  et  un  seul  qui  satisfait  formellement  à  l'équation  fonc- 
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tionnelle  exprimant  la  permutabilité,  et  dont  la  convergence  est 
assurée  par  le  fait  qu'on  connaît  d'avance  la  solution 

Nous  allons  maintenant  étudier,  avec  plus  de  détails,  le  cas  parti- 
culier où  /(-)  est  une  fonction  rationnelle  que  nous  désignerons 
dorénavant  par  R(^),  et  rechercher  la  nature  des  singularités  des 
fonctions  g'(z)  qui  vérifient  Téquation  de  permutabilité  considérée 
plus  haut,  en  supposant  toujours 

R(o)  =  i^(o)  =  o, 
o<|R'(o)|<i, 

et  ^(-r;)  régulière  à  l'origine.  Nous  avons  étudié  dans  un  Mémoire  anté- 
rieur (')  les  singularités  de  la  fonction  Z(:;)de  M.  Kœnigs.  Nous  savons 
queS(^)  est  holomorphe  à  l'intérieur  du  domaine  connexe  D„  contenant 
l'origine  et  invariant  par  la 'substitution  donnée;  qu'elle  admet  pour 
points  singuliers  essentiels  tous  les  points  de  la  frontière  f  de  ce 
domaine  qui  est  constituée  par  un  ensemble  parfait  continu  ou  dis- 
continu; qu'elle  est  complètement  indéterminée  en  chaque  point  de 
cette  frontière,  mais  qu'elle  y  admet  une  valeur  asymptotique  infinie 
suivant  certains  chemins,  quand  le  point  considéré  est  accessible  ; 
qu'elle  admet  dans  D„  une  infinité  de  zéros  tendant  vers  tous  les  points 
de  /,  et  qui  sont  les  points  antécédents  de  l'origine  ;  qu'enfin  sa  dérivée 
i^'(r)  y  admet  également  une  infinité  de  zéros  tendant  vers  tous  les 
points  frontières  et  qui  sont  les  antécédents  des  zéros  de  K'(^),  y 
compris  ces  points  eux-mêmes.  Nous  devons  maintenant  étudier  les 
singularités  de  la  fonction  '{«(w)  inverse  de  ^(-),  qui  est  naturellement 
une  fonction  multiforme,  puisque  S  reprend  une  infinité  de  fois  chaque 
valeur  finie.  Partons  de  l'élément  ']^o(^^)  de  fonction  analytique  inverse 
de  ^(^),  nulle  à  l'origine,  régulière  et  univalente  dans  le  cercle  F 

(iHUp). 
L'équation  fonctionnelle 

-%(.S7/)=:H[4;„(,0] 

(')  Sur  les  équations  fonclion/ielles  {li.  S.  M.  F.,  Cliap.  N  11,  1920). 


J 
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permet  de  faire  le  prolongement  de  la  fonction  ^„  dans  tout  le  plan  et 
de  trouver  ses  points  singuliers.  En  elVet,  considérons  la  fonction 

d;(«)=rR_,[^o(.9^/)] 

qui  coïncide  avec  '^o(^^)  dans  F,  R_,  {z)  désignant  la  branche  de  fonc- 
tion inverse  de  R(2)  qui  est  nulle  à  Torigine;  quand  w  décrit  F,  le  point 
j=  ']^o{u)  décrit  un  domaine  simplement  connexe  A  entourant  l'ori- 
gine, et  le  point  R_,  {z)  décrit  le  domaine  A^,  antécédent  de  A  et  con- 
tenant A  ;  A., ,  correspond  par  l'égalité  précédente  au  cercle  de  rayon  -y-- 

décrit  par  le  point  w;  '^{u)  est  algébroïde  dans  ce  cercle,  où  elle 
admettra  des  points  critiques  algébriques  si  A_,  contient  de  tels  points 
pour  R_,(:r).  En  répétant  cette  opération,  nous  délinissons  par  l'équa- 
tion 

une  fonction  algébroïde  dans  le  cercle  :  |w|^  7-^77»  dont  le  rayon  devient 

\s\' 

infini  avec  «,  identique  à  W^i^u)  dans  le  cercle  initial  et  dont  les 
valeurs  recouvrent  le  domaine  A_„,  //,'^""'  antécédent  de  A  contenant  A. 
Une  valeur  u  ne  pourra  devenir  critique  pour  cette  fonction  que  si  la 
valeur  correspondante  ^0(5"  m*)  est  critique  pour  la  fonction  algé- 
brique R._„(«);  or  l'on  sait  ou  l'on  vérifie  immédiatement  que  les 
points  critiques  de  la  fonction  R_,j(:;)  dans  D„  sont  les  conséquents 
depuis  le  rang  zéro  jusqu'au  rang  11  —  i  inclus,  des  points  critiques  c, 
c',  c",  ...  de  la  fonction  R_,  (:?)  contenus  dans  D,,  ;  on  devra  donc 
avoir 

ce  qui  équivaut,  puisque  Wq  est  univalente  dans  F,  à 

s"u'=l[ï{p{cy\=s"l{c), 

i  ( c) 

u*=^^^^^         (n—p:i). 

Ceci  étant,  marquons  dans  le  plan  des  u  les  points 

~lf~'  "TT"'  -7^'  •••        (^-1,2,^,  •••), 
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qui  ont  Finfini  comme  point  limite  unique;  remarquons  qu'on  peut 
encore  désigner  ces  points  par 

i{K)  la')  i{Ç)  .  , 

5    )    ,    ...  (m  rr:  o.    I,   2,    .  .  .), 

fin  ,./;i  fin        ■  ^  .        .       i  / 1 

ÎÇ,  'C  C  ,  .  •  •  étant  les  zéros  de  R'(:?)  intérieurs  à  D„,  en  supposant  tou- 
tefois, comme  il  est  permis,  que  les  points  c,  c\  . . .  n'ont  pas  d'anté- 
cédents à  l'infini;  en  elTet,  D„  étant  un  domaine  invariant,  c,  c',  c",  ... 
sont  respectivement  égaux  à  R((^),  R(^'),  ^C^"),  •••;  -(^)j  -(c')? 
S(c")  sont  égaux  ii  sJ:ÇC),  sI^ÇÇ),  slÇC').... 

Soit  alors  Wg  un  point  du  plan  des  ii  distinct  des  points  de  l'en- 
semble E  que  nous  venons  de  désigner  et  joignons  Om„  par  une  ligne  L 
ne  contenant  aucun  point  de  E,  formée  par  exemple  de  segments  de 
droite,  mais  absolument  arbitraire  au  point  de  vue  de  Vaiialysis 
silus;  soit  L  la  plus  grande  distance  d'un  point  de  cette  ligne  à  l'ori- 
gine et  déterminons  l'entier  //  de  manière  que 

la  ligne  L'.  transformée  de  L  par  u'=^s"u,  est  alors  complètement 
intérieure  à  T,  et  l'on  voit  bien  que  la  formule 

>r(«)^H_„[M;(5-«)] 

définit  une  fonction  analytique  et  régulière  le  long  de  L;  le  prolonge- 
ment analytique  de  l'élément  initial  de  fonction  W,,((/)  peut  donc  se 
faire  au  moyen  d'une  chaîne  finie  de  cercles  depuis  O  jusqu'en  //p,  le 
long  de  cette  ligne;  tous  les  points  du  plan  à  distance  finie  autres  que 
ceux  de  E  sont  donc  réguliers  pour  la  fonction. 

Je  dis  maintenant  que  tout  point  de  E  est  un  point  critique  algé- 
brique pour  certaines  branches  de  la  fonction,  régulier  pour  les  autres. 
En  effet,  soit  x  un  antécédent  de  rang  ni  et  intérieur  à  D„,  du 
point  C;  on  a  R,'^  (x)  =  o  pour  n  >>  ///,  comme  il  résulte  de 

h:,(..):^h'(o.h'[H(.)]...R'[h„_,(01. 

Prenons  n^  m  et  assez  grand  pour  que  le  doniainc  A_„  considéré 
plus  haut  et  qui  tend  vers  Do  pour  n  infini  contienne  x\  joignons  Ox 
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par  une  ligne  G  intérieure  à  A_„  eL  qui  a  pour  //.''""'  conséquente  la 
ligne  C  intérieure  à  A  et  joignant  l'origine  au  point  R„(£p);  à  ce 
point  R„(.x),  point  de  ramification  de  la  fonction  lv_rt(:r)  qui  fait 
remonter  de  A  à  A_rt,  la  relation  a  =  ^(z)  fait  correspondre  un  point 
du  plan  des  u  intérieur  à  F  qu'on  peut  appeler  s"u*  ;  la  ligne  L',  cor- 
respondant à  C',  joint  ce  point  à  l'origine  dans  F;  on  a 

d'où 

d'autre  part,  la  relation  Ii,„(.t)  =  t  entraîne 

d'où 

s'" 

Soit  maintenant  L  la  ligne  déduite  de  L'  en  multipliant  par  — 

l'affixe  de  chaque  point  de  L,  et  qui  joint  l'origine  au  point  w*  ; 
si  l'on  efTectue  le  prolongement  de  ^o(w)  suivant  la  ligne  L,  la 
relation 

montre  alors  bien  clairement  que  u*  est  un  point  critique  algébrique 
pour  ']>  (u),  puisque  la  dérivée  de  la  fonction  '^o(^^)  n'est  jamais 
nulle  dans  F.  Il  suit  de  là  que  les  points  de  E  sont  des  points  critiques 
algébriques  pour  certaines  branches  de  '!*(«)  et  que  le  prolongement 
de  cette  fonction  peut  se  faire  le  long  d'un  chemin  absolument  quel- 
conque, si  l'on  admet  les  éléments  algébriques.  Quant  au  fait  que 
certaines  branches  sont  régulières  aux  points  de  E,  il  découle  aisément 
de  cette  remarque  bien  facile  à  vérifier  que  les  ordres  des  points  de 
ramification  de  R_n(^)  restent  toujours  bornés,  tandis  que  le  nombre 
des  branches  de  cette  fonction  qui  se  permutent  entre  elles  à  l'intérieur 
de  D„  croît  indéfiniment  avec  ii. 

Je  dis  maintenant  que  Vx>  est  pour  toute  branche  de  la  fonction  un 
point  critique  transcendant;  s'il  en  était  autrement  il  existerait  une 
ligne  aboutissant  au  point  à  l'infini  sur  laquelle  '^(u)  tendrait  vers 
une  limite  déterminée  0;  or  •i)(a')=:^z  reste  toujours  intérieur  à  D„ 
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d'après  la  manière  dont  on  a  construit  cette  fonction;  de  plus,  on  a 

toujours 

lll{u)]  =  u, 

pour  toute  branche  de  la  fonction,  puisque  cette  relation  est  vérifiée 
pour  Félément  initial  i/o  (m),  et  que  le  premier  membre  représente 
une  fonction  analytique  de  z/;  u  tendant  vers  l'cc  et  :;  vers  0,  la 
relation  Jl(z)=  u  montre  que  0  est  un  point  frontière  de  D„, 
puisque  -(s)  ne  devient  infinie  en  aucun  point  intérieur  à  D„. 
Si  '\'{u)  admettait  un  développement  de  la  forme 


réciproquement  u  serait  dcveloppable  suivant  les  puissances  descen- 

dantes  de  (z  —  6)'',  et  le  point  z  =  f)  serait  pour  -(3)  un  point  ordi- 
naire ou  singulier  algébrique,  non  un  point  d'indétermination  comme 
cela  a  lieu  pour  tous  les  points  frontières  de  Do. 

Il  n'est  pas  inutile  de  démontrer,  bien  que  cela  puisse  paraître 
évident,  que  les  diverses  valeurs  de  '-î/(w)  fournissent  bien  toutes  les 
solutions  de  l'équation  ■^(^u)  =  z,  pour  un  point  r  quelconque  inté- 
rieur à  D„.  En  eflet,  l'équation  l(^)  =  u  entraîne 

2[R„(r)]=.çV/, 

n  étant  choisi  assez  grand  pour  que  le  point  S" u  tombe  à  l'intérieur  du 
cercle  F,  et  R„(^)  à  l'intérieur  de  A:  comme  A  et  F  se  correspondent 
d'une  manière  univoque  par  r  =  '\',Ajf)  et  u  =  '^(z),  on  a 

z  a  donc  bien  été  obtenu  par  le  procédé  de  prolongement  de  l^Çu). 
Ce  qui  précède  revient  à  dire  que  deux  racines  3  et  z'  de  l'équation 

l{z)  =  a 

sont  toujours  liées  par  une  relation  de  la  forme 

R,{z)  =  R„{z'), 
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qui  définit  une  substitution  algébrique;  l'ensemble  de  ces  substitutions 
pour  toutes  les  valeurs  de  n  forme  un  groupe,  discontinu  à  l'intérieur 
de  Dq,  et  qui  admet  la  fonction  ^(^)  comme  invariant  absolu  et  carac- 
téristique. Nous  reviendrons  dans  un  autre  Mémoire  sur  l'étude  de  ce 
groupe,  dont  nous  avons  indiqué  diverses  propriétés  dans  une  ?Sole 
récente  (C.  /?.  Ac.  Se,  t.  173,  1921,  séance  du  24  octobre). 

Connaissant  maintenant  d'une  manière  approfondie  les  singularités 
des  fonctions  '^(~-)  et  ']^(w),  il  est  bien  facile  d'en  déduire  celles  des 
substitutions  permutables  à  R.  Nous  avons 

Nous  poserons  comme  plus  liant 

puis 

w  =z  s' Il         et         ^(x;)  =:z  ^(ii'V 

La  fonction  '\'(w)  admet  comme  points  critiques  à  dislance  linie  les 
points  de  l'ensemble  E  ;  pour  que  w  vienne  coïncider  avec  un  point 

de  E,  par  exemple  le  point  —~)   il  faut  que  l'on  ait 

lit) 
^    '       s' s'" 

Dans  un  domaine  fermé  D'  complètement  intérieur  à  Do,  l'ensemble 
des  équations  analogues  à  la  précédente,  où  l'on  remplace  C  successi- 
vement par  les  valeurs  '(,  "(',  '(",  ...  en  nombre  fini  et  m  par  0,1,  2,  ..., 
n'admet  qu'un  nombre  fini  de  solutions  puisque  le  second  membre 
tend  vers  l'infini  avec  m  et  que  2(-)  esl  bornée  dans  D'.  Les  points 
racines  en  infinité  dénombrable  de  l'ensemble  des  équations  précé- 
dentes ont  donc  leurs  points  limites  sur  la  frontière  de  D„;  i,'(^)  est 
donc  analytique  dans  Dq,  sauf  en  des  points  isolés. 

Considérons  le   point   w*=— ^«   On  peut  joindre   1  origine   au 

point  w*  par  une  ligne  ^telle  que  la  fonction  'l'(w),  nulle  à  l'origine 
et  suivie  par  continuité  le  long  de  cette  ligne,  ait  un  point  critique 

en  w*  ;  soit  ^  la  ligne  déduite  de  4^  par  la  transformation  w  =  —  •  On 

peut  faire  décrire  au  point  z  dans  son  plan  une  ligne  C  partant  de 

Journ.  de  Maih.,  tome  II.  —  Fasc.  IV,  igaS.  4^^ 
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l'origine  et  telle  que  le  point  u  =  2(s)  décrive  4^';  car  on  a  s  =  ']>(«), 
et  Fou  peut  prolonger  la  fonction  'j'(w)  le  long  de  J^';  le  chemin  G 
obtenu  va  de  l'origine  à  un  point  j*  intérieur  à  Dq:  la  fonction  ir(^) 
prolongée  le  long  de  s  admet  certainement  un  point  critique  algé- 
brique en  ^*,  sauf  peut-être  dans  le  cas  où  i;(^*)  =  o.  Que  faut-il 
pour  que  cela  ait  lieu?  F^es  points  racines  de  -i'(^)  sont  les  points  "C  et 
leurs  antécédents  ;  le  lecteur  trouvera  la  démonstration  de  ce  fait  dans 
mon  Mémoire  cité  sur  les  équations  fonctionnelles,  ou  l'établira 
lui-même  en  partant  de  l'expression 

Si  donc  z*  est  racine  de  -'(:^),  on  a,  en  désignant  par  V  une  cer- 
taine racine  de  K'(^),  et/)  un  entier  positif, 

Comme  on  a  d'autre  part 


,^, .,,_.,     iC) 


il  vient,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  ^(^*), 

^(0 


5"'i(r' 


si'. 


Ainsi,  si  l'on  se  donne  '(  et  /;/,  pour  que  les  points  racines  de  l'équa- 
tion 

^    '       s's'" 

ne  soient  critiques  pour  aucune  branche  de  g(^-),  il  est  nécessaire 
que  s'  soit  de  la  forme  précédente^  p  étant  un  entier  positif  et  Ç'  une 
racine  de  R'(^)7  distincte  ou  non  de  Ç.  Celle  condition  doit  être  véri- 
fiée, en  particulier,  si  g{'-)  n'a  qu'un  nombre  fini  de  points  critiques 
à  l'intérieur  de  Do-  Comme  les  points  t,  C,  ...  sont  en  nombre  limité, 

on  a  donc 

s'^A.-.st', 

les  constantes  A^  étant  en  nombre  limité.  Si  nous  posons 
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l'indice  d'itération  a  ne  peut  prendre,  dans  ces  conditions,  qu'un 
nombre  limité  de  valeurs  suivant  les  modules  s  et  r — -^   c'est-à-dire 

log5 

que  les  fonctions  g(^)  correspondantes  sont  de  la  forme 

les  fonctions  g"'^  étant  en  nombre  limité. 

Supposons  en  particulier  que  g(z)  soit  une  fonction  algébrique  ; 
g^(z)  =  Y{g^(:)  sera  évidemment  une  fonction  algébrique,  quel  que 
soit  l'entier  ^  ;  comme  le  multiplicateur  de  cette  fonction  à  l'origine 

est  .v^,  on  devra  avoir 

.v''/=  A/,,v«. 

Comme  les  A^  sont  en  nombre  limite,  en  faisant  ^  =  1,2,...  on 
devra  retrouver  deux  fois  le  même  : 

5''/.=  A/,  5"., 

d'où 

c'est-à-dire 

s"'==.s''"', 

m  et  m  étant  des  entiers  non  nuls;  les  deux  fonctions  ^(z)  et  .£,'(-) 
sont  donc  liées  par  une  relation  de  la  forme 

Ainsi  toutes  les  substitutions  algébriques  permutables  à  R  et  ayant 
un  point  double  à  l'origine  satisfont  à  une  relation  de  cette  forme  ('  ). 
Parmi  ces  fonctions  se  trouvent  toujours  les  itérées  d'indice  entier 
positif  ou  négatif  de  R(^).  On  est  certain  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres 
quand  il  y  a  un  seul  point  racine  de  R'(::)  à  l'intérieur  du  domaine  D„ 
puisque  l'on  a  alors  '('=  '(,  par  suite  s'  =^  sP~",  donc 


(')  On  doit  remarquer  que  la  partie  fractionnaire  de  — j  n'a  qu'un  nombre 
fini  de  valeurs. 
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Faisons  maintenant  une  remarque  à  peu  près  évidente,  c'est  que  z, 
restant  intérieur  à  D^,  il  en  est  de  même  de  ^^{z)  :  cela  résulte  immé- 
diatement du  fait  que  la  fonction  '\^(w)  ne  prend  que  les  valeurs  repré- 
sentées par  les  points  intérieurs  à  D„  pour  toute  valeur  finie  de  w,  il 
résulte  en  outre  d'un  raisonnement  fait  plus  haut,  que  g(z)  prend 
effectivement  toutes  les  valeurs  de  D,,,  et  fait  ainsi  la  représentation 
conforme  de  D^  sur  une  surface  de  Riemann,  généralement  à  une  infi- 
nité de  feuillets,  étendue  sur  Dp.  D'autre  part,  si  ;:  décrit  un  chemin  C 
dont  tous  les  points  tendent  vers  l'ensemble  frontière  /*,  nous  savons 
que  2^(^)  admet  toujours  l'infini  comme  limite  d'indétermination; 
comme  toute  branche  j^=  ni-')  ^^  '^  fonction  i,'(^)  vérifie  l'identité 


le  second  membre  est  également  non  borné  dans  ces  conditions,  ce  qui 
implique  qu'il  y  a  des  points  frontières  dans  le  domaine  d'indétermi- 
nation dey;  en  particulier,  s'il  arrive  que  g(z)  est  continue  sur  l'en- 
semble frontière,  cet  ensemble  est  invariant  par  la  substitution  consi- 
dérée [::  |  -  (.-)]. 

Faisons  l'hypothèse  que  g(:)  est  uniforme  dans  D„;  il  en  sera  de 
même  des  itérées  d'ordre  entier  et  positif  de  g'(~-).  qui  toutes  laissent 
invariant  le  domaine  D^.  Le  raisonnement  fait  plus  haut  concernant  le 
cas  où  g{~-)  est  algébrique  est  encore  applicable,  et  g{z)  vérifie  une 
condition  de  la  forme 

n  et  p  entiers;  on  peut  supposer  ii^o,  alors  /)  =  o,  sinon  K/,(:^)  ne 
serait  pas  uniforme  dans  l)„  landis  que   i,'«(-)  est  uniforme.   On  a 

donc 

s'"— si'         {n>o,  p     o). 

Je  pense  que  g{z),  vérifiant  ces  conditions,  est  nécessairement  ration- 
nelle, mais  ne  suis  pas  parvenu  à  le  démontrer  dans  le  cas  général. 
Voici  la  démonstration  pour  le  cas  où  \\{:)  définit  une  substitution 
à  cercle  fondamental  de  première  espèce.  Tout  d'abord,  g'{z)  ne  prend 
qu'un  nombre  limité  de  fois  la  même  valeur  dans  D„  ;  en  effet,  d'une 
part  il  résulte  de  l'expression 


î 
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que  ^'{z)  prend  une  l'ois  au  moins  toute  valeur  de  D„  ;  il  en  est  de 
même  de 

Donc  si  !,'■(-)  prenait  en  N  + 1  points  la  même  valeur,  i\  étant  le  degré 
de  R^(;:  ),  il  en  serait  de  même  de 

ce  qui  est  impossible.  Ensuite,  si  ;:  décrit  un  chemin  aboutissant  en  un 
point  de  la  frontière  /  de  D^,  les  limites  d'indétermination  de  g(z) 
qui  comprennent,  comme  nous  l'avons  vu,  au  moins  un  point  de/,  ne 
contiennent  aucun  point  intérieur  à  D„;  sinon  il  y  aurait,  comme  on 
le  sait,  au  moins  un  continu  limite  intérieur  à  D^  ;  il  y  aurait  donc 
aussi  une  infinité  de  limites  d'indétermination  pour 

ce  qui  n'est  pas  possible  puisque  cette  fonction  est  rationnelle.  Si  l'on 
suppose  que  y  est  la  circonférence  unité,  il  s'ensuit  que  |^(^)|  tend 
vers  i  sur/,  et  cela  uniformément;  désignons  par  a,  b,  ,..,  <:/ les  zéros 
en  nombre  fini  de  g{z)  autres  que  zéro  et  intérieurs  à  D,,;  par 
a,  b,  ...,  d  les  symétriques  de  a,  b,  .,.,  d^ar  rapport  au  cercle  unité  ; 
la  fonction  rationnelle 

z  —  a         z  —  d 

hlz)  =  Z cr  •  •  •   =^ 

z-a        z—d 

a  un  module  constant  pour  [^|  =  i;  comme  d'ailleurs  le  rapport -^^^j^"! 

n'a  ni  zéros  ni  pôles  dans  D»,  et  que  son  module  est  continu  et  de 
valeur  constante  sur  la  circonférence,  on  conclut  de  propositions  élé- 
mentaires de  la  théorie  des  fonctions  que  ce  module   est  constant 

dans  D„;  la  fonction  ^^.  est  donc  une  constante  et  g'{z)  est  ration- 

nelle.  c.  o-  i"-  d. 

Revenons  maintenant  au  cas  général  et  démontrons  que,  s'  ayant 
une  valeur  quelconque,  les  points  frontières  de  Do  sont  singuliers  pour 
toutes  les  branches  de  ^(-);  supposons  qu'une  branche  ii'i^)  de  cette 
fonction  soit  régulière  au  point  0  de/;  on  a  l'identité 

s'l\z)  =  l'[g{z)\J'{z). 
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Nous  savons  que  Z'(z)  est  nulle  en  une  infinité  de  points  'Ç_„  anté- 
cédents de  C  et  tendant  vers  0;  d'où 

i'|^(Ç_,0]i^'(U,)  =  o, 

et  comme  le  second  facteur  n'est  pas  nul,  au  moins  à  partir  d'un  cer- 
tain rang  /?,  on  a 

ce  qui  entraîne 

Ç  étant  une  autre  racine  de  R'(^)  et  m  un  entier  ^o.  On  a  ensuite  les 
égalités  évidentes 

i[T:(r.„)|  =5' i(u,)  =  :!(?'-„,), 
i(CJ=^i(r'). 

.9'=   vTTT'^"    "'=^A5/', 

A  ne  prenant  qu'un  nombre  fini  de  valeurs,  les  mêmes  que  celles 
obtenues  dans  la  discussion  précédente,  et  p  étant  un  entier  de  signe 
inconnu.  Ainsi  donc  les  itérées  d'indice  quelconque  de  K(2)  sont  des 
fonctions'adiuettant  dans  le  domaine  D^,  une  infinité  de  points  critiques 
algébriques  dont  les  points  limites  sont  tous  les  points  de  l'ensemble 
frontière  de  D„;  ces  derniers  points  sont  singuliers  pour  toutes  les 
branches  de  ces  fonctions.  L'une  de  ces  propriétés  ne  cesse  d'exister 
que  pour  une  infinité  dénombrable  de  valeurs  de  l'indice  dilcralion, 
qui  sont  congrues  (mod  i)  à  un  nombre  fini  d'entre  elles;  parmi  les 
fonctions  exceptionnelles  se  trouvent  les  itérées  d'indice  entier;  en 
général  il  n'y  en  a  pas  d'autres  et  c'est  toujours  le  cas  quand  D^  ne 
renferme  qu'un  seul  zéro  de  K'(^). 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  le  problème  de  l'itération  analy- 
tique ainsi  résolu  n'a  pas  reçu  une  solution  très  satisfaisante;  en  ellet, 
les  fonctions  itérées  ne  sont  pas  uniformes  dans  leur  ensemble,  non 
seulement  dans  D»,  mais  même  dans  un  cercle  de  rayon  arbitraire- 
ment petit  ayant  son  centre  à  l'origine,  les  points  critiques  de  ces 
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fonctions  tendanl  vers  l'origine  quand  A  croît  indéfiniment  par  valeurs 
négatives,  ou  à  partie  réelle  négative,  comme  on  le  voit  en  prenant 
par  exemple  A  réel  négatif. 

L'isomorphisme  du  groupe  continu  de  substitutions  ainsi  défini  avec 
un  groupe  de  translations  n'est  qu'apparent,  du  moins  quand  on  con- 
sidère la  totalité  des  transformations  du  groupe,  ('eci  s'applique 
notamment  au  groupe  discontinu  de  transformations  dérivé  de  la 
substitution  rationnelle  donnée  et  de  son  inverse  et  qui  s'obtient  en 
donnant  à  A  des  valeurs  entières;  ce  groupe  n'est  nullement  isomorphe 
à  un  groupe  cyclique  simple  de  substitutions  linéaires  liyperboliqiies 
comme  on  pourrait  le  croire  au  premier  abord;  ce  n'est  même  pas  un 
groupe  abolien;  en  effet,  soient  R^,,  IV  ^  deux  brandies  de  la  substitu- 
tion inverse  de  U,  la  première  étant  celle  qui  transforme  l'origine  en 
elle-même;  si  l'on  applique  d'abord  la  première  puis  la  seconde, 
l'origine  se  transforme  en  un  point  antécédent  a  distinct  de  O;  si  au 
contraire  on  applique  d'abord  la  seconde  puis  la  première  on  obtient 
d'abord  a'  antécédent  de  O,  puis  [3  nécessairement  distinct  de  a, 
puisque  l'on  a  R(a)  =  o,  et  lv(P)  =^<yJ  ^o\  la  définition  précise  des 
opérations  considérées  ici  exigerait  naturellement  la  considération 
d'un  système  de  coupures  invariant  par  [;lR(c:)J  que  l'on  définira 
sans  peine;  mais  quelles  que  soient  les  déterminations  choisies,  on  voit 
que  l'on  a  toujours 

Le  groupe  obtenu  n'est  donc  pas  abélien;  'il  doit  en  outre  être 
considéré  comme  dérivant  en  général  de  v  substitutions  distinctes, 
V  étant  le  nombre  des  branches  de  R  ,  qui  se  permutent  entre  elles  à 
l'intérieur  de  D„.  C'est  ce  qui  explique  pourquoi  l'étude  de  ce  groupe 
discontinu,  à  laquelle  est  consacrée  en  grande  partie  notre  Mémoire 
cité  plus  haut,  est  très  complexe  etcomparable,  parexemple,  à  l'étude 
des  groupes  fuchsiens.  On  voit  ici  l'importance  de  ce  fait  queR_,  pré- 
sente toujours  au  moins  un  point  critique  à  l'intérieur  du  domaine 
invariant  D„. 

Si  l'on  revient  maintenant  au  groupe  continu,  on  peut  encore 
remarquer  que  la  fonction  itérée  R/,(-)  n'est  pas  une  fonction  uniforme 
de  À;  en  effet 
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devient  ramifiée  comme  fonction  de  A  pour 
d'où 

1     A 

,      '^§17^  +  '"'' 

p  +  l=   r^ , 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

>,  =z /«i  4- w//t, -4- [C -1- G' logi(;)], 

m,,  m2  étant  des  entiers;  co,  G,  C'  des  constantes  dont  la  première  est 
toujours  imaginaire  et  la  troisième  non  nulle;  on  a  donc  un  ensemble 
de  points  congraents  par  rapport  à  un  demi-réseau  (w,  =  o^  de  paral- 
lélogrammes, mais  dont  l'un  peut  être  pris  arbitrairement  en  donnant 
à  z  une  valeur  convenable  (').  On  ne  peut  donc  pas  appliquer  sans 
précautions  la  formule 

H-,[H,,(~-)]  =  Hx^!.(-)- 

D'une  manière  générale,  on  doit  observer  que  les  propositions 
générales  relatives  aux  groupes  linis  ne  peuvent  plus  être  appliquées 
sans  restrictions  quand  les  fonctions  qui  définissent  les  transformations 
cessent  d'être  uniformes  soit  par  rapport  aux  variables,  soitpar  rapport 
aux  paramètres. 

Des  circonstances  analogues  se  présentent  dans  Tétudc  analytique 
des  équations  différentielles. 

En  résumé,  les  fonctions  régulières  à  l'origine,  nulles  en  ce  point, 
qui  définissent  des  substitutions  permutables  à  la  substitution  ration- 
nelle [;|R(::)|  possédant  elle-même  à  l'origine  un  point  double 
attractif  de  multiplicateur  non  nul,  ont  en  général  une  infinité  de 
points  criti(jues  algébriques  mobiles,  c'est-à-dire  dépendant  de  la 
constante  arbitraire,  et  une  infinité  non  dénombrable  de  points  sin- 
guliers transcendants  fixes  ([ui  sont  les  points  limites  des  précédents. 

(')  Si  Ton  prend  .y''  comme  paramètre,  les  points  critiques,  distribués  sur  une 
droite  ou  une  spirale,  forment  un  système  à  un  seul  indice  et  tendent  vers 
l'infini;  ils  dépendent  toujours  de  z  de  sorte  (jne  l'un  d'eux  peut  prendre  une 
position  arbitraire. 
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CHAPITru:  TT. 

l/lTÉRATlON    analytique    AU    VOISINAGE    d'un    POINT    1)01  BI,E    KfilM  LSIK. 

Quand  on  se  place  au  point  de  vue  local,  ce  cas  ost  identique  au 
précédent,  comme  on  le  voit  en  remplaçant  la  substitution  donnée  par 
son  inverse;  mais  lorsqu'on  étudie  les  singularités  des  fonctions  itérées, 
la  fonction  donnée  étant  rationnelle,  on  obtient  des  résultais  entière- 
ment différents  de  ceux  du  paragraphe  précédent.  L'itération  analy- 
tique se  définit  toujours  par 

f{z)  =  ^[s'X{z)l 

la  fonction  X.(z)  vérifiant  la  même  équation  fonctionnelle  que  la 
fonction  S(::)  de  M.  Kœnigs,  tandis  que  9(«),  fonction  inverse  de  X(3) 
et  qui  remplace  la  fonction  '\^{u)  de  tout  à  l'heure,  satisfait  à  la  relation 

Mais  maintenant  (p(«)  représente  une  fonction  uniforme,  méromorphe 
en  général,  entière  si  R  est  un  polynôme;  c'est  la  fonction  de  Poincaré 
que  Lattes  a  eu  l'idée  d'introduire  dans  l'étude  de  l'itération  des 
fonctions  rationnelles;  X(r),  fonction  inverse  de  9(")  est  au  contraire 
une  fonction  multiforme. 

Rappelons  quelques  propriétés  connues  de  la  fonction  o{ii)  : 

Au  point  de  vue  des  valeurs  exceptionnelles  de  9(w),  au  seus  de 
M.  Picard,  trois  cas  sont  à  distinguer  : 

1°  Il  y  a  deux  valeurs  exceptionnelles;  la  substitution  [5|R(;:)1  est 
alors  la  transformée  par  une  substitution  Hnéaire  de  (::  |  3"*""),  la  fonc- 
tion o(w)  se  ramène  à  e",  en  faisant  correspondre  la  valeur  m=  o  au 
point  double  répulsif  :?  =  i;  la  fonction  inverse  logr  admet  les  deux 
points  singuliers  transcendants  o  et  oo. 

2°  11  y  a  une  seule  valeur  exceptionnelle;  [r|R(i?)]  est  alors  la 
transformée  linéaire  d'une  substitution  rationnelle  et  entière;  on  peut 
donc  prendre  pour  R(-)  un  polynôme,  pour  o({<)  une  transcendante 
entière,   la  valeur  exceptionnelle  unique  étant  infinie.  X(3)  admet 
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toujours  rinfini  comme  point  critique  transcendant;  elle  possède  en 
outre  des  points  critiques  algébriques  qui  sont  les  conséquents  (à 
partir  du  rang  i)  des  points  racines  de  R  (^).  Elle  peut  admettre  enfin 
d'autres  points  criti(|ues  transcendants  qui  sont  les  valeurs  asympto- 
tiqucs  finies  de  'f(w),  et  f[ui  appartiennent  toujours  à  Fensemble  E[. 
dérivé  des  conséquenls  des  points  racines  de  R'(r). 

3*^  Il  n'y  a  pas  de  valeur  exceptionnelle;  on  peut  alors  supposer, 
en  transformant  au  besoin  R(-)  par  une  substitution  linéaire  préalable 
que  l'infini  n'est  pas  un  point  critique  des  fonctions  R_„(;).  La  fonc- 
tion 9(w)  est  alors  une  fonction  méromorphe  sans  pôles  multiples;  les 
points  critiques  algébriques  de  X(j)  sont  les  conséquents  des  points 
racines  de  R'(j);  les  points  critiques  transcendants  (qui  peuvent  ne 
pas  exister)  certains  des  points  de  l'ensemble  dérivé  de  ces  conséquents. 

On  obtient  facilement  maintenant  les  singularités  de  f(^z).  Dans  le 
premier  cas,  on  a 


/(^) 


'  los  r  . 


fonction  qui  admet  en  général  les  deux  points  critiques  o  et  oc,  et  qui 
dpvient  algébri([ue  pour  les  valeurs  commensurables  de  .y',  rationnelle 
pour  les  valeurs  entières;  l'indice  d'itération  A  est  donné  par  5'==  m' 

ou  X  =  —^-~.   On  voit  (fu'il  y  a  une  différence  essentielle  avec  les 

logni  1  -^ 

résultants  du  Chapitre  I,  /(:■)  étant  algébrique  pour  des  valeurs  du 
multiplicateur  ou  de  l'indice  qui  forment  un  ensemble'dense;  en  outre 
y(s)  devient  rationnelle  pour  des  valeurs  réelles  et  incommensurables 
de  l'indice  d'itération. 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  2°  ou  3°.  Le^;  seuls  points  sin- 
guliers possibles  de  /(r),  en  laissant  de  côté  les  pôles,  sont  les  points 
critiques  de  X(::),  d'abord  les  points  critiques  algébriques  qui  sont 
pour  /■(::)  des  points  de  même  nature,  puisqu'ils  font  acquérir  à  l'ar- 
gument a'  =  5'X(r)  de  la  fonction  o  des  valeurs  finies;  ensuite  les 
points  critiques  transcendants;  si  :  tend  vers  un  tel  point,  la  branche 
correspondante  de  \  (^)  tend  vers  l'infini,  il  en  est  de  même  de  w; 
réciproquement,  w  ne  tend  vers  l'infini  que  si  z  tend  vers  un  point 
critique  transcendant  de  X(').  Ces  points  sont  en  général  pour  /'(-) 
(les  points  criti(|ues  transcendants.  De  toute  façon  les  points  critiijues 
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de  f{z')  sont  fixes,  c'est-à-dire  indépendants  rie  s' .  Il  est  à  ])eu  près 
évident  que  f{z)  ne  peut  devenir  fonction  algébrique  de  z  que  pour 
des  valeurs  de  s',  en  infinité  dénombrable.  Démontrons-le  en  toulc 


rigueur.  Soit 


y--=f{z.)  =  o{s'n), 


et  supposons  /  et  ^  liés  par  une  relation  algébrique  de  degré  ///  et 
irréductible  : 

dont  nous  laissons  les  coefficients  indéterminés;  9  (w)  étant  dévelop- 
pable  autour  de  l'origine  en  série  entière  :  u  -{- a  ir -{-  . .,,  le  poly- 
nôme P(jK,  -)  peut  être  développé  suivant  les  puissances  de  z/,  et  en 
égalant  à  zéro  les  coefficients,  on  obtient  une  infinité  de  relations 
linéaires  et  liomogènes  par  rapport  aux  coefficients  A,  où  s'  entre 
rationnellement.  Comme  ces  relations  sont  compatibles  par  hypothèse 
et  qu'il  ne  peut  exister  plus  d'une  relation  de  la  forme  précédente,  un 
nombre  suffisamment  grand  de  ces  équations  de  condition  détermine- 
ront les  rapports  des  coefficients  A  à  l'un  d'entre  eux,  sous  forme  de 
fractions  rationnelles  en  s' .  Mais  si  toutes  les  équations  de  condition 
se  trouvaient  vérifiées  quand  on  laisse  s'  arbitraire,  on  aurait  une 
relation  de  la  forme 

et  en  donnant  à  11  une  valeur  numérique  fixe  //„  différente  de  zéro,  on 
obtiendrait  une  relation  algébrique  entre  ^(/«o)  et  .s',  dont  les  coeffi- 
cients ne  seraient  pas  tous  nuls  pour  un  choix  convenable  de  z/„;  cela 
revient  à  dire  qu'il  y  aurait  une  relation  algébrique  entre  u  et  o{ii)-, 
ce  qui  est  impossible  puisque  o  est  une  fonction  méromorphe,  non 
rationnelle.  Ainsi  donc  l'une  des  équations  de  condition  n'étant  pas 
identiquement  vérifiée  quand  on  y  remplace  les  A  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  s'  donnera  une  équation  algébrique  en  ^' ayant  un  nombre 
fini  de  solutions.  Il  n'y  a  donc  pour  un  degré  donné  m  qu'un  nombre 
fini  de  valeurs  de  s'  qui  donnent  lieu  à  une  relation  algébrique  entre  v 
et  ;:  ;  en  faisant  varier  /y/,  on  obtient  pour  .v'  au  plus  une  infinité  dénom- 
brable de  valeurs. 

Considérons  en  particulier  les  fonctions  elliptiques  telles  que9(^/«) 
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s'exprime  rationnellement  en  fonction  deo(u)  pour/?  entier  et  qui 
appartiennent  à  la  classe  de  fonctions  méromorplies  considérées  ici; 
X(:;)  est  alors  une  intégrale  abélienne  de  genre  i  et  de  première 
espèce  qui  n'a  comme  singularités  que  des  points  critiques  algébriques 
en  nombre  fini;  la  fonction  f(z)  possède  alors,  quel  que  soit  s',  la 
même  propriété;  de  plus  y(^)  devient  algébrique  pour  toutes  les 
valeurs  rationnelles  de  .s';  on  a  donc  encore  une  infinité  de  valeurs 
de  s'  qui  donnent  pour  f(z)  une  fonction  algébrique. 

Supposons  maintenant  que  f(z)  soit  uniforme  dans  tout  son  domaine 
d'existence  qui  comprend  d'ailleurs  tout  le  plan,  sauf  un  point  au 
plus;  je  disque/(^)  est  nécessairement  rationnelle.  En  efl'et,  d'après 
la  relation 

cp(.s-"«)  =  R„[9(")], 

le  /î'*'""  conséquent  d'un  petit  domaine  du  plan  des  ^  entourant  l'ori- 
gine couvre  tout  le  plan  pour  une  valeur  finie  de  n,  sauf  dans  le  cas  2^ 
où,  l'infini  étant  une  valeur  exceptionnelle,  ce  domaine  conséquent 
recouvre  seulement  un  cercle  de  rayon  arbitrairement  grand  entou- 
rant l'origine;  en  vertu  de  l'identité 

H«  [/(--)]  ==/[H.(^)] 
ou 

/(..)  =  R_„;/[H„(.-)|; 

il  existe  toujours  une  branche  de  /(z-),  faisant  le  prolongement  de 
l'élément  initial  holoinorphe  et  nul  à  l'origine,  et  qui  est  algébroïde 
dans  un  domaine  recouvrant  tout  le  plan  (cas  des  fonctions  méro- 
morphes  sans  valeur  exceptionnelle),  ou  dans  un  cercle  de  rayon 
arbitrairement  grand  (cas  des  fonctions  entières).  Gommey'(3)  est 
supposée  uniforme,  elle  est  nécessairement  rationnelle  dans  le  premier 
cas,  entière  (transcendante  ou  non)  dans  le  deuxième  cas.  .Je  dis 
qu'aucune  fonction  transcendante  entière  ne  peut  vérifier  une  identité 
de  la  forme 

/[iuc.)]  =  iii:/(-^)] 

où  il  esl  un  polynôme.  En  effet,  soit  Jlt^r),  le  module  maximum 
de  |./(-)|  pour  |r|  =  /-;  d'après  un  lliéorème  de  M.  Hadamard, 
logJil(/")  est  une  fonction  conscxr  de  log/'=p,  que  nous  pouvons 
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appeler  M  (p).  Si  p,  ^  p,  on  a  donc 

M(p,)>(Pi-p)M'(p), 

M'(p)  désignant  la  dérivée  à  droite  de  M(p),  qui  existe  toujours  et 
qui  est  une  fonction  monotone  de  p;  si  M'(p)  restait  bornée  pour  p 
infiniment  grand,  on  aurait  :  M(p)<^Ap,  A  étant  une  constante, 
c'est-à-dire  JW  (r)  •<  /-^  ce  qui  est  contraire  au  théorème  de  Liouville. 
Si  donc  nous  faisons  croître  p  et  p^  indéfiniment  de  manière  que 

p,>  /vp(/c>l), 

on  aura 

M(p,)>(A--i)M'(p)p, 

d'où  l'on  conclut  que  — ^^   tend  vers    l'infini.   Considérons  alors 

l'équation  fonctionnelle  précédente.  En  appelant  r,  le  module 
de  j,  =  R  (  j),  e  le  degré  de  R  (z),  on  a  la  double  inégalité 

B/-f</  <B'/-^, 

B  et  B'  étant  des  constantes  positives,  dès  que  r,  dépasse  une  certaine 
limite.  L'équation  fonctionnelle  donne  alors  l'inégalité 

d'où  l'on  conclut,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  que 

M(p.) 
P 

reste  borné;  mais,  d'autre  part,  on  a 

log/-,>e(log/-^logB'), 
d'où 

pour  p  suffisamment  grand;  il  y  a  contradiction  avec  la  remarque  que 
nous  venons  de  déduire  du  théorème  de  M.  Hadamard;  doncy*(^)  ne 
peut  être  qu'un  polynonae.  D'une  manière  plus  générale,  aucune 
fonction  transcendante  entière  ne  peut  vérifier  une  relation  de   la 
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forme 

/[P(.)]Z3(^)   [/(..)] 

où  P  el  ()  sont  des  polynômes. 

Nous  allons  maintenant  rechercher  les  valeurs  de  s'  pour  les- 
quelles/(-i^)  est  rationnelle.  Cela  revient  à  chercher  les  substitutions 
rationnelles  permutables  à  R  et  ayant  avec  celle-ci  un  point  double 
commun  à  l'origine.  Faisons  d'abord  une  remarque  générale  sur  les 
substitutions  rationnelles  permutables  : 

R[S(.).].=:S[R(~^)]. 

Soit  F  l'ensemble  des  points  où  les  R„(:^)  ne  forment  pas  une 
famille  normale  de  fonctions  méromorphes  au  sens  de  M.  Montel; 
nous  savons  que  F  est  un  ensemble  parfait;  son  complémentaire  O  est 
un  ensemble  ouvert  formé  d'un  nombre  fini  ou  d'une  infinité  dénom- 
brable  de  domaines;  appelons  F'  et  O' les  ensembles  analogues  à  F 
et  O  relatifs  à  S;  F  et  O  sont  invariants  par  R,  F  et  O'  par  S.  Soit  1 
un  point  de  O;  je  dis  que  t' =  S'(^)  est  encore  de  O.  En  effet,  à  un 
petit  cercle  de  centre  C  et  contenu  dans  O,  la  relation  z'  =  S(;)  fait 
correspondre  un  petit  domaine  entourant  '1' -,  appelons  o  et  o'  les  deux 
domaines  ainsi  définis;  les  fonctions  H„(;)  forment  une  famille  nor- 
male dans  c';  on  a,  en  effet, 

R„(V).3R„[S(,.)|=:SiH„(x)]. 

Des  propriétés  des  suites  normales  il  résulte  qu'on  peut  prendre  o 
assez  petit  pour  que  les  domaines  conséquents  R„  (o),  représentés  sur 
la  sphère  de  Rieniann,  restent  eux-mêmes  aussi  petits  que  l'on  veut; 
il  en  sera  de  même  des  domaines  transformés  de  ces  derniers  par  S, 
c'est-à-dire  en  vertu  des  relations  qui  précèdent,  des  domaines  R„(6'). 
Les  domaines  R„(o')  restant  ainsi  bornés  projeetivement,  et.  par 
exemple,  compris  dans  un  hémisphère  de  la  sphère  de  Riemann,  il 
en  résulte  que  'Ç  appartient  à  O;  en  elfet,  les  conséquents  d'un 
domaine  arbitrairement  petit  comprenant  un  point  de  V  finissent  par 
recouvrir  toute  la  sphère,  sauf  au  plus  le  voisinage  immédiat  de  deux 
points. 

Ainsi  'Ç'  est  de  O  ;  donc  d'une  manière  générale,  si  'C  est  de  O,  il  en 
est  de  même  de  S„('(),  quel  que  soit  «;  ou,  si  l'on  veut,  c  étant  un 
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domaine  fermé  contenu  dans  O,  il  en  sera  de  même  de  S„(o).  Donc 
les  fonctions  S„(z)  forment  une  famille  normale  dans  o,  puisqu'elles 
n'y  prennent  jamais  les  valcuis  en  nombre  infini  de  l'ensemble  F;  tout 
poiul  de  O  est  donc  de  O',  et  comme  la  réciproque  a  lien  en  vertu  du 
môme  raisonnement,  on  a  O  —  O',  F  =  F'.  Ceci  suppose,  bien 
entendu,  que  R  et  S  sont  toutes  deux  de  degré  >  i.  Si  S,  par  exemple, 
est  du  premier  degré,  le  raisonnement  précédent  permettrait  de 
prouver  que  S  est  elliptique;  mais  on  arrive  plus  rapidement  à  ce 
résultat  de  la  manière  suivante  : 

Soit  L(z),  une  fonction  rationnelle  linéaire  lelle  que 

L[H(c)]:=H[L(.)] 
et  soit  x  un  point  double  de  L;  on  a 

L  (.x)  =  X, 
L[R(.r)]  =  R(^), 

R(.r)  est  donc  encore  un  point  double;  si  donc  .// est  l'autre  point 
double  on  a  :  R(.r)  =  x  ou  x  et  R(.r')  =  x'  ou  ./;•,  dans  tous  les  cas, 
R^^^)  =  X.  Si  X,  x'  sont  distincts,  on  peut  alors  transformer  R  et  L 
par  une  substitution  linéaire  préalable,  de  manière  à  avoir 

R.i{z)  =  azi'+  bz.'i+cz.''  +  .  .  .  {a  bc.  .  .  ^  o), 

L(^)    =Kz 

et,  en  exprimant  la  permutabilité,  il  vient, 

/.p-i— A'/- '  =  /,'-'—...==  I. 

Si  A"  est  racine  primitive  de  k''=  i ,  les  entiers  p^  q,  . .,  sont  congrus  à 
I  (mod/i)  etR(r)  prend  la  forme  :: A  (y');  réciproquement,  si  R  (^) 
est  de  cette  forme,  la  substitution  correspondante  est  permutable  aux 
substitutions  linéaires  elliptiques  de  période  //  et  de  points  doubles 
(o  et  ce).  On  démontre  du  reste  bien  facilement  qu'une  substitution 
parabolique  ne  peut  pas  convenir.  Par  conséquent,  les  substitutions  L 
sont  en  nombre  fini  puisque  leurs  points  doubles  sont  en  nombre  fini 
et  que  celles  dont  les  points  doubles  sont  donnés  forment  un  groupe 
c\clique  fini.  Le  groupe  fini  des  substitutions  L  peut  d'ailleurs  coin- 
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cider,  comme  on  le  verra  facilement,  avec  l'un  quelconque  des  groupes 
fie  celte  espèce. 

Revenons  maintenant  à  la  représentation  analytique  des  substitu- 
tions permutables  et  à  la  recherche  effective  de  celles  qui  sont  ration- 
nelles; on  est  ramené  à  trouver  les  fonctions  de  Poincaré  possédant 
deux  théorèmes  de  multiplication  : 

Je  dis  que  si  S  n'est  pas  du  premier  degré,  on  doit  supposer  l^'j  >  i 
(on  a  I  jT  I  ^  I ,  par  h)  pothèse).  En  effet,  dans  un  petit  domaine  du  plan 
des  z  entourant  le  point  double  répulsif,  et  correspondant  à  un  petit 
cercle  du  plan  des  u  qui  entoure  u  =^  o,  les  fonctions  S„(^)  ne  peu- 
vent pas  former  une  famille  normale,  puisque  les  ensembles  F  et  F' 
coïncident  et  que  le  point  double  répulsif  (r  =  o)  de  T\  appartient  à  F. 
Or,  on  a 

si  l'on  avait  |  5'  |  ;::  i ,  le  premier  membre  resterait  borné  pour  |  ?/ 1  <[  p 
et  /î  ->  -h  oc.  On  doit  donc  supposer  |  .ç'  1  ^  i ,  sauf  dans  le  cas  où  S  est 


h 


I. 


du  premier  degré  et  par  suite  de  période  finie  h,  ce  qui  entraîne  s 
Comme  on  a 

9(5"//)    =:R„[9(»)], 

o{s''>ii)  =  S,,[o(u)], 

nous  dirons  que  les  deux  théorèmes  de  multiplication  envisagés  ici 
sont  essentiellement  distincts  si  l'on  a  5"=?^.v'^,  parsuiteR„(5)^S^(*) 
et  nous  nous  efforcerons  de  trouver  les  fonctions  o{u)  possédant  une 
telle  propriété  et  dont  nous  avons  déjà  donne  des  exemples. 

A  l'ensemble  parfait  F  du  plan  des  z,  la  relation  ;  =  ?(^')  ^^^^  cor- 
respondre dans  le  plan  des  u  un  ensemble  parfait  II,  invariant  par  les 
deux  substitutions  linéaires  (u\sii)  et  (ii\s'u),  de  sorte  que  si  u 
appartient  à  II,  il  en  est  de  même  de  s'"'s""'i/  pour  m,  et  fn.>  entiers. 
Cherchons  quelles  valeurs  peut  prendre  le  facteur 

(coi=Iog5,  (0,  =  logs'.  0^3=:  2/-) 
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ou  encore  l'expression  /;«,oj,  +  /)i.,con-\-  mjOj.,  pour///,,  m.,,  //ïj  entiers, 
sachant  que  cette  expression  n'est  jamais  nulle  quand  w,,  m.,,  //?.,  ne 
sont  pas  nuls  tous  les  trois,  puisqu'il  n'existe  aucune  relation  de  la 
forme  .s"=  s'^.  Deux  cas  sont  à  distinguer  : 


1"  Le  rapport  —  est  imaginaire  et  les  points  multiples  entiers  de  co^ 

n'appartiennent  jamais  aux  droites  joignant  deux  sommets  du  réseau 
de  parallélogrammes  construit  sur  (w,,  w^).  Les  composantes  du  vec- 
teur CO3  suivant  co,  et  m.,  sont  de  la  forme  Ato,,  /l'o).,  k  et  A'  étant  des 
nombres  réels  et  incommensurables  qui  ne  sont  iiés  par  aucune  relation 
linéaire  à  coefficients  entiers;  en  effet,  de 

on  déduirait 

Pî  ^3  =  A-  {p,  fx.,  —  />,  r.J,  )  —  Pi  «., 

exprimant  que  le  point  /?oW.,  se  trouve  sur  la  droite  joignant  le  point 
—  //aw,  au  point //.oj,  —  (//,/?3)w2,  c'est-à-dire  deux  points  du  réseau 
(distincts,  puisque //,  et  p^  ^^  sont  pas  tous  deux  nuls);  on  peut  alors 
écrire 

En  vertu  d'un  théorème  général  dû  àKronecker  concernant  la  réso- 
lution approchée  des  équations  de  Diophante  et  dont  nous  donnons  à 
la  fin  de  ce  travail  une  démonstration  simple  pour  le  cas  particulier 
qui  nous  occupe,  les  expressions 

X  :^  nii  +  /?«:j/i, 

IX  ^=  m. 2  -+-  m^  k 

s'approchent  autant  que  Ton  veut  et  simultanément  de  tout  système 
de  deux  valeurs  réelles  données  à  l'avance.  Les  points  Aw,  -t-  ljm.,  sont 
denses  dans  tout  le  plan,  il  en  est  de  même  des  5'"' /'"';  par  suite  II 
couvre  tout  le  plan  des  u,  F  tout  le  plan  des  z.  On  sait  qu'une  telle 
circonstance  ne  peut  pas  se  présenter  si  K  est  un  polynortie,  c'est- 
à-dire  si  z>(u)  est  une  transcendante  entière;  mais  elle  se  présente  pour 
les  fonctions  elliptiques  à  multiplication  complexe  et  de  manière  que 
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les  nombres  .9  et  .ç' présentent  les  caractères  que  nous  venons  de  leur 
attribuer.  Soit  par  exemple  une  fonction  elliptique,  telle  que  j3m, 
admettant  une  formule  de  multiplication  rationnelle  par  un  entier 
ordinaire  arbitraire  et  par  Tentier  quadratique  imaginaire  s'  ;=  pe'^^ 
on  posera  donc 

log.s  =  logE, 

]og5'=  logp  -+-/■&  z=  -  logN  -H  iO. 

IS  étant  la  norme  de  /.  Une  relation  linéaire  à  coefficients  entiers 
entre  les  quantités  désignées  plus  haut  par  k  et  /.  '  équivaudrait  à 

0 

N"'«  =  E  ", 

/    .         .  .  .  .       ,     -       5  . 

ce  qui  est  impossible  si  Ton  suppose  E  premier  à  N  et  -  incommensu- 

rable;  cette  dernière  condition  est  en  général  vérifiée;  -  n'est  com- 

s' 
mensurable  que  si  le  nombre —zr  est  une  racine  ^"'"''  de  Tunité,  par 

suite  un  entier  algébrique,  ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général;  on  le  cons- 
tatera sur  l'exemple 

2°  Le  rapport  —  est  réel  et  incommensurable,  ou  un  point  multiple 
entier  de  Wj  se  trouve  sur  une  droite  joignant  deux  points  du  réseau 

Plaçons-nous  d'abord  dans  la  seconde  hypothèse;  le  rapport  — 

est  imaginaire,  ot  le  point  pto^  se  trouve  sur  une  droite  du  réseau 
(o),,  w^),  p  étant  le  plus  petit  nombre  positif  qui  satisfasse  à  cette 
condition  ;  soit  c/  cette  droite  du  réseau  ;  si  d  ne  passe  pas  par  l'origine, 
la  première  droite  du  réseau  parallèle  à  d  que  l'on  rencontre  à  partir 

de  l'origine  se  déduit  de  d  par  une  homothélie  de  rapport  -  et  de 


quent  entre  deux  sommets  du  réseau  qui  forment  avec  l'origine  un 


centre  (),  r/  étant  un  entier  positif;  le  point  ^—^  se  trouve  pai' consé- 
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triangle,  moitié  d'un  parallélogramme  générateur  du  réseau;  soient 
cOj,  co',  les  deux  sommets  en  question;  on  a 


P  <       I    • 

q 

k  étant  un  nombre  réel  (compris  entre  o  et  1),  nécessairement  incom- 
mensurable; tout  point  H  du  système  m,  to, -f- /;?^(0o -t- m;, co,  peul 
aussi  se  représenter  par  m^M'^  -h  7n.,co[  -\-  /}i.^o).^,  el  eu'  remplaçant  to'^ 
par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  précédente, 

S2  =  /«5 oj-,  -+■  oj',>  (  m .,  —  /.7«  1  )  -1-  /«  1  -  '.)■!• 

V 

En  vertu  d'une  propriété  classique  des  incommensurables,  m.,  —  km^ 
prend  des  valeurs  infiniment  voisines  de  tout  nombre  réel  pour /y/, 
et  m.,  entiers;  d'autre  part,  p  el  q  étant  premiers  entre  eux,  on  peut 
écrire 

Il  :=z  Aw,  +  m,  (,u  -\ CO3, 

X  étant  un  paramètre  réel  qui  prend  des  valeurs  discrètes  mais  denses 
de  —  Qo  à  H-  Qo  ,  et  n?  prenant  les  valeurs  entières  d'un  système  com- 
plet (mod  q). 

Si  la  droite  d  passe  par  l'origine,  on  a 

C03  133  7  w',         (A",  réel,  incommensurable), 

X  étant  encore  un  paramètre  qui  prend  des  valeurs  réelles  et  denses 
de  —  co  à  +  ^  . 

Enfin,  si  —  est  réel  et  incommensurable,  on  a 

En  définitive,  on  peut  écrire,  dans  tous  les  cas, 

,  m 

s"'^.s'"'^=e  "7, 

X  conservant  sa  signification,  m  prenant  les  valeurs  entières  d'un  sys- 
tème complet  (mod  q);  q  peut  être  égal  ou  inférieur  à  i  ;  «  n'est  pas 
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nul,  sinon  on  aurait  j.ç'"'  .ç'"' |  =  i,  conlraircment  à  l'hypothèse  |.ç|>i 
ct|/|>i. 

Soit  Uq  un  point  fixe  du  phm  des  «;  posons 


Il  vient 


ou 


il  ti)(,H-).//-f-2/«-  ) 


a  =  e'e'i' '+■''•■, 


en  posant 


b 


c  =  -1 
a 


m  7 
2  — 


t  prend  toujours  des  valeurs  denses  de  —  oc  à  -h  ^c  ,  c  est  indépen- 
dant de  Uq,  X  seul  en  dépend  et  prend  en  outre  q  valeurs  distinctes 
(mod  p.t:).  L'équation  qui  donne  u  définit  un  système  de  q  spirales 
logaritlimiques  égales,  et  qui  restent  égales  à  Tune  d'entre  elles  quand 
on  fait  varier  y;  elles  s'enroulent  toutes  dans  le  même  sens  autour  de 
l'origine.  Pour  h  ==  o,  ces  spirales  sont  remplacées  par  des  droites. 

Si  l'ensemble  parfait  II  ne  couvre  pas  tout  le  plan,  il  est  donc  constitué 
par  un  faisceau  de  spirales  ou  de  demi-droites  issues  de  l'origine; 
chacune  de  ces  lignes  coupe  en  un  seul  point  un  cercle  de  centre  O; 
sur  la  circonférence  d'un  tel  cercle,  il  existe  des  arcs  contigus  à  II. 
Examinons  le  changement  produit  sur  ce  faisceau  par  la  substitution 
(^u\su.)  et  ses  puissances;  nous  savons  qu'il  est  invariant;  or,  si  l'on 
pose 


il  vient 
en  posant 


ç/j  ^^  __  ^t+ph  „i(rl+v.+pA)  -—  gl'  gi<t'+r'A-hip(k-—rfi) 
t'=  t  -\-  pli. 


La  substitution  {ii\sPu)  produit  donc  sur  ce  faisceau  l'effet  d'une 
rotation  de  l'angle  p{k  —  c/i);  donc  pour  que  les  transformés  suc- 
cessifs d'un  arc  contigu  à  II,  qui  doivent  rester  des  arcs  contigus, 
n'empiètent  pas  les  uns  sur  les  autres,  il  faut  que  A  —  rA  soitcommen- 
surable  à  27t;  donc  il  existe  une  puissance  de  la  substitution  (//|.v//) 
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qui  laisse  invariant  le  secteur,  conligu  à  II,  limité  par  deux  spirales  ou 
deux  droites  du  faisceau.  Ilemarquons  que  11  est  continu,  deux  de  ses 
points  pouvant  toujours  être  reliés  à  Toriginepar  doux  arcs  de  spirale. 
Cherchons  la  traduction  de  ces  faits  dans  le  plan  des  z,  (|uand  on 
pose  z=z(ù(u)'^  pour  éviter  les  difficultés  relatives  aux  valeurs 
limites  de  o(a)  à  l'infini,  les  domaines  considérés  n'étant  pas  bornés, 
considérons  seulement  la  partie  A^  du  secteur  A  intérieure  à  un  polit 
cercle  de  centre  O;  à  A„  correspond  point  par  point  un  domaine  D„ 
du  plan  des  ^;  comme  {u\sPu)  change  Ao  en  A'q>  A„,  on  en  conclut 
que  [r|R^,(::)]  change  D„  en  D'^>Do;  le  domaine  D,  contigu  à  F, 
dont  font  partie  D„  et  D[^  est  par  suite  invariant  par  la  môme  substi- 
tution ;  aux  deux  arcs  de  spirale  qui  limitent  A^  correspondent  deux  arcs 
de  courbe  simples  au  sens  de  M.  Jordan,  et  d'ailleurs  analytiques  sauf 
en  O  dans  le  plan  des  ;;  ces  deux  arcs  qui  font  partie  de  F  constituent 
la  frontière  de  ce  domaine  D,,,  en  y  adjoignant  la  coupure  artificielle 
formée  d'un  arc  analytique,  image  de  l'arc  de  cercle  par  lequel  on  a 
limité  A^.  Remarquons,  en  outre,  que  D  est  simplement  connexe, 
puisque  F  est  continu  en  vertu  de  la  remarque  faite  plus  haut  au  sujet 
de  n.  Je  dis  enfin  que  D  n'est  pas  un  domaine  invariant  singulier,  au 
sens  que  j'ai  donné  à  ce  mot  dans  mon  Mémoire  cité,  c'est-à-dire  que 
les  fonctions  limites  des  itérées  de  R(3)  ne  peuvent  y  être  que  des 
constantes;  en  effet,  nous  avons  démontré  qu'un  domaine  singulier, 
invariant  par  une  substitution  rationnelle  [z  \  T  (z)],  ne  contient  qu'un 
antécédent  de  chacun  de  ses  points,  les  points  limites  des  antécédents 
successifs  étant  fonctions  de  la  position  du  point  initial  ;  or  le  domaine  Aq 
contient  les  transformés  de  ses  points  par  les  puissances  négatives  de 
la  substitution  (u\s^ii),  lesquels  tendent  uniformément  vers  l'origine; 
donc  le  domaine  D„  contient  les  antécédents  successifs  de  chacun  de 
ses  points,  obtenus  par  certaines  branches  de  T_„(^)  ou  — R_„^,(^), 
ces  points  tendant  uniformément  vers  l'origine.  Il  y  a  contradiction 
avec  le  théorème  que  nous  venons  de  rappeler  et  l'hypothèse  que  A  est 
un  domaine  singulier. 

Donc  D  n'est  pas  un  domaine  singulier,  et  ne  peut  être,  comme  je 
l'ai  démontré  en  détail,  dans  mon  Mémoire  sur  les  équations  fonc- 
tionnelles, que  le  domaine  immédiat  d'un  point  double  attractif  ou 
d'un  point  double  singulier  de  multiplicateur  -f- 1  ;  comme,  en  outre. 
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la  frontière  continue  de  ce  domaine  présente  des  arcs  analytiques 
isolé?,  il  faut  nécessairement  qiie  la  frontière  de  ce  domaine  soit  une 
circonférence  (ou  une  droite);  ou  un  arc  (^e  circonférence  (ou  un 
segment  de  droite),  cette  ligne  frontière  constituant  à  elle  seule 
l'ensemble  F.  Cette  propriété,  qui  est  vraie  pour  [-r|Rp(^)],  l'est 
également  pour  [:r|  R(^)J.  Cette  dernière  substitution  est  donc  de  la 
classe  particulière  que  j'ai  appelée  3  et  qui  comprend  :  i"  des  substi- 
tutions k  cercle  fondamental  de  première  espèce  (cas  de  la  frontière 
fermée);  2°  des  substitutions  qui  se  déduisent  des  premières  par  une 
transformation  du  second  degré  (cas  de  la  frontière  ouverte). 

Ces  résultats  importants  étant  rappelés,  il  est  maintenant  facile  de 
déterminer  celles  des  fonctions  ^f^/)  qui  sont  entières.  11  s'agit,  en 
définitive,  d'obtenir  des  substitutions  de  la  classe  8,  qui  sont  entières; 
c'est  là  une  discussion  facile  et  que  j'ai  déjà  faite  dans  mon  Mémoire 
sur  les  équations  fonctionnelles  (Chap.  III,  §  2'6).  Le  résultat  est  le 
suivant  :  les  substitutions  cherchées  peuvent  être  transformées  par  une 
substitution  linéaire  en  Z  =  j'",  pour  la  première  sorte,  et  pour  la 
deuxième  en  Z  =  ±  P,„(:;),  P„,(^)  étant  le  polynôme  de  Serret  qui 
exprime  cosm!^  en  fonction  de  j  =  cosçs.  On  en  déduit  les  fonctions 
entières  cherchées,  c'est-à-dire  les  fonctions  de  Poincaré,  correspon- 

dant  aux  divers  points  doubles  répulsifs  \z"'  ^  =  1,  z  =  e'"  '/;  elles 
sont  de  la  forme  Ac''",  A  et  k  étant  déterminés  jiar  les  conditions 

o(o)rz:^o         ( poiii t  double  ), 

?'(o)  =  i, 
d'où 

II 

o{it)  =  Zq  e'«. 

Les  multiplicateurs  donnant  lieu  à  des  formules  rationnelles  de 
multiplication  sont  les  nombres  entiers. 

Pour  les  substitutions  du  second  type,  on  obtient  essentiellement 
les  fonctions  cosii.  Soit,  par  exemple, 

z-  =  cosw, 
\*{z)  -=2  cosmw. 

Posons 

o  (  «  )  =:  cos  (  />■  Il  +  h)  --  cos  tr, 

o(ni  //)  =  cos  (/«/.//  -!-//)::=:  COS  m  H'. 


l'itération  analytique  et  les  substitutions  permutables.       573 
La  première  relation  donne 

^  ku  +  h  =  ±1  ir, 

m/,  u  -h  h  =  ±  mi\'  —  {ni  —  i)h. 

On  aura 

cos  (  m  k  //  +  A  )  =:  cos  ni  w  , 

si 

{m  —  l)/<  zz:  2N7r. 

Si  l'on  attribue  à  o{u)  le  multiplicateur  —  /;?,  on  trouve 

(/«  H-  i)/i  :=  2  Nt:. 

Les  valeurs  qui  en  résultent  pour  9(0)  =  cosA  sont  bien  toutes  les 
racines  de  -  =  P(^);  le  facteur  k  qui  est  resté  arbitraire  j)0urra  être 
choisi  de  manière  que  o'(o)  =  i,'  du  moins  si  sinA  n'est  pas  nul,  car 
on  a 

Ç3'(())  =  —  /.-  sin  A. 

h  peut  toujours  prendre  la  valeur  zéro  qui  correspond  au  point 
double  r  =  I  ;  la  fonction  de  Poincaré  correspondante  n'est  donc 
pas  la  fonction  cos//,  dont  la  dérivée  est  nulle  pour  //  =  0,  mais  la 
fonction 

cp(«)  =  co<<\isJ'2  h)  =  1  -h  «  +  .  .  . . 


En  écrivant 


on  voit  que 


s  rz  m-. 
Pour  z  -—  —  I  (///  impair),  on  doit  prendre  de  même 

Zz=   cp  (  M  )  =  —  COS  (y '2  W  )  =  —  I  H-  «  +  ...  , 

\J'i.u  =  (v  +  7:, 
o{in-  u)  =:  —  cos  (//HT  -\-  nir,)  =  cos//«n'  1=  P(;:). 

Si  Ton  considère  maintenant  la  substitution 

r  zz  cosir, 
P(.3)  =  —  cosnnw, 

elle  se  ramène  à  la  précédente  dans  le  cas  de  /n  impair  par  la  transfor- 
mation (^1  —  z),  mais  dans  le  cas  de  m  pair,  elle  en  est  distincte;  car 
elle  échange  entre  eux  les  points  (—  i,  4- 1),  tandis  que  précédem- 
ment le  point  (-+-1)  était  un  point  double.  On  voit  facilement  que  les 
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fonctions  de  Poincaré  sont  toujours  de  la  forme  cos(A'// -h //)  pour 
tous  les  points  doubles  répulsifs. 
Si  l'on  se  donne,  a  priori, 

o{u)  =  cos{ki/  -+-/>), 
on  trouve  que  o(su)  s'exprime  rationnellement  en  fonctions  de  9(//) 
pour  s  entier  et  //  =  — -— ;  on  a  donc  -  =z^-,  p  elq  premiers  entre  eux, 
et  les  multiplicateurs  qui  conviennent  sont  les  entiers  congrus 
à  I  (modq).  Pour  les  expressions  cos( k\u),  les  multiplicateurs 
cherchés  sont  les  carrés  des  nombres  entiers. 

On  voit  bien  que  les  fonctions  entières  de  Poincaré  admettant  deux 
tliéorèmes  de  multiplication  distincts  sont  essentiellement  les  fonc- 
tions e"  et  cosu,  sans  qu'il  y  ait  lieu  d'insister  davantage  sur  la  signifi- 
cation du  mot  essentiellement. 

La  recherche  des  fonctions  méromorplies  possédant  la  même  pro- 
priété et  qui  ne  sont  pas,  comme  tangw,  la  transformée  linéaire  d'une 
fonction  entière  paraît  difficile,  et  je  ne  sais  pas  s'il  y  en  a  d'autres  que 
les  fonctions  elliptiques  (').  On  peut  démontrer,  toutefois,  que  les 
substitutions  à  cercle  fondamental  ne  fournissent  pas  d'autre  solution 
du  problème  que  les  transformées  linéaires  des  fonctions  entières  déjà 
obtenues.  Mais  pour  arriver  à  ce  résultat,  nous  avons  besoin  de 
quelques  préparatifs  que  nous  allons  maintenant  exposer. 

Démontrons  d'abord  ceci  :  soient  [r|R(^)]  et  [^|S(r)]  deux 
substitutions  rationnelles  permutables  :  si  a  est  un  point  double  de 
la  première,  il  en  est  de  même  des  points  S(a),  So(a),  ...,  S/,(a\  ..., 
qui,  en  outre,  sont  de  la  même  espèce  que  a. 

En  effet,  si  R(a)  =  a,  en  vertu  de  l'identité 

H|S(.-)]  =  SLH(.-)], 
on  a  aussi 

R[S(a)|=:S(a). 

S(a)  est  donc  un  point  double  de  la  première  substitution.  En  outre, 
en  dérivant  l'identité  qui  précède,  on  a 

W[S{z)]S'{z)  =  S'\R{z)]R'{z). 

(')  il  résulte  des  reclierclies  de  M.  1^.  Kitl,  parues  depuis  la  rédaction  du 
présent  Mémoire,  que  les  fonctions  elliptiques  répondent  seules  à  la  question, 
l^es  dénionslialions  de  M.  Hill,  de  nature  algébrique,  sont  sans  lien  avec  les 
méthodes  employées  ici. 
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Au  voisinage  de  :^  =  a,  on  a 

ï{{z)  =  <y.  +  k{z  —  a)"'+  l{z  —  a)"'-^»+.  ..  (A'^o), 

S(3)  =  S(a)  +  c(;  — «)'■'  + c^(3  -a  )/'+'-+-.  ..  (c^f  o). 

S'(g)  =  cp{z  —  a)/'-'  4-  ,/(/;  -M)  (;  _  a)"  +  ...^cp{z—  a)/'-'  [i  4-  <r,  {z  -  a)], 

S'[R(s)]  =  cy9/>/'-'(=-a)"'(/^-"[i-f-Ct^,(3-a)], 

R'(^)  =  /cm{z  -  a)"'-'[i  +  ^.t,{z  -  a)], 


d'où 


R'[S(.)]  =  ^[^^î_)mi)  ^ „,/..(, _a)<'"-)/'[.  4-  <r,(.  -  «)], 


en  désignant  en  général  par$,(^  —  a)  une  série  entière  en  ^  —  a,  nulle 
pour  z  =  a.  Pour  m  =  i ,  la  formule  précédente  devient 

R'[S{z)]  =  k"{^-i-^S,{z-a)], 
et  pour  r  =  a, 

R'[S(a)]  =  /./'. 

Pour  m  >  I ,  on  a 

R'[S(a)]  =  o. 

Ainsi  le  multiplicateur  au  point  S(a)  de  la  première  substitution  est 
une  puissance  d'exposant  positif  entier,  du  multiplicateur  en  a;  ces 
deux  points  doubles  sont  donc  de  même  espèce  :  attractifs,  répulsifs, 
indifférents,  et  dans  le  premier  cas,  en  même  temps,  de  multiplicateur 
nul  ou  différent  de  zéro;  il  en  sera  de  même  pour  tous  les  points  de  la 
suite  S(a),  S2(a),  ...,  et  comme  R  n'a  qu'un  nombre  fini  de  points 
doubles,  cette  suite  comprend  deux  points  identiques 

S^(a)  =  S,,+^{a)  —  S,/[S/,(a)]. 

Le  point  Sy,(a)  est  donc  un  point  double  de  R  et  un  point  périodique 
d'ordre  q  de  S,  et  de  même  espèce  que  a;  en  tant  que  point  double  de 
la  substitution  S^,  il  est  encore  de  même  espèce  pour  S^  et  pour  R. 

Considérons  deux  substitutions  rationnelles  permutables  R  et  S  de 
degré  ^  i,  telles  que  l'on  n'ait  jamais  R„j  =  S„j  pour  m  et  m'  entiers; 
si  R  n'a  pas  de  point  double  répulsif,  on  sait  qu'il  existe  une  puis- 
sance R^  de  R  qui  possède  un  point  double  répulsif  a  ;  on  pourra 
trouver,  d'autre  part,  d'après  ce  qui  précède,  un  point  double 
répulsif  (^  commun  à  R^  et  à  S^'  pour  une  valeur  convenable  de  h'; 
les  deux  substitutions  R^  et  S^   étant  désignées  par  R'  et  S',  on  a 
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toujours 

R'S'=S'R' 
et 

K,  7^  ?>'.,'     ' 

pour  m  et  m'  entiers,  W  et  S'  ayant,  en  outre,  un  point  répulsif 
commun.  Si  R  et  S  sont  entières,  il  en  est  de  même  de  R'  et  S'; 
réciproquement,  si  R'  et  S'  sont  entières,  ce  sont  deux  substitutions 
de  la  classe  a  que  nous  venons  d'étudier  ;  R  et  S  sont  elles-mêmes 
entières  et  de  la  même  classe  ;  il  y  a  toutefois  une  exception  pour  les 
substitutions  3  de  la  première  catégorie,  réductibles  à  la  forme  (r  |  r"'), 
qui  peuvent  être  les  itérées  d'ordre  entier  d'une  substitution  fraction- 
naire {z- 1  z~^-),  pour  une  valeur  paire  de  l'indice  d'itération. 

Soient  donc  R  et  S  deux  substitutions  permutables,  rationnelles 
et  entières  telles  que  l'on  n'ait  jamais  R^  =  S,„'.  Deux  cas  sont  à 
distinguer  : 

i^  R  peut  être  transformée  par  une  substitution  linéaire  en  (::  |  z'")  ; 
la  même  substitution  linéaire  transforme  alors  S  en  (z\az'"')\  on 
a  a"'~'  =  I  ;  m'  peut  être  un  entier  quelconque. 

2°  R  peut  être  ramenée  par  une  transformation  linéaire  à  la  forme 

paramétrique 

z  =^  cosw, 

R(^)=:  ±:  cosmu-, 

qui  est  la  forme  générale  des  substitutions  rationnelles  et  entières 
admettant  comme  ensemble  F  le  segment  (—1,  -I- i)-  La  substitu- 
tion S  sera  donc  ramenée,  par  la  même  transformation  linéaire,  à  la 
forme  paramétrique 

'    C  :=  COStT', 
8(5)  =:  ±  COS//t'lV. 

Si  l'on  écrit 

z  =:  cosiv, 
l{  (r  )  rr  £  cosmn-; 

z  =  cosiv'. 
S(s)  =r  e'  cosni'  w' , 

on  vérifie  facilement  que  R  et  S  sont  permutables  :  1"  si  £  =  £'=  -h  i; 
2°  si  £  =  -I-  I,  £'=;  —  I,  f?i  impair;  3°  si  £  =  —  i ,  £'=  -h  i ,  m' impair; 
4^  si  £  =  £'  =  —  I ,  m  et  m'  de  même  parité. 
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Revenons  maintenant  au  cas  des  substitutions  du  type  G,  que  nous 
désignons  toujours  par  R  et  S,  ayant  un  point  double  répulsif  commun 
à  l'origine,  R  ne  pouvant  être  transformée  par  aucune  substitution 
linéaire  en  une  substitution  entière;  la  fonction  de  Poincaré  o(u)  qui 

vérifie  les  identités 

9(5m)  =R[9(a)], 

avec  s"''  ^  s""%  pour  m,  et  m.,  entiers,  est  donc  une  fonction  méro- 
morphe  sans  valeurs  exceptionnelles  au  sens  de  M.  Picard,  et  tout 
point  du  plan  z  possède,  relativement  à  R,  une  infinité  d'antécédents 
distincts;  en  outre,  R  et  S,  étant  du  type  G,  possèdent  chacune  un  ou 
deux  points  doubles  attractifs,  ou  encore  un  point  double  singulier  de 
multiplicateur  h-  i  ;  on  peut,  en  effet,  laisser  de  côté  le  cas  des  substi- 
tutions à  cercle  fondamental  du  type  II  qui  possèdent  un  cycle  attractif 
d'ordre  2,  et  permutent  entre  eux  l'intérieur  et  l'extérieur  du  cercle; 
il  suffit,  pour  cela,  de  changer  R  en  Ro,  5  en  5- ;  d'autre  part,  d'après 
une  discussion  faite  plus  haut,  il  est  permis  de  supposer  que  ces  points 
doubles  attractifs  ou  singuliers  sont  les  mêmes  pour  R  et  S;  il  suffit 
de  changer  S  en  S^.  ' 

Soient  d'abord  Zo  un  point  double  attractif  de  R  et  S,  w„  une  racine 
de  cp(t<)  =  ^0  ;  on  a 


^"K^"' 


Les  points  ,-;^Mo  du  plan  des  u  ont  donc  pour  homologues  dans  le  plan 

des  z  des  antécédents  du  point  double  Zq\  les  nombres  s  et  s'  sont 
d'ailleurs  nécessairement  réels,  l'ensemble  H  devant  se  réduire  à  une 

droite  ou  à  une  demi-droite;  le  rapport  p-^y-rr  est  incommensurable; 

cil 

donc  -^  pour  n  et  p  entiers  positifs  prend  des  valeurs  infiniment  voi- 
sines de  I  et  distinctes  de  i;  les  antécédents  de  z^  par  R,  distincts 
de  Zq,  auraient  donc  z^  pour  point  limite;  ceci  est  impossible,  les, 
points  limites  des  antécédents  de  z^  appartenant  à  la  frontière  F. 

Supposons  maintenant  que  R  possède  un  point  double  singulier;  la' 
démonstration   qui  précède  ne   s'applique    plus.  Remarquons  alors 
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yloc.  cit.,  Chap.  VII,  §  70)  que  les  points  critiques  algébriques  de  la 
fonction  inverse  de  cp(«)  coïncident  avec  les  conséquents  des  points 
critiques  de  R  ,(^)  (à  partir  du  rang  zéro);  ceci  est  vrai  sans  excep- 
tion, o{u)  n'ayant  pas  de  valeur  exceptionnelle.  Ces  points  critiques 
algébriques  coïncident,  d'autre  part,  avec  les  conséquents  des  points 
critiques  de  S_,(::).  Si  donc  a,  a',  ...  sont  les  points  critiques 
de  R_,(^);  [3,  ^',  ...  ceux  de  S_,(z),  à  tout  a^'^  et  à  tout  entier 
n  positif  ou  nul  correspond  un   ^^^^  et  un  entier  p   positif  ou   nul 

tel  que 

R„(a('))  =  S^((3'*)) 

et  réciproquement  ;  ceci  reste  vrai  quand  on  se  borne  aux  a'''  et  ^''^  qui  ^ 
sont  extérieurs  à  F,  et  nous  savons  qu'il  en  existe.  Soit  donc  a  un  point 
critique  de  R_,  extérieur  à  F;  considérons  les  points  z  qui  vérifient  les 

équations  ^ 

R„(:;)  =  S„(a), 

en  donnant  à  //  et  p  toutes  les  valeurs  positives  entières.  Si  l'on 
appelle  u'  une  racine  de  l'équation  f{u)  =  a,  l'équation  qui  précède 

est  vérifiée  pour 

s' /'a' 


Or,  comme  nous  l'avons  remarqué  plus  haut,  les  points  ^ — —  sont 

répartis  d'une  manière  dense  sur  une  droite  et  ont  notamment  pour 
limite  le  point  a  ;  les  points  z  correspondants  auraient  donc  le  point  a 
pour  point  limite.  Je  dis  que  ceci  est  impossible.  En  effet,  l'équa- 
tion R„(:^)  =  S^(a)  équivaut  à 

autrement  dit,  z  est  homologue  de  [3'''',  par  une  substitution  du 
groupe  G  dès  substitutions  algébriques 

);„(.)  =  H,(.'). 

Or  les  [3'^^  sont  en  nombre  fini  et  intérieurs  au  domaine  ou  à  l'un  des 
deux  domaines  de  convergence  relatifs  au  point  double  singulier;  or 
en  tous  les  points  intérieurs  à  un  tel  domaine,  le  groupe  G  est  propre- 
ment discontinu  ;  cela  résulte,  si  l'on  veut,  de  l'existence  d'une  fonction 
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uniforme  et  holomorphe  à  l'intérieur  de  ce  domaine,  invariante  par  les 
substitutions  de  G,  par  exemple,  la  fonction 

l{z)  =  e"'        , 

A(  j)  étant  la  solution  fondamentale  de  Téquation  d'Abel, 

A[R(.)]z=A(.)  +  co, 

qui  est  elle-même  holomorphe  dans  le  domainp  considéré.  Les  points 
homologues  des  [3'^'  par  les  substitutions  de  G  tendent  donc  vers  F  et 
ne  sauraient  tendre  vers  a,  qui  est  extérieur  à  F.  Nous  retrouverons 
d'ailleurs  dans  les  chapitres  suivants  une  démonstration  plus  géné- 
rale du  fait  que  nous  venons  d'établir. 

En  résumé,  si  deux  substitutions  rationnelles  R  et  S  sont  permu- 
tables et  ne  vérifient  aucune  relation 

R„  =  Sp 

pour  des  valeurs  entières  de  l'indice  d'itération,  R  et  S  étant,  d'ailleurs, 
l'une  et  l'autre,  de  degré  ^  i,  il  y  a  deux  cas  à  distinguer  : 

I**  L'une  des  substitutions  R  ou  S  est  telle  que  l'ensemble  F  cor- 
respondant ne  couvre  pas  tout  le  plan  :  ce  qui  arrive,  notamment, 
quand  R  est  une  substitution  entière,  ou  plus  généralement  possède  un 

2  (  u  - 
point  double  ou  un  cycle  attractif  ou  de  multiplicateur  e      ''.  Alors  les 

deux  substitutions  peuvent  être  ramenées  par  une  même  transforma- 
tion linéaire  à  la  forme 

Z  r:3  Z'" 


m  et  m  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  et  a'"  *  =  i;  ou  bien  encore 
R  et  S  seront  transformables  de  la  même  manière  en 

Z  =:  £  cos(/n  arccosz), 

Z  =r  s'  cos{rn'  arc  cosz), 

m,  m'  entiers,  £-  =  £-  =  i,  les  signes  de  £  et  s.'  étant  convenablement 
choisis. 

2^*  L'ensemble  F  relatif  aux  substitutions  R  et  S  couvre  tout  le  plan. 
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On  ne  connaît  pas,  dans  ce  cas,  la  forme  générale  des  substitutions 
R  et  S,  mais  seulement  des  exemples  provenant  des  formules  de  mul- 
tiplication des  fonctions  elliptiques  ('). 

Je  rappelle  que  F  peut  être  défini  comme  l'ensemble  dérivé  des 
points  racines  des  équations  Rrt(^)  =  z. 

Une  conséquence  immédiate  de  ce  qui  précède  est  que,  si  R  et  S 
sont  deux  substitutions  permutables  de  degré  ^i,  les  points  des 
cycles  attractifs  relatifs  à  R  et  S  forment  deux  groupes  (finis)  de 
points  qui  coïncident. 

On  peut  traiter  d'une  manière  analogue  le  problème  qui  consiste 
à  trouver,  parmi  les  fonctions  méromorphes  de  Poincaré  possédant  un 
théorème  de  multiplication,  celles  qui  sont  périodiques,  soit  à  trouver 
les  fonctions  méromorphes  qui  vérifient  les  deux  équations 

cp(Â«)=zR[cp(«)], 
çp(a  +  co):=9(M). 

On  suppose 

9(o)  =  H(o)  =  o         (lA|>i), 

hypothèses  faciles  à  justifier. 
On  déduit  de  là 

<p(A«  +  A(ji)  =  R[9(u  -+-  &))]  =  R[cp(«)]  =  ?(/i^«)> 

d'où,  en  changeant  u  en  j  dans  les  deux  membres  extrêmes, 

9  (  «  -H  X'  0)  )  =:  9  (  //  )  ; 

kdi  est  donc  encore  une  période.  Si  k  est  imaginaire,  o(u)  est  une 
fonction  doublement  périodique  à  multiplication  complexe;  A^  est  alors 
un  nombre  quadratique  imaginaire. 

Si  k  est  réel,  il  est  nécessairement  commensurable.  Je  dis  même 
qu'il  est  entier.  En  effet,  si  u*  est  racine  de  o{u)  =  0,  il  en  est  de  même 

de  k"  u\  en  vertu  de 

9(/c««)  =  H„[9(//)] 

et  de 

R„(0)=:0. 

Comme  9(0)  =  o,  //'w  est  une  racine,  de  même  que  (A"  —  .r)a)  pour 
X  entier,  à  cause  de  la  périodicité;  prenons  pour  x  la  partie  entière 

(•)  Voir  la  noie,  page  874,  el  les  travaux  de  M.  F.  Rilt  parus  dans  les 
Transacliom  of  llie  mathenialical  anierican  Socielj. 
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de  k"  et  soit  k  =  -,  p  el  q  premiers  entre  eux;  si  <y .>  i,  on  aura  une 

infinité  de  zéros  distincts,  de  la  forme  précédente,  compris  par  consé- 
quent à  rintérieur  du  segment  (o,  co);  en  efîet,  deux  de  ces  nombres 
ne  peuvent  coïncider  que  si  la  différence 


)«+V 


pn   ^  pn^py_f^^^ 


H+V  ,,  tt  //«-1-V 


est  un  nombre  entier,  ce  qui  est  impossible;  '^(u)  aurait  ainsi  des 
points  d'indétermination  à  distance  finie,  contrairement  à  l'hypothèse. 
On  a  donc  ^  =  i ,  A-  est  entier. 

Soient  deux  points  z  et  z'  du  plan  des  z,  équivalents  par  rapport  au 
groupe  G'  des  transformations 

R„(s)  =  R„(r/). 

Cette  relation  équivaut  à 

o{k"a)  =  o{k"ç) 

si  ^  =  ^{li),  z'  =  o(i^)'^  on  vérifie  la  relation  précédente  en  posant 

A""// =  A"(' +  xr.)         (rentier), 


X 


Les  nombres  j^  étant  partout  denses,  on  peut  écrire 

k  prenant  des  valeurs  denses  de  — oo  à  -h  ce  ;  si  Ton  se  donne  v^ 
l'ensemble  dérivé  des  points  u  contient  donc  la  parallèle  au  vecteur  (o 
menée  par  p.  Appelons  toujours  m'ensemble  parfait  du  plan  des  u  qui 
correspond  à  l'ensemble  parfait  F  du  plan  des  z  attaché  à  la  fraction 
rationnelle  R.  De  la  remarque  que  nous  venons  de  faire  et  de  l'inva- 
riance de  F  par  rapport  aux  substitutions  de  G',  on  déduit  que  II  est 
formé  de  parallèles  au  vecteur  w,  parmi  lesquelles  se  trouve  la 
droite  Ow.  Si  u  contient  u^  extérieur  à  cette  dernière  droite,  il 
contient  tous  les  points 

\  variant  de  -h  co  à  —  co  et  ^  prenant  les  valeurs  entières,  ces  points 
sont  répartis  sur  une  infinité  de  droites  parallèles  à  Oœ;  les  domaines 
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contigus  à  tt,  s'ils  existent,  sont  formés  de  bandes  parallèles  à  cette 
même  droite. 

Bornons-nous  au  cas  où  R  est  un  polynôme,  9(m)  une  fonction 
entière;  nous  pouvons  alors  achever  la  détermination  de  9(w)  sans 
avoir  recours,  comme  précédemment,  aux  propriétés  des  frontières 
des  domaines  invariants  par  les  substitutions  rationnelles.  En  effet, 
soit  A  une  bande  de  largeur  finie,  contiguë  à  II  ;  dans  A  la  fonc- 
tion 9(«)  est  bornée,  à  cause  de  la  périodicité,  et  quand  u  décrit  A, 
z  =  9(w)  décrit  un  domaine  borné,  d'un  seul  tenant,  contigu  à  F. 
Or,  prenons  un  point  u^  arbitraire  sur  une  droite  c?  de  II  distincte 
de  Ow,  auquel  correspond  le  point  z^  =  ^(no)  de  F;  à  un  petit  cercle 
du  plan  des  u  entourant  u^  correspond  un  petit  domaine  du  plan 
des  z  entourant  z^,  ce  dernier  contenant  certainement  des  points  du 
domaine  D^  du  point  à  Tinfini;  on  sait,  en  effet,  que  D^,  qui  est  d'un 
seul  tenant,  admet  tous  les  points  de  F  comme  points  frontières;  il  y  a 
donc  des  bandes  telles  que  A  qui  correspondent  à  D„,  puisque  tout 
point  u  suffisamment  voisin  de  u^  et  extérieur  à  II  appartient  à  une 
bande  contiguë.  A,  de  largeur  finie.  Le  domaine  D^  serait  donc  borné, 
ce  qui  est  absurde.  Il  faut  donc  que  l'ensemble  II  se  réduise  à  la  seule 
droite  Ow.  Quand  u  décrit  cette  droite,  ::  =  ^(w)  reprend  périodique- 
ment les  mêmes  valeurs  et  décrit  une  courbe  analytique,  ouverte  ou 
fermée,  F,  du  plan  des  z.  Si  z  est  de  F  (qui  constitue  ici  Tensemble  F), 
l'équation  cd(u)  ^  z  a  inversement  tous  ses  points  racines  sur  la 
droite  Ow. 

2  i  11  II 

Si  l'on  pose  w  =  e  "* . ,  o(a)  devient  une  fonction  O(u')  développable 
suivant  les  puissances  entières,  positives  ou  négatives  de  «p;  si  r:  est  un 
point  de  F,  les  racines  de  l'équation  0(w)  =  z  ont  l'unité  pour  module  ; 
donc,  la  fonction  6(w)  ne  prenant  jamais  les  valeurs  de  F  au  voisinage 
des  points  o  et  zc,  ces  points  sont  des  pôles  ou  des  points  ordinaires 
pour  la  fonction,  et  0(u  )  a  par  suite  un  développement  limité  : 

U(w)  :=  a,-+-  a,n'  -h.  .  . -f-  n„ivP -\ h  .  .  .  H •  • 

Exprimons  ensuite  le  théorème  de  multiplication  de  9(w);  changer 
u  en  ku  revient  à  changer  w  en  vv*;  soit  maintenant 

R{z)  —  kz  -h  Ac'-f-..  .+  L.s"'. 


l'itération  analytique   et  les   substitutions  permutables.      383 
On  doit  avoir  ridentité 


«0+  a^w''  +  (7p_,u'f/^-')'' 


>i"i 


—      k 


cIq  +  a,  lï'  -h  .  .  .  +  a,,  wi>  + 


r/„4-  <7,iv 


^-a„wP-A- 


w'i  J 
w'i  J 


«0+  «^itv  H- 


a  ,Avi' 


(^7 


On  doit  tenir  compte,   en  outre,   de  la  condition   ^'(o):^o,  qui 
donne  6'(i)  :^  o. 

On  trouve  facilement  /;/  =  k.  L'identification  donne  ensuite 


et  0(w)  se  réduit  à 


aj,i\'''-\-  «0 


w'i 


que  nous  écrirons  plus  commodément 


Nous  devons  exprimer  que  0(w'')  est  un  polynôme  en  0(cv). 
On  voit  facilement  qu'il  n'y  a  pas  d'inconvénient  à  supposer  u.  =  o. 
On  écrit  alors  l'identité  écrite  plus  haut  sous  la  forme  plus  simple 

(,''/'•  \  n-'/y  \^  w'i  J  \  II''?/ 

Supposons,  par  exemple,  p^  q\  on  obtient,  en  identifiant,  d'abord 

puis,  en  égalant  les  termes  en  ^v^(*-'^v, 

Si  Ap  :^  o,  ceci  est  impossible;  on  doit  donc  avoir  p  =  q\  de  même 

Journ.  de  Math.,  tome  II.  —  Fasc.  IV,  1923.  ■^^ 
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p^q'i  donc  p  =^  q.  On  est  donc  conduit  à  exprinipr  que 


0 


est  fonction  rationnelle  de 


ou,  en  posant  w^  =  t,  que 
est  fonction  rationnelle  de 


ot 


Y  =  >.//' 

X  =:  À/; -f- p^-'. 
Le  produit  des  racines  de  cette  dernière  équation  en  t  étant  !r>  Y  ne 
doit  pas  changer  si  l'on  change  t  en  .— ,  ce  qui  conduit  à 

l  =  p  e^/x 


N- 


A 


:/.H 


En  remplaçant  ensuite  /  par  sa  valeur  ^v''  =  c    '"    =  a"',  on  trouve 

X  :=  2p  e'^  cos(r  4- a), 
Y  =  2pe'^  cos(  Ar  -f-  a). 

On  est  rame.ié  au  problème  de  trigonométrie  élémentaire  déjà 
rencontré  :  exprimer  que  cos(Ap -h  a)  est  fonction  rationnelle  de 
cos(c4-  a),  ce  qui  a  bien  lieu  pour  a  —  j Comme  r  est  propor- 
tionnel à  a,  on  n'obtient  en  définitive  que  le  ihéorènie  de  multiplica- 
tion de  cosw.  Pour  X  ou  p  =  o,  on  est  conduit  à  la  fonction  expo- 
nentielle. 

Ainsi  toute  fonction  périodique  entière  qui  admet  un  théorème  de 
multiplication  se  ramène  par  les  substitutions  (9I  A^  -h  B)  elVectuée 
sur  la  fonction  et  (u\cu)  eilectuée  sur  la  variable,  aux  fonctions 
cos(w  -h  h)  et  6'". 

On  pourrait  généraliser  un  peu  la  démonstration  précédente;  toute- 
fois, nous  ne  sommes  pas  parvenus,  par  cette  méthode,  à  l'expression 
générale  des  fonctions  méromorphes  périodiques  ayant  un  théorème 
de  multiplication,  quand  le  multiplicateur  est  réel  et  par  suite  entier 
ordinaire. 

(  A  siiii/c.) 
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Sullc   trasfonnazioui  délie   rcti  cicliche; 
Di   Pasqlaie  CVLAPSO. 


Diciamo  che  due  reti  (sistemi  coniugati) 

M(x,,x,,  X;,)    ed    iM'(\',.  x;,  x;), 

appartenenti  o  no  ad  iina  stessa  superficie,  si  corrispondono  per  tras- 
formazioae  di  Gaichard  quando  le  tangenli  /,  e  t.,  aile  curve  délia 
rete  (M)  nel  putito  M  incontrano  rispeltivamente  le  tangenli  /', ,  /'^  aile 
curve  délia  rele  (M')  nel  punto  M'  corrispondente  di  M. 

Nella  présente  nota  è  trattato  esclusivamente  il  caso  delle  reti 
cicliche  e  sono  stabilité  le  relazioni  fra  le  trasformazioni  di  tali  relie  le 
trasformazioni  di  Ribaucour. 

In  nna  prima  parte  è  dimostralo  che  unà  rete  ciclica  è  seinpre 
deducibile  corne  imdluppo  di  un  piano  che  conliene  le  normaii  a  due 
superficie  corrispondenlisi  per  trasformazione  di  Ribaucour  {\e  curve 
délia  rete  corrispondono  aile  linee  di  curvalura  delle  superficie). 

L'inversa  è  nota. 

Solto  altra  forma  :  per  avère  nel  modo  pià  générale  una  rele  armo- 
nica  ad  una  congruenza  nor mxile  si  Iras formi  una  super jicie^orlo - 
gonale  ai  r-aggi  in  una  nuova  superficie  S,  mediante  una  trasfor- 
mazione di  Ribaucour  ;  il  piano  delle  normaii  ad  S  ed  S,  nei  punti 
corrispondenli  inviluppa  la  rete  richiesta  (le  curve  délia  rete  corris- 
pondono aile  linee  di  curvatura  délia  superficie  ortogonale  ai  raggi). 

Da  queste  considerazioni  segue  una  classificazione  delle  transforma- 
zioni  di  (iiiicliard  delle  reti  cicliche;  diciamo  che  due  reli  cicliche  (C) 
e  (C)  si  corrispondono  per  trasformazione  di  prima  specie  quando 
esse  sono  armoiiiche  ad  una  stessa  congruenza  normale;  le  langenti 
aile  curve  delle  due  reti  nei  punli  corrispondenli  si  tagliano  rispetliva- 
menle  sui  fuochi  del  raggio  délia  congruenza. 
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Partendo  da  iina  superficie  S,  riferita  aile  linee  di  curvalura,  siano 
5,  ed  S2  due  superficie  conligue  ad  S  per  transformazioni  di  Ribau- 
cour;  si  sa  (*)  che  esiste  una  quarla  superficie  S'  da  cui  S,  ed  S^  sono 
deducibili  con  trasformazioni  di  Hibaucour. 

Se  indichiamo  con  n,  /^,,  //^,  //  le  rispeltive  norinali  nei  puiili  cor- 
rlspondenti  otleniamo  qualro  reli  ciclicbe  : 

(C„„  ),  inviluppo  del  piano  délie  normali  aile  superficie  S  ed  S,   e 

similmente 

(C,„,J,     (C,,,,,)     (C„„J. 

Le  quattro  reti  ciclicbe 

(C„,„),     (C„„J,     (C,,„,),     (C„.„J 

sono  nella  confij^urazione  cspressa  dal  leorema  di  perniulabililà  di 
Biancbi  nel  senso  cbe  la  seconda  e  la  terza  sono  contii^ue  alla  prima  ed 
alla  quarta  per  trasformazione  di  Guicliard  di  prima  specie. 

Nella  seconda  parte  vengono  stabilité  le  (r^as/ormazioni  di  seconda 
specie  che  si  basano  suUe  considerazioni  seguenli. 

Si  sa  che  una  cong'ruenza  armonica  ad  una  rete  ciclica  non  è  di 
nécessita  una  congruenza  normale  (congruenza  O),  ma  in  générale  é 
30  ;  nasce  quindi  il  problema  di  ricercare  le  coppie  di  reti  ciclicbe 
corrispondentisi  per  trasformazioni  di  Guichard  in  guisa  ciie  siano 
armoniclie  ad  una  stessa  congruenza  30. 

Ad  una  taie  coppia  di  reti  ciclicbe  inponiamo  una  condizione.  Cbia- 
mando  corne  sopra  con  /,,  t.,  le  tangenti  aile  curve  délia  rete  (M)  e  con 
l[,  t'^  le  tangenti  analoglie  délia  rete  (M'),  sia  P,  il  punto  comune  aile 
tangenti  l^  e  l\  e  sia  P2  il  punlo  comune  aile  tangenti  /a?  A.-  Le  reti  (M) 
ed  (M'j  si  deformano  rispettivamente  in  (M)  ed  (M'),  e  quesle  nuove 
reti  col  metodo  di  Guicliard  sono  individuate  anche  in  posizione  nello 
spazio  (posizione  attuale). 

La  condizione  impone  che  la  propriclà,  che  le  tangenti  aile  curve 
dclle  due  reti  si  tagliano  rispettivamente,  si  conservi  dopo  elTeltuata  la 
deformazione  (nella  j^osizione  attuale,  a  meno  di  siinmetria  )  e  si  con- 
servi anche  la  distanza  tra  il  punlo  comune  ed  il  punto  di  contalto. 

Le  reti  (M)  ed  (M')  nelle  condizioni  sudiUle  si  diranno  corrispon- 
denti  per  Irasfoi'mazionc  di  seconda  specie. 

Si  sa  che  ad  ogni  rete  ciclica  si  puô  sempre  associare  una  rete  O  dello 


i 
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spazio  a  quattio  diinensioni.  Nella  présente  nota  è  dimostralo  che  la 
trasformazione  di  Guichaid  di  seconda  spccie  é  c.quivalcnlo.  ad  una 
trasforrnazione  di  Bibaiicour  dclla  r<He  O. 

Resta  pertanto  accertata  l'esistenza  delle  irasformazioni  di  Guichard 
di  prima  e  di  seconda  specie,  senza  che  taie  esistenza  apporli  restri- 
gione  alla  rete  ciclica  di  partenza  (M). 

E  chiaro  che  per  le  trasformazioni  di  seconda  specie  sussiste  il  teo- 
rema  di  permutabilità  di  Bianchi,  giacché  esso  sussiste  per  le  transfor- 
mazioni  delle  reti  O  dcllo  spazio  a  quatlro  dimensioni. 


r.  —  Le  reti  cicliche  dello  spazio  euclideo  S3. 
1.  Assumiamo  un  déterminante  ortogonale  di  quarto  ordine 


(>) 


ç,      %       h        h. 
'f\\      'n-2      -n^      'f]i. 


i  cui  elementi  soddisfano  ad  equazioni  délia  forma 


Ou 

On, 
Ou 

(2  )     {  Ojc^,. 
au 
Or,,. 


-~  —  —  r/,. /■,,.—  r/.,j-.-,,.—  pn, 
Ou 


01, . 

-r-  ^q(\, 

Oi' 


lhl=p'-' 


—  a.c,,.. 


On,, 
'ôv 

Ov 
O.r,,.  _ 
Ov    '" 

ir-^i,  2,  3,  4) 


—  _  ^,.r,,.—  I).x.,,.—  (jlf 
=  h^-n,. 

—  b.,nr 


È  noto  che  i  coefficienti  che  intervengono  in  quésto  sislema  soddis- 
fano aile  equazioni  differenziali 


(3) 


Ov 
âa. 


/>f'i, 


ph,, 


Oh, 
Ou 

Ob, 
Ou 


7^1; 


qa.,  ; 


Op       O'i  .  . 

-^ — 1 f-  -^  <7i  /y,  -+-  «.>  />.>  =  o 

Ov        Ou 
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Inlroduciamo  ancora  le  funzioni  x,,  a-.,  j;,^,  x.,  mecJianle  le  equa 
zioni 


(4) 


i>ln 


ÔJC, 


=  lr„. 


in  ciii  //  ed  /  sono  legate  aile  rotazioni  di  A  mediante  le  equazioni 


(5) 


àh 


=  ll>. 


'IL 

du 


Si  sa  che  il  punto  dello  spagio  S,  che  ha  le  coordinate  ,r,,  x.,,  x.j,  x^ 
descrive  una  rete  O  di  Guichard. 


2.  Se  poniamo 

(6)  Xi=  Xi+ pxu+ r:r^i  (/=:i,2,  3,  4) 

in  cui  p  ed  r  sono  delînite  dalle  equazioni 


(7) 


i   //  -f-  pai  +  ra^:zz  o, 
I    /  4-  p/^i  H-  rb.,:=  o, 


il  punlo  (X,,  Xo,  Xj)  dello  spazio  S;,  descrive  una  rete  ciclica,  appli- 
cabile  sulla  rete  (/X,,,  p,  r). 

Si  sa  dalle  ricerche  di  Gfuichard  chetutte  lereticicliche  si  otlengono 
nel  modo  indicato. 

Dalle  (6)  per  derivazione  si  ottiene 


(8) 


dX,  _  dp  Or 

au        Ou  Ou 


OXi       Op 


'Il 

Oi- 


.r,,-; 


inoltre  dalle  (7)  si  deducono  le  relazioni 


(9) 


'Il 
Où 


0_r_ 
Ov 


o, 


Ou  Ou 


Gon  una  nuova  derivazione  si  otteni;ono  le  formols 


(10) 


0'-\i  O'o 


Ou  Or       Ou  Ov 


O'r 
Ou  (it 
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5.  Sia  (C)  una  rete  ciclica  costruita  nella  maniera  indicala;  pos- 
siamo  associare  a  (C)  uiia  rele  O  dello  spazio  ordinario  S.,  riel  modo 
seguente. 

Poniamo 


>.::=- 


U-'i. 


(10) 


I  4-  JToi 


i  -+-  ■a  //r^a  m 


1         y/E  ^   //,  4-  a.;,^, 

D 

—  —  rt,  -t-  rt, ip, 


2/n<7  = : 

"Oi                          -rit 

I  +  .r.,4 
/»  0  — 

62 

I 

2 

H-  .X'^/, 

I  +  J?24 

V'G  = 

D" 

V/G- 

:  6;+  h,iV. 

('0 


Tenerido  conte  délie  equazioni  fondamentali  (2)  si  verificano  con 
facilo  calcolo  le  equazioni 


(.2) 


^=S/Ël,        ^^v/ô 


Ou       ^ "  "  '         âv 
ed  osservando  ancora  le  (3)  si  ricava 


(i3) 


V/G     àv  '  -'  '  ^|r     Ou 


Indi  seguono  facilmenle  le  relazioni 


('4) 


1-  -t-  /jt.-  +  lï'-  =  2  m  '|/(7, 


(^>. 


(;\/ii 


D  01         I     (^v/G 

^"  \/Cx     <^^  \/E  '  Ov        s^E     au 


OiJ. 


I     OJE.  Ou.  I     'H  G ,         D" 

VG     ^''  <^''  v'!*^     ^«  V^G 


(i5) 


du- D^ 

Ou  ~"       ^Ë    ' 


V'G 


(Ji 


C/M  <]i  Ov  'h 

<^^'  ~  s/G     àv    ""'  Ov  "~  ^Ë    (y«     '  ■ 


3qo  pasquale   calapso. 

Ed  ora  consideriamo  la  superficie  S  descritta  dal  punto  le  cui  coor- 
dinale  Jc^y,  z  hanno  le  espressioni 


X  ^=^  Xi  +  ^a;^ 


(i6) 
Si  ha 

(17) 


du 


=  V/E(c:,  +  A.r,,), 


-^  rrv^G(-0,  +  /J.j;2i); 


\  ou 

\     ou 


âv 


=  \G  (rj2+/J..7-j2); 


^   =V^G(y,:j+  (J-JCi^), 


in  cui  vE  e  s  G  sono  date  dalle  (n);  da  quesle  segue  facilmenle 
V^  /  â.i  Y      ,^  '^dû^  âx  v^  /  ôx 


2(e=^'  T^t=-  im-^- 


Inollre  i  cosemi  degli  spigoli  del  Iricdro  formato  dalle  langenli  aile 
linee  w  et  p  di  S  e  dalla  normale,  hanno  i  valori 


A. 3  —  JC 1 1  -\-  "'■J'^'21  ' 


>,=:::;  -rjo  -F  iJ-.r.,.,, 

¥3^^  -f  12"+-   •''■^221 


Z,=.    ;3    H-  X.r.:,; 

2-2=  "^3  +>.-''2î; 


ed  il  déterminante  ortogonale  del  terzo  ordine 

X,     Y,     Z. 

A.2         ï  2        ^2 

X3    Y2    Z, 

è  destrorso  o  sinistrorso  secondo  che  A  è  destrorso  o  sinistrorso. 

Supponendo,  come  è  lecito,  che  il  déterminante  A  sia  destrorso  pos- 
siamo  calcolare  gli  altri  elementi  délia  superficie  S  con  la  formole 


.^^  du     (tu 

e  si  trova  appunto 


i)  —  —  7  -T—  — j —  7 


—  —  «,  +  a^w, 


D^=o. 


H"— _V  ^  ^ 


-^=—   W,  -(-  62  »T'. 

VG 
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Si  conclude  che  la  superficie  S  delinila  dalle  (i6)  è  riferita  aile  linee 
di  curvatura;  si  vede  inoltre  che  le  (ro)  danno  un  sistema  di  funzioni 
trasf'ormatrici  per  il  passajiio  da  S  ad  nna  sua  Irasformala  di  Ribau- 
cour  S,. 

i.  Infine  vediamo  corne  si  esprimono  le  coordinate  del  punto  che 
descrive  la  rete  ciclica  medianti  gli  elementi  della  superficie  S. 

A  taie  scopo  consideriamo  il  piano  passante  per  le  norinali  aile 
superficie  S  ed  S,  nei  punti  corrispondenti;  il  punto  in  cui  il  piano 
tocca  il  suo  inviluppo  ha  le  coordinate 

(19)  3^zi:a:  +  TX3+H(ÀX,  +  piX,-f-.r-X3) 

in  cui  le  funzioni  T  ed  H  sono  definite  dalle  condizioni 


(20) 

Si  ha 

e  quindi 


V/E  — T-Sr+  Hmo--o, 

V/E 


dx'-  +  df^  +  dz^  —  dT^  +-  2  m '^7  dH^  +  2  lï'  dT  dH 
=  dT'  4-  ^H  (  2  n-  f/T  +  2  m ^a  d\\). 

Se  introduciamo  la  funzione 

K  =  2(ï'T  +  2 /?«  (j/a  H  -H  2  (]; 

possiamo  scrivere  '^ 

dx-'  ■+-  dy-  +  dl^  =  dT'  +  dli  dK. 

Poniamo 

„,  H  +  K  rp  ,    ,    ,    H-2m|c7 

p  :=  1 ,  r=z  z=:  (r  r  +  'J;  H ~  H  ; 

'  2  '  2 

le  (20)  si  trasformano  subito  nelle  (7),  e  tenendo  conlo  délie  espres- 
sioni  superiori  della  quantilà  X,,  Xo,  X3  ed  osservando  le  (16)  otte- 
niamo  con  facile  calcolo 

X  =-  Xi-h  pxn  -+-  rxn, 
y  =  Xo+  p^i2  H-  '■•2'2-2, 

Z  3^  X3  +  P  ^l  3  ~t~  f  -^i-i- 
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Dal  confronte  di  qaeste  con  le  (6)  risulta  subito  il  teorema 

Una  retc  ciclica  è  sempre  deducibile  corne  inviluppo  di  un  piano 
che  coiitiene  le  normali  a  due  superficie  S  ed  S,  corrispondenlisi 
per  Irasforniazione  di  Ribaucour  (le  curve  délia  rete  corrispondono 
aile  linee  di  curvatura  di  S  ed  S,). 

L'inversa  è  nota. 

Si  puù  anche  dire  :  pei-  avère  ncl  modo  pià  générale  una  rete 
(irnionica  ad  una  congruenza  normale  si  trasformi  una  superficie  S 
oiiogonale  ai  raggi  in  una  nuova  superficie  S,  mediante  una  Iras- 
forniazione di  Ribaucour  ;  il  piano  délie  normali  ad  S  ed  S,  nei 
punti  corrispondenli  inviluppa  la  rete  richiesla  (le  curve  délia  rete 
corrispondono  aile  linee  di  curvatura  délia  superficie  ortogonale  ai 
raggi). 

II.  —   Le  trasformazioni  di  prima  specie  délie  reti  cicliche. 

5.  Diciamo  che  due  reti  cicliche  (C)  e  (C)  sono  trasformate  l'una 
dell'altra  con  trasformazione  di  Guichard  di  prima  specie,  quando 
esse  sono  armoniche  ad  una  stessa  congruenza  normale.  In  tali  condi- 
zioni  le  tangenti  aile  curve  délie  due  reti  nei  punti  corrispondenti  si 
tagliano  rispettivamente  sui  fuochi  del  raggio  délia  congruenza. 

Se  indichiamo  con  S,  S,,  S^,  S'  le  quattro  superficie  del  teorema  di 
permulabililà  per  le  trasformazioni  di  Ribaucour  (*)  e  con  /i,  //,,  n^, 
n'  le  rispettive  normali  nei  punti  corrispondenti  otteniamo  quattro  reti 
cicliche;  cioè  : 

(C„„_),  che  si  oitiene  corne  inviluppo  del  piano  délie  normali  aile 
superficie  S  ed  S,  e  similmente  (C„„  ),  (C,/„_),  (C,/„J. 

In  ogni  caso  la  rete  (G,,,,  )  ô  armonica  ad  entrambe  le  congruenza 
(//,)  cd  (//y);  segue  che  le  coppie 

(^nn,)  6  (Cj„>,,), 
(C„„,)  e  (C„„J, 
(*-"«•«,)     e     (Ci„„|), 

si  corrispondono   ogni  volta  in  una  trasformazione   di   (luichard   di 
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prima  specie  e  quindi 

(^H«,);        (vj,j„„),        (C„'„,),        ((j/j,,,) 

formano  una  quaterna  di  reli  cicliche  nella  confîgurazione  espressadal 
teorema  di  permutabilità  di  Bianchi. 

III.  —  Le  trasformazioni  di  seconda  specie  délie  reti  cicliche. 

6.  Siano  M  ed  M'  due  punli  che  descrivono  due  reti  cicliclie,  tali 
che  le  tangenti  /,,  t.,  aile  curve  délia  rete  (M)  nel  punto  M  incontrino 
rispettivamente  le  tangenti  /', ,  t'^  aile  curve  délia  rete  ÇSV)  nel  punto 
M'  corrispondenle  di  M.  Sia  P,  il  punto  comune  aile  tangenti  /,  e  /',  e 
sia  1*2  il  punte  comune  aile  tangenti  l.,  e  t'^. 

Indichiamo  con  (M)  ed  (M')  le  reti  deformate  nella  posizione  alluale 
definita  al  n''  2,  e  con  /,,  l,,^  i\,  f'^Ae  tangenti  aile  curve  délie  reti  nella 
nuova  configurazione.  Diciaroo  che  le  reti  (M)  ed  (M)  sono  trasfor- 
mate  l'una  dell'altra  con  irasformazione  di  Gidchard  di  seconda 
specie  quando  le  tangenti  /,,  /o  incontrano  rispettivamente  le  tangenti 
/'j,  /',  ed  in  modo  da  aversi 

MP,  =  MP,,        MP'-r=MR,=  MP,. 

Immaginiamo  la  rete  (M)  formata  come  ai  numeri  1  e  2  e  la  rele 
(M')  costruita  in  modo  analogo,  introducendo  per  la  seconda  rete  le 
medesime  nolazioni  munile  da  un  accenlo. 

Le  condizioni  imposte  dal  problema  si  Iraducono  in  relazioni  délia 

forma 

c^p         ,  dp' 

p  —  r-f-=p— T'  ^, 

^  ou      '  au 


(21) 


/    —    1-7-    /     1      -T-  i 

Ou  ou 

=  •^•'  +  (  p'  -  T'  I:  )  ^u  +  {  r'  -  T'  -^ 


Ou     "    y        Ou 
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essendo  T  e  T'  convenienti  funzioni.  Se  poniamo 

(22)  A  =  p-T^,  B=.;--T^ 

^  ou  ou 

possiamo  scrivere 

(  2.3  )  a:i  +  A oCj i  H-  B x^i  ^=^  x'i+  k x[,  4-  B arj,-. 

Similniente  si  dovrà  avère 

7p  dr         ,      -  dr' 
de  dr 


e  poiiendo 

(24)  A'=p-T^,  B'=,--T^ 

'  6>C  OV 

scriveremo 

(25)  a-i-\-  A'j7,,-4-  B'jr2,  =  x'/4-  A'.r',,  +  B'.r2/. 
Da  quesLa  e  dalla  (23)  si  ricavano  le  relazioni 

AB'-  A'B       _    ,      AB^— A^B    , 

"^/    1"         fw         ï5      ^1/ — -^i  ~r'        yj,        r,       ^l'y 

AB'— A^B       _      ,       AB'— AB    , 
OTi  H       j^_y     ^2/  —  ^V  +      A  '  —  A     '^"'" 

Qaesle  si  inlerprelano  C(jsi  ;  se  si  considerano  k'  rcli  (O)  ed  (O') 
dello  spazio  S^  dcsci  itle  rispeltivamcnte  dai  punti 

(•^l>    -^2)    "^31    "^4)        ^^        {'^Xl    *^Î5    '^31   ■^4}» 

le  due  normal i  alla  rctc  (O)  iiicontraito  rispettivamentc  le  duc  nor- 
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mali  alla  rete  O'  in  punit  equidistanll  da  O  ed  O' .  La  stessa 
proprietà  ha  laogo  per  le  langenti  aile  reti  (O)  ed  (()').  11  passaggio 
dalla  rete  (O)  alla  rete  (O')  è  perciô  una  trasformazionc  di  Uibau- 
cour. 

Osservazionc.  —  11  caso  B'=  B  non  è  da  considerare;  infalli  segui- 
rebbe 

x^i^=  x'n;         oppure  A  =  A'. 

Nel  primo  caso,  essendo  le  ^,  e  le  •/];  proporzionali  aile  derivale  di 
x^i  è  due  determinanti  ortogonali  coinciderebbero  ;  nel  secondo  caso 
sarebe  nulle  il  déterminante  funzionale  di  p  ed  r. 

Si  osserva  in  ultimo  che  derivando  ad  esempio  la  prima  délie  prece- 
denti  si  otliene 

AB'— A'B     \.         ô    /AB'-A'B 


B'-B      '''r-''^'dTi\     B'-B      J^" 


=  (  ^'  ^ ^, ï^  «'i      '^i+   —    (  -TT7 -TT-  ]  ^  i'  ; 


AB  —  A'B    ,\.,        à_  /AB'-A'B 
B'_B      ""V^'"^  ^^  V     B'— B 

.,  d    /AB'— A'B\  ,    j  .  ,  i  '      u  • 

il  caso  -T—  I  — rjT — jT —  1  =o  non  e  da  considerare  perche  altrimenti  i 

due  determinanti  ortogonali  avrebbero  in  comune  la  terza  linea  e  per 
le  (2)  anche  la  quarta. 

1\  .  —  Teorema  d'inversione. 

7.  Oradobbiamo  procedere  allinversione  del  risultalo  précédente; 
mostreremo  cioc  che  qualunque  sia  la  iiasformala  di  Rihaucour 
(O')  délia  rete  (())  dello  spazio  S,,,  le  reli cidiche dello spazio  Sj  ad 
esse  associate  si  corrispondono  per  Irasformazione  di  GuicJiard  di 
seconda  specie. 

Sulla  rete  O  descritla  dal  punto  (.f, ,  x.,^  x-j,  x.,)  operiamo  una  tras- 
formazionc di  Ribaucour  nella  forma  data  dal  Bianchi.  Indicando 
con 

À,      p.,       H',,       (V.,,       'h,       0-,      cp,       12 
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un  sistema  di  funzioni  trasformatrici,  si  ha  il  sislema  di  equazioni 

;    di  01 

-—  =  —  «i(r,  —  a,(f.,  —  ou.  +  mo,  —  =  fju.] 

ou  -  I    i  ,  ^ç 


(26) 


()u.  -.  au  ,  , 


()■ 


âu~'"' 

âv  -       -'•• 

— —  =  a,A, 

d(T-2 

^'1        , 

(?r 


/^; 


dw 


^cp 


con  la  relazione 

(27) 


\-  +  ,a-  +  (V'J  H-  ti'f  =  'i  /« 'II? 


in  cui  /n  è  una  costante  arbitraria  diversa  da  zéro. 

Le  coordinate  del  punto  clie  descrive  la  nuova  lele  O,  trasfonnala 
délia  prima  sono 


(28) 


•;'i=^Xi (^/+  P'0,-+-  n',.r,,+  »t'2-^2/) 


e  gli  olementi  del  déterminante  trasformato  di  A  hanno  le  espres- 
sioni 

,  Xiï'i   .^  un-,  tr, 

/«'la  ni'j^fj  /«'j/cr 


(^-9) 


/«(j;(7  ■         ;?^'i^(7  ni'ii'j 

h-      .,  /u  >i 

/n  t|a  //i  ya  /«  '^a 


■0/^ 


m  '|a  '''       /«  'i>a 


Y), 


/-^ 


;(tr,,r,,-4-  tr-j.r.,)  —  T/, 
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Infine  le  funzioni  inlrinseche  relative  alla  rele  trasformala,  sono 


a 

-/', 

<7 

-l; 

a\  =  a^- 

b\  =  b,- 

a,  =  «2 


?  «ï'2 


b',=  b,- 


12.  p.. 

•1^    ' 


Z^-/' 


'|T 


ry  =<•/ 


8.  La  trasformazione  di  Ribaucour  délia  rele  (x^,  x.,,  ./;.,,  x,,)  tiac 
seco  una  trasformazione  délia  rele  ciclica  che  ad  essa  è  associata.  Le 
coordinale  del  punlo  che  descrive  la  nuova  rete  ciclica  sono 

X',  =  ^1 [^^1+  F^i  +  'l'i-ii  +  "•o'^-ii] 


(30 


li\.)  ..  a IV'., 


f— ("'l'^ll  +  "^2-3?oi)   —  ^1 


_m'~!^<j  ni'J^c 


((T',.rii+  tra^To,)  — ^10 


ma  '  -    -  -1 

Air,  au'i  tr, 


m  '^(7 


ÀH',    .,  ■  UU'o  U', 

— r-^2+  ^— r-fl2H r 


(iV,  .3712+  *''2-^22)  —  ^i 


X'rrr^Ts [?^^3+  i^^3+  *f'\^\z-+-  "i'2^23] 

Àtr,   ^  aiï'i  iv,     ,  , 

r-^3+    -*— j~"^3-^ j— (•'''[•^^•l3+  "■2-'»23)  —  •a^lS 

/«^l;o-  ;?i^|;(T  /«^.pa 

Ad',  ..  an',  tT'2    , 

r-^-i+  •^— i-'^3^ j— ("•|-^i3+  "'2^23)  —•^■23 

m'-pT  m'-pa  //hj;(t 

e  la  rete  su  cui  questa  è  applicabile  è  rappresentata  dalle  equazioni 


i\\  =  X'=  ?j?4 [^^4+  F^4  +  *i'i-^u+  "'2 -^21] 


ip 


(33) 


•ç, 


■^iH j— (n'i.r,4+ (ï'2.r24)  — .r.ji 


m  i|;(7  ^■*        m  i|;a    *       /?i  ^(T 


Y  : 
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Le  derivate  di  X',,  X',,  X3,  X,,  si  esprinaono  con  le  formole  analoghe 
aile  (iS),  e  le  qnanlità  p  ed  r  sono  definite  dalle  formole 

.    ^  _  A  +  rj  (  a,  --  ^^—       ^  r\a,_—  ~-      —  o, 


(3^) 
donde 

(0.)) 


O.T'./' 


=  0, 


6^5  , 


^a 


(?/• 

^;:^"' 


^- 


Q, 


On 


P.iv,\  d 


^U 


an 


9.  Ciô  premesso  consideriamo  il  déterminante 


(2) 


âr  âr 

—  —  /•  -^  /• 

ou  (lu 

,    dp         ,    ôr      ,  -       ,  - 
d//  '  on 


esso  è  nullo  perche  se  agli  elementi  delTultima  riga  si  aggiungono 
quelli  délia  prima  moltiplicali  per  ( —  b^  )  e  qnelli  délia  seconda  molti- 
plicate  per  (—  h.,)  prende  la  forma 


09_ 
an 

du 

dp 


dn 

dr_ 
dn 


ôr 


b/-^-  b.  ~ 


()n 


On 


e  si  annuUa  per  le  (7)  e  (9). 
Si  deduce  chc  le  equazioni 

3(i  p  -  1  -;-  ^-p-^V  -^ 


sono  coesislenli. 


dn' 
'       (In  on 


P  ~*~  P 

/•  +  /• 

—  b\p  —  b^r  —  / 


n-,  d/'  ,„,  dr 

<)n  on 


b,o  H-  />.,/•  —  / 
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L'ultima  di  queste  si  riduce  alla  forma 

rp,  àp  ™,  Or  -  - 

1    ^  n'r+  1'  -r-  (V.,—  ptr,  —  /•(('.,+  u;  =  o, 
au  ou     '      ^  '       ' 

donde  segue  facilmentc  che  per  i  valori  T  e  T'  dali  dalle  (3G)  sono 
soddisfatte  le  equazioni 

(38)  x,-t!^=x;-t'§'       (,  =  ,,.,3.',); 

(39)  '"  "L 

I  rp  àr  -       „,,  Or 

l  au  ou 

Relazioni  analoghe  sussistono  fra  le  slesse  funzioni  c  le  loroderivale 
rispello  a  r.  Si  conclude  che  le  red  (X,,  X,,  X:j)  ed  (X'j,  X'^,  X3) 
si  corrispondono  in  ima  trasformazione  di  Guicliard  di  seconda 
specie. 

10.  llisolvianio  il  sislema  (36)  rispetto  a  T  ;.  si  otliene  il  valore 

âp  Or 

H'i  -7-+   O'o-r- 

ou  ou 


Aj 1  — — 

OU 


e  quindi  le  quantità 
prendono  la  forma 

(4O)  it/H-'j — = — ^o^i, — -. .Tj/. 

Indicando,  come  al  n*'  6,  con  \\  e  P^  i  punti  d'inconlro  délie  tan- 
genti  aile  due  reti  cicliche,  i  parametri  direttori  dclla  retc  P,  Po  sono 
dali  dalle  formol'e 

Deriviamo  le  (^o)  rispetto  a  f,   osservando   (e  equazioni  fonda- 
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mentali  (2),  (3),  (4),  (5),  si  ha 

l-'!jb,  \  d   [  uJ  —  'Lbi 


dv    \^2<''l  '!^l"'2/       "  <^''     \^2"'l  ^1  "  -2 

ma  si  riconosce  facilmente  che 


''i  —  I  — ' ' — '~  I 

di'  \b.2ii'i  —  biix'ij 


'  dv\b3i\\— biW^J         ' 


quindi  il  punto  P,  ê  uno  dei  fuochi  del  raggio  PiPoî  similmente  per 
il  punto  Po*,  si  conclude  che  la  congruenza  descritta  dalla  rela 
PjPa    è   arnionica   ad  entramhe   le   reti  ciclirhe  (X,,  Xo,  X.,)  ed 

(x;,x;,x;). 

H.  Si  verilica  col  calcolo  dirello  che  l'equazione  di  Laplace  a  cui 
soddisfano  i  parametri  direttori  del  raggio  délia  congruenza  ha  la 
forma 

d-Q    _  p{b,n\—  bjiv^)  —  ix{a^b^—  a^h^)  dô 
du  dv  fl'2"'i — «itï'î  Ou 


b-i^Vi  —  61  U.J  Ov 

(a,  b. —  aj/'"]  ) 


—  p'h{b^u\  —  61IV2)  -+•  ''l^-iay  b^—  a._b^)\ 


0. 


(  «2  "1  —  «1  "'2  )  (  ^2  "'l  —  ''^  "'2  ) 

Questa  equazione  ammelle,  oltre  le  soluzioni 

anche  le  soluzioni 

a  causa  délia  relazionc 

/  ^  (nja^j, —  H', a'.,,)- —  nj  —  \v\  =  o, 

la  congruenza  descrilla  dalla  rele  P,  l\  c  in  générale  'iO;  anzi  risulta 
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facilmente  che  se  le  fiiiizioni  trasformalrici 


©      12 


non  sono  soggetle  ad  allrc  condizioni  oltrc  le  (2G)  e  (27),  non  si  puô 
avère  riduzione  di  grado  per  la  congruenza  P,  Po. 

E  chiarô  che  per  le  trasformazioni  di  seconda  specie  sussite  il  teo- 
rema  di  permulabilità  di  Bianclii,  glacchè  esso  sussiste  per  le  trasfor- 
mazioni délie  reti  O  dello  spazio  a  qualtro  dimenzioni. 
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Sur  les  zéros  de  certaines  Jonetioiis ; 


Par  a.  ange  le  SCO. 


Dans  ce  travail,  nous  nous  pi'oposons  de  drmonlrer  une  proposition 
g(''n«''rale,  en  ce  qui  concerne  les  zéros  de  certaines  fonctions  continues. 
Nous  utiliserons  cette  proposition  pour  déterminer  une  classe  de  fonc- 
tions biorthogonaies.  et  ensuite  nous  indiquerons  des  exemples  et  des 
applications. 

1.  Soit  (p(ir,  X)  une  fonction  de  r  et  du  paramètre  )^  satisfaisant  aux 
conditions  suivantes  : 

Toute  équation  en  x  de  la  forme 

(i)  9(jc,  >,„)  +  A,  9(^7.  Xi)  +•  •  •+  A,.9(":r,  À,)  =  o, 

où  A,,  Ao,  ...,  A^  sont  des  constantes  et  les  nombres  de  la  suite 

(  2  )  Aq,        /.|  ,        .  .  .  ,        /.„,        .  .  . 

étant  tous  différents  et  compris  dans  un  intervalle  (a,  [3),  ne  peut  avoir 
plus  de  s  racines  dans  un  intervalle  {a,  b)\  et  de  plus,  si  l'équation  (i) 
a  s  racines  distinctes  dans  cet  intervalle,  son  premier  membre  charîge 
de  signe  quand  x  passe  par  la  vakur  d'une  de  ces  racines. 

Nous  appellerons  ces  conditions  les  conditions  L. 

Il  résulte,  en  particulier,  de  ces  conditions,  que  Téqualion 

9(.r, /.o)  =  o 

n'a  aucune  racine  dans  l'intervalle  (a,  b). 

Désignons  alors  par  K(x)  une  fonction  positi\e  pour.//  dans  l'inter- 
valle ((7,  b)  et  démontrons  (jue  : 
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Si  une  fonclion  f{x)^  continue  dans  rintervalle  (a,  b),  satisfait 
aux  n  conditions 

(3)  /     K(^)9(^,  },,)/(.r)^^'  =  o         {i=o,  i,  ...,  n  —  i), 

l'équation  f(x)  =  o  a  au  moins  n  racines  réelles  et  distinctes  dans 
r intervalle  (a,  ^)  (')• 

En  effet,  9(^,  )^o)  gardant  un  signe  constant  dans  Tintervalle  d'in- 
tégration, il  résulte  de  la  condition  (3),  pour  i  =  o,  que  f(x)  change 
de  signe  dans  Tintervalle  (a,b);  f{x)  a  donc  une  racine  que  nous 
désignons  par  /',.  Déterminons  alors  la  constante  C  de  manière  que 

Téqualion 

^{x,  >o)  +  C9(^,  /,,)  =  o 

ait  pour  racine  /',.  Comme 


f 


il  résulte  des  conditions  L  que  f(x)  doit  changer  de  signe  au  voisi- 
nage d'une  autre  racine  r.,.  De  proche  en  proche,  on  établit  la  propo- 
sition énoncée  (-). 

*2.  Considérons  l'équation  intégrale  de  première  espèce 

K{x)c^{x,y)X{x)dx  =  ^{y), 


£ 


la  fonction  (^(^x,y)  satisfaisant  aux  conditions  L.  Il  résulte  de  notre 
proposition  (|ue,  si  la  fonction  *^(y)  a  n  zéros  dans  l'intervalle  (a,  [î), 
la  fonction  X(./;)  aura  au  moins  n  zéros  dans  Tintervalle  (a,  b). 

.">.  Fonrtio/ts  biorthogonales.  —  Soit  '^(.r,  u.)  une  autre  fonction 

(•)  Nous  avons  démontré  celle  proposition  (jiiaiid  o{x^\)  -r^  x'-  dans  une  .Note 
des  Comptes  rendus,  t.  174,  1922,  p.  278. 

(^)  Le  principe  de  celle  dômonslralion  est  le  inème  que  cekii  employé  par 
Legendre  pour  prouver  la  réahlé  des  racines  de  ses  polynômes. 
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satisfaisant  aux  conditions  L  pour  x  dans  le  même  intervalle  (a,  h)  et 
pour  les  valeurs  distinctes 

du  paramètre  [j.. 

On  peut  déterminer  les  n  constantes  af,  a.^,  ...,  «„,  e/  d'une  seule 
manière,  telles  que  si 

(4)  Pn=i'{^,  p.„)  +  a,4;(a:,  fi„_.i)-H..  .+  rt„'i(.r,  p.^) 

on  ait 

(5)  /     K(^)  9(j-,  >.,)  P„<i.r  r=  o         (<  1=  o,  I,  . .  . ,  rt  —  i). 

En  effet,  il  ne  peut  y  avoir  indétermination,  en  ce  qui  concerne  la 
détermination  des  constantes  a,,  a.2,  ...,  a„\  car  si  Ton  avait  deux 
fonctions  de  la  forme  (4)  satisfaisant  aux  conditions  (5),  on  déduirait 
qu'une  fonction  de  la  forme 

y  satisfait  aussi.  Donc,  d'après  notre  proposition,  Téqualion  R  =  o 
aurait  n  racines  dans  Tintervalle  (a,  b),  ce  qui  est  impossible  d'après 
les  conditions  L. 

Déterminons  de  même  la  fonction  de  la  forme 

par  les  n  conditions 

/     K{a:)<]/{je,  ix,)Qndû;  =  o         {i  =  o,  i ,  .  .  . ,  n  —  i). 

On  voit  alors  immédiatement  que 

si  m  est  différent  de  n  et  ([ue  l'intégrale 

^  a 

est  différente  de  zéro. 


r 
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Exemples  des  fonctions  satisfaisant  aux  conditions  I.. 

i.  Premier  exemple.  —  Soit  ©(x")  une  fonclion  conlinue,  positive 
el  monolone  pour  x  dans  Fintervalle  (rt,  A).  Alors  la  fonction 

[9(x)J>- 

satisfait  aux  conditions  L,  quel  que  soit  Tintervalle  (a,  ^f). 
En  effet,  l'équation  (i)  est  dans  ce  cas  de  la  forme 

[cp(^.)]>-o+A,[o(^-)r'  +  ...  +  A,[9(.r)]'-^=o 
et  devient,  en  posant  !p (a?)  —  î/, 

u'"  +  Al  «'•'  -H  .  .  .  +  A.<  «''  =r  O. 

Mais  cette  dernière  équation  ne  peut  avoir  plus  de  s  racines  positives 
et,  si  elle  a  s  racines  positives  distinctes,  son  premier  membre  change 
de  signe  quand  x  traverse  une  racine.  On  le  voit  pour  .s  =  i .  Sup- 
posons-le pour  5  =  jD  et  démonlrons-le  pour  5  =  />  +  i . 

En  divisant  le  premier  membre  de  l'équation  considérée  >L'  (l'équa- 
tion précédente  où  ,ç=^  +  i)par  ih*'  et  en  dérivant  ensuite,  on 
obtient  une  équation  d  qui  ne  peut  avoir  que  jo  racines  positives,  donc 
C  ne  peut  avoir  tout  au  plus  que  p  -h  i  racines  positives.  Si  vL'  a  />  -h  i 
racines  positives  distinctes,  son  premier  membre  change  de  signe 
quand  x  traverse  une  de  ces  racines;  car  si,  pour  la  racine  /',  il  n'y 
avait  pas  de  changement  de  signe,  le  premier  membre  de  »i'  est  un 
maximum  ou  un  minimum  pour  x  =  /-,  et  par  conséquent  C'  devrait 
avoir  p  -h  i  racines  positives,  ce  qui  est  impossible. 

5.  Deuxième  exemple.  —  Soit 

cp  (  .r  )  =  «0  +  cfiX  --  a.,  .r^  -H  .  ,  . 

une  série  entière  en  a;  dans  laquelle  tous  les  coeflicienls  sont  positifs 
ou  nuls,  Gfu  étant  différent  de  zéro.  Soit  U  le  rayon  de  convergence  de 
cette  série.  Nous  prendrons  a^o  et  A>o;  pour  l'intervalle  (a,  ^), 

l'intervalle  (o,  j-  j- 


à 
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Dans  ces  conditions,  la  fonction  oÇk-x)  satisfait  aux  conditions  L. 
En  effet,  les  équations  de  la  forme 

(6)  <?Ch'r)  4-  Aicp(/,i.r)  4- .  .  .  +  A, o  (>,,.?•)  =  o 

ont  été  étudiées  par  Laguerre  (')  et  il  résulte  de  son  étude  que  l'équa- 
tion (())  a  au  plus  .s  racines  positives.  Si  cette  équation  a  s  racines 
positives  distinctes,  comme  son  premier  membre  est  une  série  entière 
en  x,  on  a  les  mêmes  changements  de  signes  que  pour  un  polynôme 
qui  admet  le  nomljre  maximum  de  racines  positives  distinctes. 

Remarque.  —  La  fonction  simple  {\ — x)',  où  t  est  un  nombre 
négatif,  satisfait  aux  conditions  L  pour  x  positif  et  inférieur  à  un 
nombre  /,  l'intervalle  (a,  p)  étant  l'intervalle  (/,  /+  ni),  m  étant  un 

nombre  positif.  On  le  voit  en  posant  A  =  -  ;  on  est  ainsi  ramené  au\ 

fonctions  précédentes. 

On  voit  de  même  que  la  fonction  {x +  \y"-  satisfait  aux  condi- 
tions L,  pour  m  entier  positif,  ./;  et  X  étant  positifs. 

6.   Applications.  —  Soient  l'intégrale 
oxiy'^o,  et 

A  (.r  )  :=  «0  x'-o  4-  a,  a.'i  +  .  .  .4-  a,,  x'-n, 

les  nombres  Xo,  A,,  ...,  A,^  étant  tous  positifs.  On  voit  immédiatement 
que 

I(.)=-^4--^4-...+  ^V' 

d'où  la  proposition  suivante  : 

Les  nombres  A^,  X,,  ...,  \„  ékuil  lous  positifs,  si  V équation. 

«0        ^        f'^  a„ 

^   4 :r-  4-.  .  .4 ^  =0 

^  4-  Ao        .Z"  4-  A,  ,/•  +  A„ 


(')  OE livres,  l.  I,  p.  26. 

Journ.  de  Math.,  tome  II.  —  b'asc.  IV,  1923. 
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a  p  racines  positives  distinctes,  V équation 

aura  au  moins  p  racines  distinctes  dans  l'intervalle  (o,  i). 
7.   Partons  de  l'intégrale 

OÙ    a  >  O,    [^  >  o,  y^o  et 

A  (  .2'  )  =  <7o  -h  r/i  .r  4- ...  4-  «„  a;" . 

Le  terme  contenant  «,  dans  I(jk)  ^st 


donc 


r(a-i-v  +  or((3) 


^y>-  r^^  +  p  +  y)     ^«' 


(a  +  r)(a4-y +  1).  .  .(a  -+-y+  /  — i) 


Par  suite,  la  proposition  suivante  : 

a  et  P  g'/a//^  ficM^  nombres  positifs,  si  l' équation 

Y»  (  a-  +  a  )  (  j;  -H  a  +  1  ) .  .  .  (  o.'  +  a  +  f  —  J  )  _ 

^  '^'  (x+  a  -h  (3)  (.r  +  a  +  ;3  -H  I)  . .  .  (J7  +  oc  +  ;3  4-  0  ~  ** 
/  =  o 

a  p  l'acines  positives  distinctes,  l" équation 

aQ-\-  a^x  +  .  .  .+  a„  x"  =  o 

aura  au  moins  p  racines  distinctes  dans  r intervalle  (o,  i). 

8.   (Considérons  l'intégrale 

'      e    -^  xy-'  k{x)dx, 

II 

où^^o,  k  un  nombre  positif  et 

A  (  a;  )  =  a„  4-  a ,  .r  -j-  .  .  .  -f-  a„  .t"  . 


J 
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Ghangeons  dans  l'intéj^rale  (7)  x  en  kx.  Alors,  à  l'aide  de  l'intégrale 
qui  définit  la  fonction  F,  on  trouve 


/.•■r(,r)rf 


1(  j)  =  ky  r(j-)  I    ^  /.■'a,-7(  r  -I-  ij.  .  .(  V  +  «-  t) 

Et  par  suite  : 

k  clant  un  nombre  positif,  si  réqiialion 

A"(x„,r{x  4-  1).  .  .(^-f-  «  — i)  -f-  /i"-ia„_,.r(j?  +  i).  .  .{jc -[-  n  —  2)+  .  .  .-+-c/.o=o 
a  p  racines  positives  distinctes,  V équation 

aura  au  moins  p  racines  positives  distinctes. 

9.   Considérons  encore  l'intégrale 

(8)  H-r)  =  l     /^■{u){x-u)"f{a)dn, 

'-'il 

OÙ  ù^a,  k  [u)  restant  positif  dans  l'intervalle  d'intégration  et  f(u) 
étant  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (a,  h),  n  étant  un  entier 
positif.  Démontrons  que  : 

Si  r équation  \(^x)=^o  a  p  racines  i-éelles  et  distinctes  toutes 
supéiieures  à  b,  ou  toutes  inférieures  à  a,  la  fonction  f(u)  aura 
p  zéros  dans  l'intervalle  («,  b)  ('). 

Soient  /',,  /■.,  ...,  r^,  les  p  racines  de  1(^1?)  =  o  supposées  toutes 
supérieures  à  b.  Faisons  dans  l'intégrale  (8)  le  changement  u  —  b  —  v\ 
on  aura  alors 

f^f^lj  —  v){x  —  b  -^v)"/{ù—  i')dv. 

.. 

En  posant  X^  =  /■,  —  b,  il  résulte  que 

0 

(')  Nous  avons  démontré  une  proposition  analogue  dans  les  Comptes  rendus, 
t.  172,  1921,  p.  1 153. 
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Mais/?  —  «^o  et  les  nombres  A,  sont  tous  positifs.  Nous  avons  vu 
{remarque^  n"  o)  que,  dans  ces  conditions,  la  fonction  (t  -t-7,)" 
satisfait,  dans  Tintervaile  d'intégration,  aux  conditions  L. 

Par  suite,  f(^b  —  v)  a  n  zéros  dans  Tinlervalle  (o,  h  —  a).  Donc 
notre  proposition  est  démontrée  dans  le  cas  des  racines  toutes  supé- 
rieures à  b. 

Pour  le  cas  des  racines  /•,,  ;.,,  ...,  r^,  toutes  inférieures  à  <7,  la 
démonstration  se  fait  de  même,  en  faisant  le  changement  u^a-\-v. 

10.  Exemple  de  fondions  hiorthog^onales.  —  Proposons-nous  de 
déterminer  le  polynôme  P„ 

X"'  X"~^  i'"~^ 

par  les  n  conditions 

(10)  C    e-''^P„dx  =  o         (/.=i,  2,  ...,  «). 

En  tenant  compte  que 

les  n  conditions  (lo)  nous  conduisent  aux  n  relations 

(  \  /«  -f  1  /  I  \  "  / 1  \  "  ~  '  I 


/' 


On  aura  donc 

(12)  .r«-h  Al  jc^-'H-.  .  .  + A„  =  {.i-  —  \){x j  •  ••  (  ^ j  , 

d'où  les  valeurs  des  coefficients  A,,  Ao,  ...,  A„.  On  trouve  ainsi  : 


".=?- 

3           I 

a-  -h  -  > 

2                 -î 

'^=^ 

.V^                         I 
h  .t  —  -  , 

12                   b 
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Cherchons  une  relation    entre    deux   polynômes    consécutifs    P„ 

et  P„+|.  En  multipliant  la  relation  (12)  par  (x ^ — j,  on  déduit 

que 


{n  -h  i)l         \  n  -^  \  J  II 


+  (A, —K:     "" 


/i  H-  1       /  (  /i  —  I  )  !  ■        \       /i  -4-  I 

de  sorte  que 

'  «  +  1  ^^^  /      'h  "'^-'  ; —  • 

/.  Il  -[-  i 


Le  polynôme  P,^  peut  être  représenté  à  l'aide  d'un  déterminant  que 
Ton  déduit  des  relations  (9)  et  (ri).  Indiquons  une  expression  par 
intégrale  de  ce  polynôme.  Ecrivons,  pour  cela,  la  relation  (9)  sous  la 
forme 

rintégrale  étant  prise  suivant  un  cercle  C  entourant  l'origine. 
Si  nous  posons 

Il/i  (•^■)  —  (•^—  ' )  f  ■-^"  —  9  )  ■  '  *  f  ^" ~  7j 
il  résulte  que 

Déterminons  à  présent  une  fonction  de  la  forme 

(i3)  Q„=  Boe--^-i-Bie-2x-.^__^B„e-("+')-^ 

par  les  n  conditions 


('4) 


/X'  i^ii  cLi:  =r  0  (  «  =:  o ,  I ,    .  .  .,  Il  —  l). 


Il  résulte  de  ce  que  nous  avons  vu  antérieurement  que  ces  condi- 
tions déterminent  la  fonction  Q„,  à  un  facteur  constant  près.  Mais  il 
est  facile  de  voir  que  l'on  satisfait  aux  conditions  (i4)  en  prenant 

(.5)  Q- =<-')'■      'L..^.  '    ' 
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et  cette  expression  est  bien  de  la  forme  (t3),  car 

d'i  +  i  (  i  g-a:yi-+-l 

Alors,  avec  la  valeur  (i5)  de  Q„, 

/      Pm  Q„  d.r  --  o 

"^0 


si  m  est  diiYérent  de  n. 
L'intégrale 

qui  se  réduit  à 


I  =  /      \\„  0,„  dx, 


d'après  les  conditions    (i4)?   se    calcule    immédiatement    en    rem- 
plaçant Q,„  par  son  expression  (i5)  et  l'on  trouve  I  =  i. 
Gomme  application,  on  vérifie  sans  difficulté  que  l'on  a 


où  P(,  =  I 
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